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概要

近年、「最適化」という言葉が広く使われるようになって

きました。最適化の対象は人間の諸活動にかかわり、工学諸

問題は勿論のこと、経済、経営、社会、環境、情報の諸問題

など、あらゆる現実の実際的問題において、最適化の理論と

技法が活用され、人類の福祉向上に役立てられています。ま

た、今後さらに有効に使われるべき多くの実際的問題がある

と考えられます。

本講演では、個数などの (非負)整数あるいは処理の順序や
物の配置などの組合せ的な関係を表す離散量を扱う「離散最

適化」の問題についてお話しします。そして、離散最適化問

題の数理的な構造を、離散的な凸性としてとらえられる「劣

モジュラ性」という切り口からながめて、その「おもしろさ」

をお伝えしたいと思います。
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離散最適化：整数値，配置，関係，(処理)順序，組合せ，. . .
(組合せ最適化)
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“有限個”の可能な解から最適な解を見つける！

“有限個”＝途轍もなく大きな数

(例)１個調べるのに 10−6秒かかるときに必要な総時間

集合の大きさn 20 50 100

部分集合全体 2n 1秒 35年 3 × 106年

10n3 　　　 　　　

1000n



“有限個”の可能な解から最適な解を見つける！

“有限個”＝途轍もなく大きな数

(例)１個調べるのに 10−6秒かかるときに必要な総時間

集合の大きさn 20 50 100

部分集合全体 2n 1秒 35年 3 × 106年

10n3 0.08秒 1秒 10秒

1000n 0.02秒 0.05秒 0.1秒

効率の良いアルゴリズムの研究の重要性
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問題解決の鍵は

与えられた問題の持つ有効な数理的構造の解明！



問題解決の鍵は

与えられた問題の持つ有効な数理的構造の解明！

⇓

劣モジュラ構造 (マトロイド構造)

(効率的なアルゴリズムに結び付く離散構造)



E: 有限集合

集合関数 f : 2E → R

X ⊆ E 7→ f(X) ∈ R

(以下では，f(∅) = 0と仮定する.)



E: 有限集合

集合関数 f : 2E → R

＜劣加法性＞

f(X) + f(Y ) ≥ f(X ∪ Y ) (∀X, Y ⊆ E, X ∩ Y = ∅)
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E: 有限集合

集合関数 f : 2E → R

＜劣加法性＞

f(X) + f(Y ) ≥ f(X ∪ Y ) (∀X, Y ⊆ E, X ∩ Y = ∅)

＜劣モジュラ性＞

f(X) + f(Y ) ≥ f(X ∪ Y ) + f(X ∩ Y ) (∀X, Y ⊆ E)
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E: 有限集合

集合関数 f : 2E → R

＜劣加法性＞

f(X) + f(Y ) ≥ f(X ∪ Y ) (∀X, Y ⊆ E, X ∩ Y = ∅)

＜劣モジュラ性＞

f(X) + f(Y ) ≥ f(X ∪ Y ) + f(X ∩ Y ) (∀X, Y ⊆ E)

(1) {f(X) − f(X ∩ Y )} + {f(Y ) − f(X ∩ Y )}

≥ f(X ∪ Y ) − f(X ∩ Y )

(2) f(X) − f(X ∩ Y ) ≥ f(X ∪ Y ) − f(Y )
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(注) X \ Y と Y \ X の各要素の数を１に限っても同値.



劣モジュラ関数の例:

G = (V,E): 点集合V と枝集合Eをもつグラフ

グラフG = (V,E)の階数関数 f : 2E → Z+

∀X ⊆ E : f(X) = (Xで張られる点数) − (連結成分の個数)



劣モジュラ関数の例:

G = (V,E): 点集合V と枝集合Eをもつグラフ

グラフG = (V,E)の階数関数 f : 2E → Z+

∀X ⊆ E : f(X) = (Xで張られる点数) − (連結成分の個数)

f(X) = 9 − 3 = 6

(注) f は，単調非減少な劣モジュラ関数である.



行列の階数関数

M : m × n行列 (matrix)

E = {1, 2, · · · , n}: Mの列の集合

M =



1 2 · · · n

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... ... ...

am1 am2 · · · amn


∀X ⊆ E : f(X) = M のXに対応する列からなる部分行列の階数

(注) f は，単調非減少な劣モジュラ関数である.



行列の階数関数

M : m × n行列 (matrix)

E = {1, 2, · · · , n}: Mの列の集合

M =



1 2 · · · n

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... ... ...

am1 am2 · · · amn


∀X ⊆ E : f(X) = M のXに対応する列からなる部分行列の階数

I = {X | X ⊆ E, f(X) = |X|} (|X|: X の要素数 (列数))

(1) ∅ ∈ I.

(2) I ∈ I かつ J ⊂ I ならば, J ∈ I.

(3) I, J ∈ I かつ |I| < |J |ならば，ある要素 e ∈ J \ I が存在して，

I ∪ {e} ∈ I.

(対 (E, I)は，マトロイド (matroid)，Iはその独立集合族と呼ばれる.)

(マトロイド：双対性，豊富な演算と変換，効率的なアルゴリズム)



グラフの場合，グラフの階数関数 fに対して，

I = {X | X ⊆ E, f(X) = |X|}

(1) ∅ ∈ I.

(2) I ∈ I かつ J ⊂ I ならば, J ∈ I.

(3) I, J ∈ I かつ |I| < |J |ならば，ある要素 e ∈ J \ I が存在して，

I ∪ {e} ∈ I.

の各独立集合 I ∈ Iは，「閉路を含まない枝集合」に対応する.

逆に，

f(X) = max{|I| | I ⊆ X, I ∈ I} (∀X ⊆ E)



グラフの場合，グラフの階数関数 fに対して，

I = {X | X ⊆ E, f(X) = |X|}

(1) ∅ ∈ I.

(2) I ∈ I かつ J ⊂ I ならば, J ∈ I.

(3) I, J ∈ I かつ |I| < |J |ならば，ある要素 e ∈ J \ I が存在して，

I ∪ {e} ∈ I.

の各独立集合 I ∈ Iは，「閉路を含まない枝集合」に対応する.

逆に，

f(X) = max{|I| | I ⊆ X, I ∈ I} (∀X ⊆ E)



ネットワークのカット関数

G = (V,A): (有向)グラフ

c(a): 枝 a ∈ Aの容量 ≥ 0

∀X ⊆ V : f(X) = X の中から出る枝の容量の総和
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f(X) = 33

(注) fは，必ずしも単調非減少でない劣モジュラ関数.



多端子ネットワークの流量関数

入り口１個で，複数の出口があるネットワークにおいて，

T : 出口全体の集合

∀X ⊆ T : f(X) =出口 X への流出量総和の最大値

�

�
�
�

�

�

(注) f は，単調非減少な劣モジュラ関数である.



エントロピー関数

x1, x2, · · · , xn: 1からNの整数値をとる確率変数

E = {x1, x2, · · · , xn}

∀X ⊆ E: f(X) = (X の (シャノンの意味での)エントロピー)

たとえばX = {x1, x2, · · · , xk} (1 ≤ k ≤ n)であるとき，

f(X) = −
N∑

i1=1

· · ·
N∑

ik=1

P (x1=i1, · · · , xk=ik) log2 P (x1=i1, · · · , xk=ik)

(注) fは単調非減少な劣モジュラ関数である.

f(X) − f(X ∩ Y ) ≥ f(X ∪ Y ) − f(Y )
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凸ゲーム

E: プレイヤーの集合

∀X ⊆ E: f(X) = (X が協力する場合にX 全体でかかる費用)

f が単調非減少な劣モジュラ関数であるとき，凸ゲームという.

x(e): プレイヤー eの分担金 (≥ 0)

∀X ⊂ E : x(X) ≤ f(X), x(E) = f(E)(
x(X) =

∑
e∈X

x(e)
)

———————————————————————
f(X) − f(X ∩ Y ) ≥ f(X ∪ Y ) − f(Y )
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置換多面体 (permutahedron)

E = {1, 2, · · · , n}

Eの置換σ : E → EによるRE中の点 (σ(1), σ(2), · · · , σ(n))の集合の

凸包を置換多面体 Pn.

1234

1243

2143

2134

2314

32143241

3124

3421

3412
3142

4312 1342

4132
1432

4123 1423

4213

2413

1324

2341

2431
4231

4321

g(k) =
k∑

i=1

(n − i + 1) (k = 1, 2, · · · , n)

f(X) = g(|X|) (X ⊆ E)

Pn = {x ∈ RE | ∀X ⊂ E : x(X) ≤ f(X), x(E) = f(E)}

(注) fは単調増加な劣モジュラ関数である.



最大木問題 (最小木問題)
(最大重み全域木問題)

全域木＝閉路を含まない極大な枝集合



最大木問題

連結なグラフG = (V,E)と枝重み関数w : E → R

w(T ) =
∑
e∈T

w(e) (T ⊆ E: Gの (全域)木)

問題: 重み最大の (全域)木を見出せ.
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重みの総和w(T ) = 65 最適か？



最大木問題

連結なグラフG = (V,E)と枝重み関数w : E → R
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重みの総和w(T ) = 81 最適か？



最大木問題

連結なグラフG = (V,E)と枝重み関数w : E → R
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重みの総和w(T ) = 82 最適か？



最大木問題

連結なグラフG = (V,E)と枝重み関数w : E → R
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重みの総和w(T ) = 82 最適である！



貪欲アルゴリズム (greedy algorithm)

——————————————————————————

Step 0: 重みの大きい順に並べて，w(e1) ≥ w(e2) ≥ · · · ≥ w(en).
T ← ∅とおく.

Step 1: i = 1, 2, · · · , nに対して，

T ∪ {ei}が閉路を含まなければ T ← T ∪ {ei}，

T が (全域)木ならばT を出力して停止.

——————————————————————————

定理：貪欲アルゴリズムによって、最大重みの (全域)木が求められる.
また，任意の最大重みの (全域)木は，ある単調非増加な重みの並べ方
に対する貪欲アルゴリズムの解である. 2
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最大重みの木 T



貪欲アルゴリズムはなぜ正しいか？

重みw(e) (e ∈ E)の相異なる値が k1 > k2 > · · · > kpであるとして,

Fi = {e ∈ E | w(e) ≥ ki} (i = 1, 2, · · · , p)

とおくと，重み関数 (ベクトル)wは

w = (k1 − k2)χF1
+ · · · + (kp−1 − kp)χFp−1

+ kpχFp

と表現される. ただし，χFi
は，Fi上で 1，E \ Fi上で 0の値を取る関

数 (特性ベクトル)である.
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全域木T の重みは，∑
e∈T

w(e) = (k1 − k2)
∑
e∈T

χF1
(e) + · · · + (kp−1 − kp)

∑
e∈T

χFp−1
(e) + kp

∑
e∈T

χFp
(e)

= (k1 − k2)|T ∩F1|+ · · ·+ (kp−1 − kp)|T ∩Fp−1|+ kp|T ∩Fp|

(注意: F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ⊂ Fp−1 ⊂ Fp(= E))

T σは，|T ∩ F1|, · · · , |T ∩ Fp−1|, |T ∩ Fp|を同時に最大化する.
(←− マトロイド構造)

ゆえに，T σは，最大木である.
逆に，任意の最大木 T ∗は，|T ∩ F1|, · · · , |T ∩ Fp|を同時に最大化
する. よって，ある単調非増加な重みの並べ方に対する貪欲アルゴリ
ズムの解になっている. 2



木の初等変換
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基本閉路 (基本サイクル)



木の初等変換
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最大木の特徴づけ

定理：任意の (大域木)T に対して，T が重みwに関する最大木である

ための必要十分条件は、

(*) 木T のすべての初等変換T ∪ {e} \ {e′}によってその重みが大き
くならない，すなわち，w(e) ≤ w(e′)であることである.

2

(注) (*) が成り立つとき，貪欲アルゴリズムで T が求められるような

並び w(e1) ≥ w(e2) ≥ · · · ≥ w(en) が存在する.

O(|E|2)個の近傍における局所最適性＝大域最適性 ！！



最大木問題

連結なグラフG = (V,E)と枝重み関数w : E → R
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重みの総和w(T ) = 81 最適か？



最大木問題

連結なグラフG = (V,E)と枝重み関数w : E → R
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重みの総和w(T ) = 82 最適か？



最大木の特徴づけ

定理：任意の (大域木)T に対して，T が重みwに関する最大木である

ための必要十分条件は、

(*) 木T のすべての初等変換T ∪ {e} \ {e′}によってその重みが大き
くならない，すなわち，w(e) ≤ w(e′)であることである.

2

(注) (*) が成り立つとき，貪欲アルゴリズムで T が求められるような

並び w(e1) ≥ w(e2) ≥ · · · ≥ w(en) が存在する.

O(|E|2)個の近傍における局所最適性＝大域最適性 ！！

————————————————————————————–

双対貪欲アルゴリズム ←− マトロイドの双対性

(次ページ以降に例で）
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全域木になって，最大重み全域木が見つかった！

最小重みの補木 (削除された枝集合)が見つかった！



木族の多面体表現
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T : (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)

T : (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)

(特性ベクトル)



木族の多面体表現
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B(f) = {x ∈ RE | ∀X ⊂ E : x(X) ≤ f(X), x(E) = f(E)}

定理：B(f)の端点の全体＝ (全域)木の特性ベクトルの全体. 2

定理：B(f)の隣接する端点に対応する (全域)木T とT ′は，木の初等

変換で移り合える二つの木である. 2

系：B(f)の辺ベクトルは，(0, · · · , 0,±1, 0, · · · , 0,∓1, 0, · · · , 0)の形で

ある. 2

(注) B(f)は基多面体と呼ばれる. 辺ベクトルの数は，O(|E|2)である.
(辺多項式な多面体)



重み関数w : E → [0, 1]

Tw: 重みwに関する最大木

f̂(w) = w(Tw)
(
=

∑
e∈Tw

w(e)
)

(Twの重み)

Eの順列 σ = (e1, e2, · · · , en)に対して，

∆(σ): 1 ≥ w(e1) ≥ w(e2) ≥ · · · ≥ w(en) ≥ 0

を満たすすべての重みwに対して木T σが存在して，T σが重みwに関

する最大木となる. (←−貪欲アルゴリズム)
よって，f̂(w) =

∑
e∈Tσ

w(e)であるから，

(*) f̂は各領域 (単体)∆(σ)上で線形な関数である.



∆(σ): 1 ≥ w(e1) ≥ w(e2) ≥ · · · ≥ w(en) ≥ 0

n!個の順列σに対応する領域(単体)∆(σ)の集まりは，単位立方体 [0, 1]E

の単体分割を与える.
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任意の集合関数 f : 2E → Rを，各単体∆(σ)上で線形な関数になるよ

うに単位立方体 [0, 1]E上に拡張した関数 f̂は，fのLovász拡張と呼ば
れる.
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定理：任意の集合関数 f : 2E → Rが劣モジュラ関数であるための必

要十分条件は，そのLovász拡張 f̂が凸関数であることである. 2



隣接する二つの単体に対応する順列は

σ1 = (i1, · · · , ik−1, ik, ik+1, ik+2, · · · , in),

σ2 = (i1, · · · , ik−1, ik+1, ik, ik+2, · · · , in)

の形で与えられる (共有する面の方程式は，x(ik) − x(ik+1) = 0).

S` = {ip | p = 1, · · · , `} (` = 1, · · · , n)

とおく. σ1, σ2に対応して貪欲アルゴリズムで求められる (全域)木を
T σ1, T σ2とすると，マトロイド構造によって，

S` ∩ T σ1 = S` ∩ T σ2 (` = 1, · · · , k − 1, k + 1, · · · , n)

|{ik, ik+1} ∩ T σ1| = |{ik, ik+1} ∩ T σ2|

が成り立つ. よって，T σ1 6= T σ2であるならば，

ik ∈ T σ1, ik+1 /∈ T σ1

ik /∈ T σ2, ik+1 ∈ T σ2

(注) b1 = χT σ1 , b2 = χT σ2 は，基多面体B(f)の端点であり，b1 6= b2の

とき，これらの二つの端点は隣接する. 2



劣モジュラ性・劣モジュラ関数 f : 2E → R

m

基多面体 B(f) (辺ベクトルが (0, · · · , 0,±1, 0, · · · , 0,∓1, 0, · · · , 0))

m
貪欲アルゴリズム (重みの大小関係だけで最適解が決まる)

m

Lovász拡張 f̂ が凸 (各単体∆(σ)上で線形な凸関数)



劣モジュラ性・劣モジュラ関数 f : 2E → R

m

基多面体 B(f) (辺ベクトルが (0, · · · , 0,±1, 0, · · · , 0,∓1, 0, · · · , 0))

m
貪欲アルゴリズム (重みの大小関係だけで最適解が決まる)

m

Lovász拡張 f̂ が凸 (各単体∆(σ)上で線形な凸関数)

————————————————————————————

整数格子点上の関数に対して，以上の議論を拡張可能

⇓

室田一雄氏 (東大)による「離散凸解析」 (L\凸関数)



Coxeter-Freudenthal単体分割上の凸関数

−→ L\凸関数 (Murota (1996), Favati-Tardella (1990))

x(1)

x(2)

O

z

f : Zn → R

f(x) + f(y) ≥ f(x ∨ y) + f(x ∧ y) (x, y ∈ Zn)

(このZn上の劣モジュラ性だけからはfの大域的な凸性は出てこない。)



————————————————————–
劣モジュラ関数 f : 2E → R

m

Lovász拡張 (凸関数) f̂

————————————————————–
優モジュラ関数 g : 2E → R

m

Lovász拡張 (凹関数) ĝ

————————————————————–



————————————————————–
通常の凸関数と凹関数の分離定理＋整数性

⇓

Lovász拡張 (凸関数)f̂とLovász拡張 (凹関数)ĝの分離定理

m

基多面体の交わり定理

(最大・最小定理，整数性，効率的アルゴリズムをもつ)

⇓

劣モジュラ・フロー問題

(効率良く解ける離散最適化・組合せ最適化の広いクラスをモデル化す
る. )
————————————————————–



————————————————————–
通常の凸関数と凹関数の分離定理＋整数性

⇓

Lovász拡張 (凸関数)f̂とLovász拡張 (凹関数)ĝの分離定理

m

基多面体の交わり定理

(最大・最小定理，整数性，効率的アルゴリズムをもつ)

⇓

劣モジュラ・フロー問題

(効率良く解ける離散最適化・組合せ最適化の広いクラスをモデル化す
る. )
————————————————————–

劣モジュラ構造： 多くの物や人が関わる複雑なシステムの最適化に

しばしば顔を出す.

=⇒ 効率的なアルゴリズムの構成
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