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1章 Introduction

1.1 LLT–有木の定理と categorification

本レクチャーノートの主題である categorification (圏化)とは,一言で言
えば集合論の言葉を圏論の言葉に置き換える操作である. すなわち, 「集
合」の代わりに「圏」を, 「写像」の代わりに「関手」を, 「等号」の代
わりに「自然同値」を用いて, 元々の代数的構造をより深い構造を持つ圏
の世界に持ち上げることを指す. この手法が有効に用いられた例として,

Lascoux–Leclerc–Thibon [LLT96]により予想され有木 [Ari96]により解決
された LLT–有木の定理についてここで紹介する.

n ≥ 0を非負整数とし, またパラメータ ζ ∈ C× :=C \ {0}を取る. n次
のHecke代数Hn(ζ)は生成元 T1, T2, . . . , Tn−1と以下の関係式により定義
されるC上の代数である:

(Ti − ζ)(Ti + 1) = 0,

TiTj = TjTi if |i− j| > 1,

TiTi+1Ti = Ti+1TiTi+1.

Hn(ζ)は n次対称群Snの群環CSnをパラメータ ζで変形させた代数で
あり, ζ = 1のときにCSnと一致する. また, 素数 pに対し ζが 1の原始
p乗根のときには, Hn(ζ)の表現論は標数 pにおける対称群のモジュラー
表現論と深い関わりがあることが知られている.

さて, 代数が与えられたとき, 表現論的な観点からは次のような問題が
基本的である.

(1) 既約表現を分類せよ.

(2) 既約表現を具体的に構成せよ.

(3) 様々な表現を既約分解せよ.

Hn(ζ)についてのこれらの問題は, 一般の ζ ∈ C×に対しては, 標数 0に
おける対称群の表現論と同様の命題が成立する. 具体的には, 大きさ nの
Young図形 λ ∈ Pnから Specht加群と呼ばれるHn(ζ)の表現 S(λ)が構
成でき, これがちょうどHn(ζ)の既約表現の完全代表系を与える. しかし
ζが 1の原始 r乗根 (r > 1)のときにはこのアナロジーは崩れ, Specht加
群S(λ)は一般に既約ではなくなってしまう. この場合の (1)と (2)に対す
る答えは以下で与えられる.
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定理 1.1.1 (Dipper–James [DJ86]). ζ = r
√
1を 1の原始 r乗根とする.

(i) λ ∈Pnが r-regularと呼ばれる条件を満たすとき, S(λ)は唯一つの
既約商加群D(λ)を持つ.

(ii) {D(λ) | λ ∈Pn, r-regular}は既約Hn(ζ)加群の完全代表系である.

すると次に興味を引くのは, 既約でない Specht加群 S(λ)の中に既約表
現 D(µ)がどのように現れているかである. すなわち, S(λ)の組成列を
求め, 既約表現の重複度を計算することが基本的な問題となる. そこで
λ, µ ∈PnをYoung図形, µは r-regularとするとき, dλµを S(λ)における
D(µ)の重複度と定め, これをHn(ζ)の分解係数と呼ぶ.

LLT予想は, この分解係数を計算する方法に関する主張である. そこに
登場したのは, 量子群と呼ばれるQ(q)上の代数Uq(ŝlr)であった. これは
A
(1)
r−1型アフィン Lie代数 ŝlrの包絡代数U(ŝlr)の q変形にあたる. Uq(ŝlr)

は Lie代数の表現論と同様の最高ウェイト表現の理論を持ち, 最高ウェイ
トΛの既約最高ウェイト表現V (Λ)には大域基底と呼ばれるよい性質を満
たすQ(q)上の基底があることが柏原によって示されていた. またΛが基
本ウェイトΛ0のとき, V (Λ0)の大域基底の元は r-regularなYoung図形 µ

によってG(µ)とパラメトライズされることも知られていた. つまり, 全
ての次数 nにおけるHecke代数の既約表現全体と, 量子群の既約表現の基
底という, 一見関係のない二つの集合の間に奇妙な 1:1対応があった.

一方, 全てのYoung図形を基底とするQ(q)線型空間F :=
⊕

λ∈P Q(q)λ

上にはUq(ŝlr)のFock表現と呼ばれる作用が定まる. V (Λ0)の最高ウェイ
トベクトルG(∅)を∅ ∈ Fに送ることにより, V (Λ0)はFock表現Fに埋め
込むことができる. このときV (Λ0)の大域基底{G(µ) | µ ∈P, r-regular}
がこの埋め込みのもとでFock表現の自然な基底 {λ | λ ∈P}でどのよう
に展開されるかが問題となる. そこで

G(µ) =
∑
λ∈P

dλµ(q)λ

で展開係数 dλµ(q) ∈ Q(q)定義する. Lascoux–Leclerc–Thibon予想は,

dλµ(q)は 1の原始 r乗根 ζ = r
√
1におけるHecke代数Hn(

r
√
1)の分解係数

の q-analogになっているという主張である.

予想 1.1.2 (Lascoux–Leclerc–Thibon [LLT96, Conjecture 6.9 (2)]). λ, µ ∈
Pnとし, さらに µは r-regularであるとする. すると dλµ(q)に q = 1を代
入した dλµ(1)は, Hn(

r
√
1)の分解係数 dλµと一致する.
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論文 [LLT96]の中では, この LLT予想と共に展開係数 dλµ(q)を計算す
る実践的なアルゴリズムが述べられている. そして LLT予想は, 有木が
[Ari96]において肯定的に解決した. かくして, 今や LLT–有木の定理と呼
ばれるようになったこの主張は, 対称群とHecke代数のモジュラー表現論
にブレークスルーをもたらしたのである.

以下有木による証明1を概説する. 以下Hn = Hn(ζ)と略記する. まず上
の予想は q = 1の場合についての予想なので, 量子群Uq(ŝlr)の Fock表現
F と既約表現 V (Λ0)を q = 1に特殊化したものを考えればよい. すると
これらにはアフィン Lie代数 ŝlrの表現が定まり, 大域基底G(µ) ∈ V (Λ0)

の埋め込みを λ ∈ F で展開した係数は dλµ(1)となる.

この証明の鍵となったのは,各 0 ≤ i < rについて定義される i-制限と i-

誘導と呼ばれる関手である. これは自然な埋め込みHn ↪→ Hn+1による加
群の制限と誘導を精密化したもので, Jucys–Murphy元と呼ばれるHnの元
の固有値を利用して定義される. Hnの有限次元表現の圏のGrothendieck

群をK(Hn-mod), そのQ上の双対をK(Hn-mod)∗と書く. i-制限関手と
i-誘導関手がこの空間に誘導する準同型を

fi : K(Hn-mod)∗ → K(Hn+1-mod)∗, ei : K(Hn-mod)∗ → K(Hn−1-mod)∗

とする. 実はこれらの作用素により,全ての次数n ≥ 0にわたりHecke代数
Hnの表現圏のGrothendieck群の双対を直和した空間

⊕∞
n=0K(Hn-mod)∗

の上に ŝlrの表現が定まる. これによりHecke代数の表現圏と Lie代数の
表現が結びつけられるのである.

ここで Sを離散付値環 (DVR)とし, Kを Sの商体, Fを Sの剰余体とす
る. このような (K, S,F)の組をモジュラー系と呼ぶ. ζ ∈ Sとし, それを
自然な準同型で送ったKと Fの元も同じ記号 ζで表す. 以下ではこれら
の係数環上定義されたHecke代数も考えるので, 係数環 kを右下に添えて
Hn,k = Hn,k(ζ)などと書く. すると次の命題が成立する.

補題 1.1.3. V をHn,K加群とする. このとき部分Hn,S加群L ⊂ V であっ
て, S加群としてフルランク格子であるものがとれる. また V に対しLの
係数拡大 F⊗S Lを対応させるGrothendieck群の間の写像

dK,F : K(Hn,K-mod)→ K(Hn,F-mod)

[V ] 7→ [F⊗S L]

1有木自身による講究録 [Ari00]に証明の細部にわたる解説があるので, 詳しくはこち
らを参照されたい.
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はwell-definedな全射である.

この写像 dK,Fを分解写像という. これをQ係数に拡大して双対を取り,

全ての nについて直和をとることで, 埋め込み

tdK,F :
∞⊕
n=0

K(Hn,F-mod)∗ ↪→
∞⊕
n=0

K(Hn,K-mod)∗

が得られる. この両辺にも上と同様にして関手が誘導する ŝlrの作用が入
り, tdK,Fは ŝlr準同型となる. これを基に, 有木は次のようにして LLT予
想を証明した.

定理 1.1.4 (有木 [Ari96]). F = Cとなるモジュラー系 (K,S,C)をとり,

パラメータ ζ ∈ Sを, Cでは 1の原始 r乗根だがKでは 1の累乗根になら
ないようにとる. すると以下が成立する.

(1) ŝlr加群の同型

V (Λ0) ≃
∞⊕
n=0

K(Hn,C-mod)∗

と

F ≃
∞⊕
n=0

K(Hn,K-mod)∗

が成り立つ. また分解写像の転置 tdK,Cは自然な埋め込みに対応する.

(2) この同型の下で, V (Λ0)の大域基底 {G(µ)}と F の基底 {λ}は, そ
れぞれのHecke代数の既約表現を集めた基底の双対基底 {[DC(µ)]

∗}
と {[SK(λ)]

∗}に一致する.

(3) tdK,C([DC(µ)]
∗) =

∑
λ dλµ[SK(λ)]

∗である. ここで dλµはHn,C(
r
√
1)

の分解係数である.

LLT予想はこの定理の (1), (2), (3)を全て合わせた結果に他ならない.

Hecke代数の分解係数を標準基底の展開係数で計算できるという LLT予
想は, 最高ウェイト加群をHecke代数の表現の圏のGrothendieck群で実
現することによって解かれたのである. このように, 集合と写像の世界に
おける代数的構造を圏と関手の世界に持ち上げることを categorification

という.
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1.2 全体の流れ

さて, categorificationという視点からすると, 有木によるアフィン Lie

代数 ŝlrの表現の categorificationは, 量子群 Uq(ŝlr)の表現がパラメータ
q = 1に特殊化されてしまい, 情報が失われているという不満がある.

[LLT96]では上の予想に加え dλµ(q)が非負整数係数の多項式であることも
予想しており, この係数にも表現論的な意味付けがあると期待される. そ
こでこの講義で目標とするのは, Khovanov–Lauda–Rouquier代数2(KLR

代数)による量子群自体の categorificationである. この代数はKhovanov–

Lauda [KL09, KL11]とRouqier [Rou]によりほぼ同時期に発見された. こ
こでの重要なアイディアは, 通常の代数とその表現の代わりに次数付きの
代数とその次数を保つ表現を考えることにある. このとき係数環の qは表
現の次数をずらす作用として実現される. q = 1というパラメータの特殊
化はこの次数付けを無視することに他ならない.

細かい記号の説明は抜きにして, まず主張を述べる.

定理. gを対称化可能なKac–Moody Lie代数, Qを対応するルート格子と
する. このとき正ルート格子の各元 β ∈ Q+に対し次数付き代数R(β)が
定義され, Z[q, q−1]加群として⊕

β∈Q+

K(R(β)-gproj) ≃ U−
q (g)Z,

⊕
β∈Q+

K(R(β)-gmod) ≃ U−
q (g)

∗
Z

という同型がある. ここでR(β)-gmod (resp. R(β)-gproj)はそれぞれ次数
付きの有限次元 (resp. 有限生成射影的)加群の圏を表す.

以上の流れを踏まえた上で各章の役割を説明すると, 次のようになる.

• KLR代数の構成 (第 2章)

• アフィンHecke代数とKLR代数との関係について (第 3章)

• ルート系に付随するKLR代数の構成 (第 4章)

• 次数付き代数の表現圏の構造に関する一般論 (第 5章)

• 量子群の解説 (第 6章)

• sl2-caseのKLR代数を調べる (第 7章)

2箙 Hecke代数 (quiver Hecke algebra)と呼ばれることもある.
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• KLR代数を用いて, 実際に量子群を圏化する (第 8章)

定理の証明全体はとても長いものであるが, 全体の流れを意識して議論
に迷わないようにして欲しい. 各章の相関図は次の通りである.

2章

||yy
yy
yy
yy

��
3章 4章

��

5章

||yy
yy
yy
yy

6章

""E
EE

EE
EE

E 7章

��
8章

記法

(i) 環は, 単位元をもつものとする.

(ii) 環上の加群は, 特に断らない限り左加群を意味する.

(iii) P を命題とするとき,

δ(P ) =

{
1 P が真のとき,

0 P が偽のとき

と定義する.

(iv) 環Aに対して, AopをAの逆環とする. すなわちAop = {aop | a ∈ A}
で aop + bop = (a+ b)op, aop · bop = (b · a)opの環構造をもつ.

(v) 圏 C に対して, その双対圏を C opであらわす.

(vi) 環Aに対して, A×をAの可逆な元からなる群とする.

(vii) Z[q, q−1]加群M に対して, M を Z[q, q−1]の自己同型 q 7→ q−1でひ
ねって得られたZ[q, q−1]加群をM と記す. 即ち, M = {u | u ∈M}
で, その Z[q, q−1]加群構造は a(q)u = a(q−1)u (a(q) ∈ Z[q, q−1]) で
与えられる.
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2章 Khovanov-Lauda–Rouquier代数
この章の目的は,これからの話の主役であるKhovanov–Lauda–Rouquier

代数 (以下KLR代数と略す)を定義し, その代数としての性質を調べるこ
とである. この章を通じて, 可換環 kと有限集合 I を固定する3. 任意の
n ∈ Z≥0に対して, n次対称群Snは Inに作用することに注意しよう. 具
体的には, その作用はw ∈ Snと ν = (ν1, . . . , νn) ∈ Inに対して

(wν)k = νw−1(k)

となる.

2.1 KLR代数の定義と基本的性質

各 i, j ∈ I (i ̸= j)に対し 2変数多項式 Qij(u, v) ∈ k[u, v]が与えられ,

Qij(u, v) = Qji(v, u)

を満たしたとする. これに付随する 3変数多項式Qij(u, v, w) ∈ k[u, v, w]
を

Qij(u, v, w) =
Qij(u, v)−Qij(w, v)

u− w

で定義する. 一見すると右辺は有理式だが, 分子に u = wを代入すると
Qij(u, v)−Qij(u, v) = 0となるので, 分母 u−wで割り切れることに注意
せよ.

この多項式の族Q :=
(
Qij(u, v)

)
i,j∈Iをもとに, 次のようにKLR代数を

定義する.

定義 2.1.1. nを非負整数とする. n次のKLR代数Rn = Rn(Q) は, 以下
の生成元と関係式で定義される k上の代数である. 生成元は

e(ν)
(
ν = (ν1, ν2, . . . , νn) ∈ In

)
,

xk (k = 1, 2, . . . , n),

τk (k = 1, 2, . . . , n− 1)

3後にルート系に付随するKLR代数を考える際は, Iとして単純ルートの集合をとる.
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であり, その間の関係式は

1 =
∑
ν∈In

e(ν),

e(ν)e(ν ′) = δνν′e(ν),

xkxk′ = xk′xk,

xke(ν) = e(ν)xk,

τke(ν) = e(skν)τk,

(τkxl − xsk(l)τk)e(ν) =


e(ν) if l = k + 1, νk = νk+1,

−e(ν) if l = k, νk = νk+1,

0 otherwise,

τkτk′ = τk′τk if |k − k′| > 1,

(τk+1τkτk+1 − τkτk+1τk)e(ν)

=

{
Qνk,νk+1

(xk, xk+1, xk+2)e(ν) if νk = νk+2 ̸= νk+1,

0 otherwise,

τ 2k e(ν) =

{
Qνk,νk+1

(xk, xk+1)e(ν) if νk ̸= νk+1,

0 otherwise

で与えられる. ただし, sk = (k, k+1)は {1, 2, . . . , n}上の隣接互換である.

x1, x2, . . . , xnは可換なので, これらを多項式に代入した値は well-defined

である.

ここでは Rouquier [Rou]の定義に従った. [KL09, KL11]の定義とは,

τk ↔ −τkで移りあう.

注意 2.1.2. [KL09, KL11]では生成元を以下のような図で表している. 各々
の紐が Iの元により色付けられていると思えばよい.

e(ν) =

ν1

ν1

ν2

ν2

· · ·
νn

νn

, xke(ν) = e(ν)xk =

ν1

ν1

· · ·
νk

νk

• · · ·
νn

νn

,

τke(ν) = e(skν)τk =

ν1

ν1

· · · ;;
;;

;;
;νk+1

νk
��
��
��
�
νk

νk+1

· · ·
νn

νn

.
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二つの元の積 abは aの図を上に, bの図を下にして上下に繋げた図で描か
れる. ただし, 繋げた部分の文字列が一致しなければ (違う色の紐を繋ご
うとすれば) 積は 0になる. これを用いると, たとえばQij(u, v) = u + v

のとき上の関係式の一部は

i j

i j

= •

i j

i j

+ •

i j

i j

,

i j i

i j i

−

i j i

i j i

=

i j i

i j i

のように表せる. KLR代数にあらわれる等式を適宜このような図をもち
いて描くことは, (特に第 8章で)計算のよい助けになる.

簡単な例を挙げる.

例 2.1.3. (i) R0 ≃ k, R1 ≃ k[x]⊕I .

(ii) I = {i}がただ一つの元 iからなるとき, KLR代数Rnは nilHecke代
数と呼ばれる代数と同型である. これについては第 7章で詳しく考
察する.

関係式から簡単に分かる事項として, KLR代数上の anti-involutionの
存在がある. これは上記の注意 2.1.2のように図で描けば上下を反転させ
る操作である.

補題 2.1.4. 生成元 e(ν), xk, τkを固定するRn上の anti-involution

ψ : Rn → Rn

が存在する.

Proof. 上の生成元が積を逆にした定義関係式を再び満たすことを示せば
よい. 以下そのうちの 2つを実際に計算で確認する. 他のものは自明で
ある.
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e(ν)(xjτk − τkxsk(j)) = −(τkxsk(j) − xjτk)e(skν)

=


−e(skν) if sk(j) = k + 1, (skν)k = (skν)k+1,

e(skν) if sk(j) = k, (skν)k = (skν)k+1,

0 otherwise

=


e(ν) if j = k + 1, νk = νk+1,

−e(ν) if j = k, νk = νk+1,

0 otherwise.

e(ν)(τk+1τkτk+1 − τkτk+1τk)

= (τk+1τkτk+1 − τkτk+1τk)e(sk+1sksk+1ν)

=

{
Qνk+2νk+1

(xk, xk+1, xk+2)e(sk+1sksk+1ν) if νk+2 = νk ̸= νk+1,

0 otherwise

=

{
e(ν)Qνkνk+1

(xk, xk+1, xk+2) if νk = νk+2 ̸= νk+1,

0 otherwise.

2.2 多項式環Pn

前節でKLR代数を生成元と関係式で定義したが, 一般に生成元と関係
式で定義される代数というのは扱い辛いものがある. そこでKLR代数Rn

のもっと具体的な表示を与えるべく, PBW型の定理を導こう. そこでま
ず, 生成元 xkと e(ν)で生成される部分を記述する代数Pnを導入する. こ
れは多項式環の一般化である.

定義 2.2.1. 可換 k代数 Pnを

Pn :=
(
k[x]⊕I

)⊗n
で定義する.
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手始めに n = 1とし, P1の構造を調べよう. 各 i ∈ Iに対し, 第 i成分だ
けが 1で他の成分が 0であるような元 (0, . . . , 1, . . . , 0) ∈ k[x]⊕I を e(i)と
書くことにする. また多項式 f(x) ∈ k[x]と, これを I の元の分だけ直和
した元

(
f(x), . . . , f(x)

)
∈ k[x]⊕Iを同一視する. すると e(i)たちは互いに

直交する冪等元であり,

P1 = k[x]⊕I ≃
⊕
i∈I

k[x]e(i)

と直和分解できる. 一般の nについても同様に, ν = (ν1, . . . , νn) ∈ Inに
対し e(ν) :=e(ν1)⊗· · ·⊗e(νn)とおき, k代数の同型k[x]⊗n ≃ k[x1, . . . , xn]
を用いることで, Pnは

Pn ≃
⊕
ν∈In

(
k[x]e(ν1)⊗ · · · ⊗ k[x]e(νn)

)
≃
⊕
ν∈In

k[x1, . . . , xn]e(ν)

と書ける.

Pnには, テンソル成分の入れ替えによって自然に n次対称群Snが作
用する. 上の同一視のもとで, f(x1, . . . , xn)e(ν1, . . . , νn)に対する σ ∈ Sn

の作用は

σ ·
(
f(x1, . . . , xn)e(ν1, . . . , νn)

)
= f(xσ(1), . . . , xσ(n))e(νσ−1(1), . . . , νσ−1(n))

(2.2.1)

となる.

多項式環 Pnのこれらの元をKLR代数Rnにそのまま写すことにより,

PnからRnへの k代数の準同型が得られる. これが単射であることは自
明ではないが, 定理 2.3.1 において証明する.

補題 2.2.2. Pn ∋ f(x1, . . . , xn)e(ν) 7→ f(x1, . . . , xn)e(ν) ∈ Rnは k代数
の準同型を与える.

Proof. Rn内で fe(ν) · f ′e(ν ′) = δνν′ff
′e(ν)が成り立つことを示せばよい

が, これは関係式から明らか.

2.3 KLR代数のPn加群構造 (1)

我々の目標は次の定理である.
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定理 2.3.1. 各々のw ∈ Snに対しその最短表示w = sk1sk2 · · · skl を 1つ
固定し, Rnの元 τwを

τw := τk1τk2 · · · τkl
で与える. するとKLR代数Rnは, {τw | w ∈ Sn}を基底とする自由 Pn
加群となる. すなわち

Rn =
⊕
w∈Sn

Pnτw.

この定理を証明するには, Pn上で

• τwたちがRnを生成すること

• τwたちが一次独立であること

の二つを示せば良い. この節では前半を示す. そのために必要となる道具
は次のフィルトレーションである.

定義 2.3.2. KLR代数のフィルトレーション F を

Fl(Rn) :=
∑
l′≤l,

1≤k1,...,kl′≤n−1

Pnτk1 · · · τkl′

で与える. このフィルトレーションによるRnの次数化を grF (Rn)と表す.

Fl(Rn) · Fl′(Rn) ⊂ Fl+l′(Rn)を満たすので, grF (Rn)は k代数の構造を
もつ.

KLR代数の定義を見れば分かる通り, τ1, τ2, . . . , τn−1たちは完全には組
紐関係式を満たさない. したがって τw ∈ Rnはw ∈ Snの最短表示の取り
方に依存している. しかしこのフィルトレーションで見ると, 関係式

(τk+1τkτk+1 − τkτk+1τk)e(ν)

=

{
Qνk,νk+1

(xk, xk+1, xk+2)e(ν) if νk = νk+2 ̸= νk+1,

0 otherwise

の右辺は左辺に比べて次数が低い. 故に grF (Rn)における τk の像 τk ∈
grF (Rn)たちは組紐関係式を満たし, τwの像 τw ∈ grF (Rn)はwの最短表
示の取り方に依存しない. また, 同様に次数を比べると τk

2 = 0となるこ
とが分かる. これを用いると, τwたちの積の計算規則を得られる.
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補題 2.3.3. ℓを n次対称群Snの生成元 s1, . . . , sn−1に関する長さ関数と
する. このとき

τw τw′ =

{
τww′

(
ℓ(ww′) = ℓ(w) + ℓ(w′)

)
0

(
ℓ(ww′) < ℓ(w) + ℓ(w′)

)
が成り立つ.

Proof. w = sk1sk2 · · · skl , w′ = sk′1sk′2 · · · sk′l′ を共に最短表示とする. もし
ℓ(ww′) = ℓ(w)+ ℓ(w′)ならww′ = sk1sk2 · · · skl sk′1sk′2 · · · sk′l′ が再び最短表
示になるので τw τw′ = τww′ が成り立つ. そうでなければこの表示を組紐
関係式で上手く取りかえて s2kが途中に現れるようにできる. すると

τw τw′ = (· · · )τk2(· · · ) = 0

となる.

補題 2.3.4. KLR代数RnはPn上 {τw | w ∈ Sn}で生成される. すなわち

Rn =
∑
w∈Sn

Pnτw

である.

Proof. まず grF (Rn)について類似の結果を示す. xk, e(ν)と τ k′の積があっ
た場合, 交換関係 τke(ν) = e(skν)τ k, (τkxl − xsk(l)τ k)e(ν) = 0 を繰り返し
使えば, τ kを右側に持って行くことができる. さらに上の補題 2.3.3から,

grF (Rn)において τ kたちをかけて得られる元は τw (w ∈ Sn)で全て尽く
される. よって

grF (Rn) =
∑
w∈Sn

Pnτw

が得られる. 従って
Fl(Rn) =

∑
w∈Sn
ℓ(w)≤l

Pnτw

が成り立つ.
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2.4 KLR代数の多項式表現

続いて {τw | w ∈ Sn}の一次独立性を示そう. そのためには多項式環
Pnの上にRnの τwの作用をうまく定め, これらの作用素がPn上一次独立
であることを示せばよい.

Pnを拡大して,

Kn = Qn[(xi − xj)−1 ; i < j]

と定義する. これも環となっている. 既にみたように Pnには対称群Sn

が作用しているが, KnにもSnが作用している.

対称群Snの群環 k[Sn]の w ∈ Snに対応する元を rwと書こう. 従っ
て, rw ◦ rw′ = rww′が成り立つ. そこで, Kn⊗k[Sn]に

(f ⊗ rw) ◦ (f ′⊗ rw′) =
(
fw(f ′)

)
⊗ rww′(2.4.1)

と積を定義すると, Kn⊗ k[Sn]は環となる. 但し, w(f ′) ∈ Knは, f ′にw

が作用して得られた元をあらわす. さらに, Kn⊗k[Sn]はKnに

(f ⊗ rw) · g = fw(g)

で, 左から作用する. 従って, 環の準同型 k[Sn]⊗Kn −−→ Endk(Kn) が得

られる. 次の補題の証明は, 演習として読者に譲る.

補題 2.4.1. 環の準同型 k[Sn]⊗Kn −−→ Endk(Kn) は, 単射である.

さて, Qij(u, v) = Qji(v, u)の仮定を用いれば, 各 i, j ∈ I (i ̸= j)に対し
2変数多項式 Pij(u, v) ∈ k[u, v]を,

Pij(u, v)Pji(v, u) = Qij(u, v)(2.4.2)

を満たすように取れる. たとえば I上の全順序を一つとって,

Pij(u, v) =

{
1 (i > j)

Qij(u, v) (i < j)
(2.4.3)

とおけばよい. このような {Pij(u, v)}i,jをとって, Kn⊗ k[Sn]の元 τ̃kを

τ̃k =
∑
ν∈In

νk ̸=νk+1

Pνk,νk+1
(xk, xk+1)e(ν)rk +

∑
ν∈In

νk=νk+1

(xk − xk+1)
−1(rk − 1)e(ν)
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と定義する. 但し, sk = (k, k+1) ∈ Snを互換として, rk := rsk . 第 2項に
現れる元に対応する k[x1, . . . , xn] の作用素

∂k := (xk − xk+1)
−1(sk − 1)

は差分商作用素と呼ばれる. 以前と同様の注意から, ∂ke(ν) (νk = νk+1)

を Pnの元に作用させた結果は再び多項式になり Pnに入ることに注意し
よう. 作用素 τ̃kと e(ν)の積は

τ̃ke(ν) = e(skν)τ̃k =

{
Pνk+1νk(xk, xk+1)rke(ν) if νk ̸= νk+1,

∂ke(ν) if νk = νk+1

を満たすことに注意せよ.

定理 2.4.2. 次の事実が成り立つ.

(i) τk 7→ τ̃kは, Rn からKn⊗k[Sn]への k-代数の準同型を与える.

(ii) Rn −−→ Kn⊗k[Sn] −−→ End(Kn) の像は, Pnを不変とする.

特に, xk, e(ν) ∈ Rnは左からの掛け算で, τk ∈ Rn は τ̃kの作用で Pnに作
用させることにより, PnはRn-加群となる. これをKLR代数Rnの多項
式表現と呼ぶ.

定理の証明の前に, 差分商作用素が以下のような性質を満たすことを注
意しておく.

補題 2.4.3. 多項式 f(x1, . . . , xn) ∈ k[x1, . . . , xn]に対し, f を左から掛け
る作用素と ∂kの交換関係は

∂kf = sk(f)∂k + ∂k(f)

で与えられる. ここで sk(f)と ∂k(f)はそれぞれの作用素を f に作用さ
せて得られた多項式を左から掛ける作用素を表す. また差分商作用素
∂1, ∂2, . . . , ∂n−1は ∂2k = 0と組紐関係式を満たす.

Proof. 互換に対応する rkと多項式の交換関係 rkf = sk(f)rkを用いて計
算すればよい. たとえば

∂kf − sk(f)∂k =
(
rkf − f

)
−
(
sk(f)rk − sk(f)

)
xk − xk+1

=
sk(f)− f
xk − xk+1

= ∂k(f)

となる. あとの関係式については省略する.
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Proof of 定理 2.4.2. 補題 2.4.3を用い, 自明なものを除いて実際に関係式
を計算でチェックする.

(1) (τ̃kxj − xsk(j)τ̃k)e(ν)を計算する. νk = νk+1のときは,

(τ̃kxj − xsk(j)τ̃k)e(ν) = ∂k(xj)e(ν)

=


e(ν) if j = k + 1,

−e(ν) if j = k,

0 otherwise.

また νk ̸= νk+1のときは,

(τ̃kxj − xsk(j)τ̃k)e(ν) =
(
Pνk+1νkrkxj − xsk(j)Pνk+1νkrk

)
e(ν)

=
(
Pνk+1νkxsk(j) − xsk(j)Pνk+1νk

)
rke(ν)

= 0

である.

(2) |k−k′| > 1のとき, τ̃kτ̃k′ = τ̃k′ τ̃kを確かめる. 各ν ∈ Inに対し (τ̃kτ̃k′−
τ̃k′ τ̃k)e(ν) = 0を示せばよいが, これは {xk, xk+1, rk}と {xk′ , xk′+1, rk′}が
互いに可換であることから従う.

(3) (τ̃k+1τ̃kτ̃k+1 − τ̃kτ̃k+1τ̃k)e(ν)の計算. νk, νk+1, νk+2のうちどれが等
しいかで場合分けをする.

case. 1 νk = νk+1 = νk+2のとき:

(τ̃k+1τ̃kτ̃k+1 − τ̃kτ̃k+1τ̃k)e(ν) = (∂k+1∂k∂k+1 − ∂k∂k+1∂k)e(ν) = 0.

case. 2 νk = νk+1 ̸= νk+2のとき. 第 1項は

τ̃k+1τ̃kτ̃k+1e(ν) = ∂k+1(Pνk+2νk(xk, xk+1)rk)(Pνk+2νk+1
(xk+1, xk+2)rk+1)e(ν)

= ∂k+1Pνk+2νk(xk, xk+1)Pνk+2νk(xk, xk+2)rkrk+1e(ν)

ここで中の多項式は xk+1と xk+2に関し対称式なので ∂k+1と交換でき,

= Pνk+2νk(xk, xk+1)Pνk+2νk(xk, xk+2)∂k+1rkrk+1e(ν)

= Pνk+2νk(xk, xk+1)Pνk+2νk(xk, xk+2)rkrk+1∂ke(ν)

となる. また第 2項は

τ̃kτ̃k+1τ̃ke(ν) = Pνk+2νk+1
(xk, xk+1)rk · Pνk+2νk(xk+1, xk+2)rk+1 · ∂k · e(ν)

= Pνk+2νk(xk, xk+1)Pνk+2νk(xk, xk+2)rkrk+1∂ke(ν)
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となるので両者は等しい.

case. 3 νk ̸= νk+1 = νk+2のとき. これは上の場合と同様.

case. 4 νk, νk+1, νk+2がすべて異なるとき:

τ̃k+1τ̃kτ̃k+1e(ν)

= Pνk+1νk(xk+1, xk+2)rk+1 · Pνk+2νk(xk, xk+1)rk

·Pνk+2νk+1
(xk+1, xk+2)rk+1 · e(ν)

= Pνk+1νk(xk+1, xk+2)Pνk+2νk(xk, xk+2)Pνk+2νk+1
(xk, xk+1)

rk+1rkrk+1e(ν),

τ̃kτ̃k+1τ̃ke(ν)

= Pνk+2νk+1
(xk, xk+1)rk · Pνk+2νk(xk+1, xk+2)rk+1

·Pνk+1νk(xk, xk+1)rk · e(ν)
= Pνk+2νk+1

(xk, xk+1)Pνk+2νk(xk, xk+2)Pνk+1νk(xk+1, xk+2)

rkrk+1rke(ν)

であるので両者は等しい.

case. 5 νk = νk+2 ̸= νk+1のとき.

τ̃k+1τ̃kτ̃k+1e(ν) = Pνk+1νk(xk+1, xk+2)rk+1

·∂k · Pνkνk+1
(xk+1, xk+2)rk+1 · e(ν)

= Pνk+1νk(xk+1, xk+2)

·
Pνkνk+1

(xk, xk+1)rk+1rkrk+1 − Pνkνk+1
(xk+2, xk+1)

xk − xk+2

e(ν),

τ̃kτ̃k+1τ̃ke(ν) = Pνkνk+1
(xk, xk+1)rk · ∂k+1 · Pνk+1νk(xk, xk+1)rk · e(ν)

= Pνkνk+1
(xk, xk+1)

·
Pνk+1νk(xk+1, xk+2)rkrk+1rk − Pνk+1νk(xk+1, xk)

xk − xk+2

e(ν)

となる. 両者の差をとると, 確かに

(τ̃k+1τ̃kτ̃k+1 − τ̃kτ̃k+1τ̃k)e(ν)

=
Pνkνk+1

(xk,xk+1)Pνk+1νk
(xk+1,xk)−Pνk+1νk

(xk+1,xk+2)Pνkνk+1
(xk+2,xk+1)

xk − xk+2

e(ν)

=
Qνkνk+1

(xk, xk+1)−Qνkνk+1
(xk+2, xk+1)

xk − xk+2

e(ν)
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= Qνkνk+1
(xk, xk+1, xk+2)e(ν)

となっている. これで全ての場合をチェックできた.

(4) τ̃ 2k e(ν) = Qνkνk+1
(xk, xk+1)e(ν)の確認. νk = νk+1のときは,

τ̃ 2k e(ν) = ∂2ke(ν) = 0

である. νk ̸= νk+1のときは,

τ̃ 2k e(ν) = Pνkνk+1
(xk, xk + 1)rk · Pνk+1νk(xk, xk + 1)rk · e(ν)

= Pνkνk+1
(xk, xk + 1)Pνk+1νk(xk+1, xk)e(ν)

= Qνkνk+1
(xk, xk+1)e(ν)

となるのでこの場合も関係式が成り立つ.

2.5 KLR代数のPn加群構造 (2)

さて τw (w ∈ Sn)たちの一次独立性の証明に移ろう. このために, τwた
ちの多項式環 Pnへの作用の一次独立性を示す. 実はこれが成立するため
には, Rnを定義する多項式Qij(u, v)に少し条件4が必要である.

命題 2.5.1. Pn上の作用素 {τw | w ∈ Sn}が Pn上一次独立であるために
は, 各Qij(u, v) ∈ k[u, v] (i ̸= j) が 非零因子 (f(u, v)Qij(u, v) = 0ならば
f(u, v) = 0となる)となる多項式であることが必要かつ十分である.

Proof. 必要性は τkf(xk, xk+1)e(ν) = Pνk+1νk(xk, xk+1)f(xk+1, xk)e(skν)か
ら明らかである. そこですべてのQij(u, v) ∈ k[u, v]が 非零因子であると
し {τ̃w | w ∈ Sn}の一次独立性を示す.

1 ≤ a < b ≤ n− 1のとき,

Aa,b =
∑

ν∈In, νa=νb

(xa − xb)−1e(ν),

P̃a,b =
∑

ν∈In, νa ̸=νb

Pνa,νb(xa, xb)e(ν) + Aa,b

とおけば, k = 1, . . . , n− 1にたいして,

τ̃k = P̃k,k+1rk − Ak,k+1

4後に第 4章で述べるルート系から定義される KLR代数については自動的に満たさ
れている.
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となる. w ∈ Snに対して, τw に対応するKn⊗ k[Sn]の元を τ̃w とおく.

w ∈ Snの長さによる帰納法をもちいて

τ̃w −Bwrw ∈
∑

w′∈Sn,ℓ(w′)<ℓ(w)

Knrw′

となることが容易にわかる. 但し, Bw :=
∏

i<j, w−1i>w−1j

P̃i,j.

aw ∈ Kn (w ∈ Sn)が ∑
w∈Sn

awτ̃w = 0

を満たしたとき, aw = 0が任意の wにたいして成立することを, wの長
さに関する下がる帰納法で示そう. 0 ≤ ℓ ≤ nにたいして, aw = 0が
ℓ(w) > ℓ で成り立ったとして, aw = 0が ℓ(w) = ℓに対して成り立つこと
を示す. 仮定から,

0 =
∑
ℓ(w)≤ℓ

awτ̃w ≡
∑
ℓ(w)=ℓ

awBwrw mod
∑
ℓ(y)<ℓ

Knry.

従って, awBw = 0が成り立つ. 仮定から, Bwは非零因子故, aw = 0が結
論される.

以上より, 定理 2.3.1の証明の準備ができた.

Proof of 定理 2.3.1. Qij(u, v)が命題 2.5.1の条件を満たす場合には, 作用
から誘導される準同型Rn → Endk(Pn)を考えることで τw ∈ Rnの一次独
立性が従う. よって補題 2.3.4と合わせれば定理が証明される.

この条件が満たされない場合には, 以下のように修正を行う. まず k上
の多項式環 k[t]を考え, Qij(u, v)の代わりにQij(u, v) + tで定義した k[t]
上のKLR代数をRn[t]と書く. このQij(u, v) + tは命題 2.5.1 の条件を満
たすので, 定理は成立し

Rn[t] =
⊕
w∈Sn

Pn[t]τ̂w

と書ける. ここでRn[t]の生成元を τ̂kと書き, τwと同じ方法で τ̂wを τ̂kた
ちの積として定義した. さて, ここに t = 0を代入することを考える. す
なわち, t ∈ k[t]を 0で作用させることで kを k[t]加群とみなし, これとテ
ンソル積を取る. すると明らかに

k⊗k[t] Rn[t] =
⊕
w∈Sn

Pn(1⊗ τ̂w)
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である. 1 ⊗ τ̂k は τk と同じ関係式を満たすので, k代数の準同型 Rn →
k⊗k[t]Rn[t]が定義できる. 逆写像も同様に定義でき, 両者は k上の代数と
して同型になる. これから

Rn =
⊕
w∈Sn

Pnτw

が従う. 以上で定理の証明が完成した.

系 2.5.2. すべてのQij(u, v) ∈ k[u, v] (i ̸= j) が非零因子のとき, またこ
のときに限りRnの表現 Pnは忠実である.

一般には, w ∈ Snに対して, τw :=τi1 · · · τilはwの最短表示w = si1 · · · sil
の取り方に依る. しかし, 次のことがいえる.

補題 2.5.3. n ∈ Z>0, ν ∈ In, w ∈ Snが次の条件を満たすと仮定する.

1 ≤ a < b < c ≤ nが, w(a) > w(b) > w(c), νa = νc ̸= νbを満
たせば, Qνa,νb

= 0である.
(2.5.1)

そのとき, τi1 · · · τile(ν)は, wの最短表示 w = si1 · · · sil の取り方によら
ない.

Proof. wの二つの最短表示は組み紐関係式で移りあう. 従って,

w = w′sksk′w
′′ が, |k − k′| > 2, ℓ(w) = ℓ(w′) + ℓ(w′′) + 2 を

満たすとき, τkτk′e(w
′′ν) = τk′τke(w

′′ν),
(2.5.2)

w = w′sksk+1skw
′′ が, ℓ(w) = ℓ(w′) + ℓ(w′′) + 3 を満たすと

き, τkτk+1τke(w
′′ν) = τk+1τkτk+1e(w

′′ν)
(2.5.3)

を示せばよい. (2.5.2)はいつでも成立するので, (2.5.3)を示そう. ℓ(w) =

ℓ(w′) + ℓ(w′′) + 3より

w′′−1(k) < w′′−1(k + 1) < w′′−1(k + 2),

w′(k) < w′(k + 1) < w′(k + 2)

が成り立つ. 従って, a = w′′−1(k), b = w′′−1(k + 1), c = w′′−1(k + 2)

と置くと, w(a) = w′(k + 2), w(b) = w′(k + 1), w(c) = w′(k)となる.

(w′′ν)k = νa, (w
′′ν)k+1 = νb, (w

′′ν)k+2 = νc である. 仮定 (2.5.1)より,

(w′′ν)k = (w′′ν)k+2 ̸= (w′′ν)k+1ならQ(w′′ν)k,(w′′ν)k+1
= 0となる. 従って

τkτk+1τke(w
′′ν) = τk+1τkτk+1e(w

′′ν) が結論される.
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2.6 KLR代数のブロック分解

続いてKLR代数のブロックを調べる. 各 i ∈ Iについて形式的な記号αi
を用意し, これらを基底とする自由Z加群Q :=

⊕
i∈I Zαiを考える5. また

Q+ :=
∑

i∈I Z≥0αi

Q− :=−Q+

(2.6.1)

とおき, β =
∑

i∈I miβi ∈ Q+の高さを ht(β) :=
∑
i∈I
miと定義する. n =

ht(β)を満たす β ∈ Q+に対し,

Iβ := {(ν1, . . . , νn) ∈ In | β = αν1 + · · ·+ ανn}, e(β) :=
∑
ν∈Iβ

e(ν) ∈ Rn

とおく. このときRnの定義関係式から次が明らかに成立する.

補題 2.6.1. e(β)はRnの全ての元と交換し, 1 =
∑

β∈Q+,ht(β)=n

e(β)は直交

冪等元分解を与える.

したがって, これらの中心的冪等元を用いてRnをより小さい部分代数
に分解することができる.

定義 2.6.2. R(β) := e(β)Rn = Rne(β) =
∑

ν∈Iβ Rne(ν)と定める.

これはRnの (1を共有しない)部分代数であり, Rnは k上の代数として

Rn =
∏
β∈Q+

ht(β)=n

R(β)

と直和分解される.

任意のR(β)加群M は, γ ̸= βに対するR(γ)の作用を 0と定めること
でRn加群になる. これは k代数の準同型Rn ↠ R(β)による引き戻しで
ある. 逆にRn加群N に対し e(β)N はR(β)加群となる. これは

e(β)N ≃ R(β)⊗Rn N ≃ HomRn(R(β), N)

と書くこともできる. 特に, これらはどちらも完全な関手である.

5この格子は, 後に第 4章でルート格子になる.
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注意 2.6.3. Iを I = I1 ⊔ I2と 2つの集合に分割して, i ∈ I1, j ∈ I2に対
しQij(u, v) ∈ k×を満たすとする. β ∈ Q+をそれに応じて β = β1 + β2
(βa ∈

⊕
i∈Ia Zαi, a = 1, 2) と書けば, R(β)はR(β1)⊗k R(β2)係数の行列

環と同型である（すなわち森田同値). したがって, この場合R(β)の表現
論はR(β1)⊗k R(β2)の表現論に帰着できる.

定理 2.3.1を応用することで, このR(β)への分解がさらにそれ以上分
解できないことが証明できる.

補題 2.6.4. Z(A)で代数Aの中心を表す. このとき β =
∑

i∈I miαi ∈ Q+

に対し,

Z(Rn) = PSn
n ,(2.6.2)

Z
(
R(β)

)
=
(
Pne(β)

)Sn ≃
⊗
i∈I

k[x1, . . . , xmi
]Smi(2.6.3)

が成り立つ. ここでXSnはSnの作用で不変なXの元の集合である.

Proof. a =
∑

w∈Sn
fwτw (fw ∈ Pn)を中心 Z(Rn)の元とする. まず任意

の w ̸= 1に対し fw = 0となることを示そう. ここで ℓ(v) > ℓ(w)となる
v ∈ Snに対しては fv = 0が成り立っていると仮定する. w ̸= 1なので,

k ̸= w(k)となる kがとれる. すると xka = axkから

(xkfw − fwxw(k))τw +
∑
v ̸=w

gvτv = 0 (gv ∈ Pn)

でなければいけない. 定理 2.3.1より, xkfw − fwxw(k) = 0が従う. これ
を満たすのは fw = 0のみである. よって帰納的に任意の w ̸= 1に対し
fw = 0が言えた.

これより, Rnの中心元は a = f ∈ Pnと書ける. すると任意の kに対し,

τkf = fτkから

0 = τkf − fτk =
(
sk(f)− f

)
τk +

∑
ν∈In

νk=νk+1

∂k(f)e(ν)

となり, 再び定理 2.3.1を使うことで sk(f) = fが従う. すなわち f ∈ PSn
n

である. 逆に f ∈ PSn
n であれば上の式から全ての τkと交換することもわ

かる. 以上でZ(Rn) = PSn
n が証明できた.
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一方, e(β)は Rn の中心冪等元であるから, Z
(
R(β)

)
= Z(Rn)e(β) =(

Pne(β)
)Snがわかる. (2.6.3)の最後の同型は, I = {i1, i2, . . . , ir}と書き,

mk (1 ≤ i ≤ r)を β =
∑r

s=1mkαisで定めるとき

r⊗
k=1

k[x1, . . . , xmk
]Smk → (Pne(β))

Sn

f1 ⊗ f2 ⊗ · · · ⊗ fr 7→
∑

w∈Sn/(Sm1×Sm2×···×Smr )

w ·
(
f1e(i

m1
1 )⊗ f2e(im2

2 )⊗ · · · ⊗ fre(imr
r )
)

によって得られる.

系 2.6.5. kが体のとき, R(β) (β ∈ Q+)は block algebraである. すなわ
ちR(β)の中心的冪等元は 0と e(β)のみである.

2.7 KLR代数上の加群の合成積

前節では正ルート格子の各点 β ∈ Q+に対して k代数R(β)を構成した.

この節では β, γ ∈ Q+のとき, R(β)加群と R(γ)加群に対して R(β + γ)

加群を構成する合成積という手法について述べる.

m,n ≥ 0を非負整数とする. KLR代数の関係式から, k双線型写像
Rm ×Rn → Rm+nを

(xk, 1) 7→ xk, (τk, 1) 7→ τk, (1, xk) 7→ xm+k, (1, τk) 7→ τm+k,(
e(ν), e(ν ′)

)
7→ e(ν, ν ′)

で定義できることが分かる. ただし ν ∈ Imと ν ′ ∈ Inを繋げてできる列を
(ν, ν ′) ∈ Im+nと書いた. これによって k代数の準同型Rm⊗kRn → Rm+n

が誘導される. 特にRm+nは右Rm ⊗k Rn加群である.

記号 2.7.1. m, n ∈ Z≥0と a ∈ Rm, b ∈ Rnに対して, a ⊠ b ∈ Rm+n で
a⊗ bのRm ⊗k Rm → Rm+n による像を表す.

定義 2.7.2. M を Rm加群, N を Rn加群とする. このときM ⊗k N は
Rm ⊗k Rn加群となる. これを用いてRm+n加群M ◦N を

M ◦N = Ind
Rm+n

Rm⊗kRn
(M ⊗k N) :=Rm+n ⊗Rm⊗kRn (M ⊗k N)

で与える. この積 ◦を加群の合成積と呼ぶ.

23



これの性質を調べるため, まずRm+nの右Rm ⊗k Rn加群構造を調べて
おく. Dm,nで対称群の右剰余類Sm+n/(Sm×Sn)の完全代表系であって,

代表元として長さ最小のものを取ってできるSm+nの部分集合を表す. 具
体的には,

Dm,n =

{
w ∈ Sm+n

∣∣∣∣ w(1) < · · · < w(m),

w(m+ 1) < · · · < w(m+ n)

}
である.

注意 2.7.3. 後述する補題 2.5.3によって, w ∈ Dm,nのとき, τw :=τi1 · · · τil
はwの最短表示w = si1 · · · silの取り方によらない.

補題 2.7.4. 準同型Rm ⊗k Rn → Rm+nは単射であり, この像をRm ⊠Rn

と書くとき,

Rm+n =
⊕

w∈Dm,n

τw(Rm ⊠Rn)

となる. 特にRm+nは右Rm ⊗k Rn加群として有限生成かつ自由である.

Proof. 定理 2.3.1では KLR代数の左 Pn 加群としての基底を与えたが,

anti-involution ψを施せば τwたちが右加群としての基底になることが分
かる. 従って,

Rm+n =
⊕

w∈Sm+n

τwPm+n,

Rm ⊠Rn =
⊕
u∈Sm

⊕
v∈Sn

(τu ⊠ τv)Pm+n =
⊕

w∈Sm×Sn

τwPm+n

となる. 一方, 集合として

Sm+n =
⨿

w∈Dm,n

w(Sm ×Sn)

である. さらに作り方から任意の w ∈ Dm,n と v ∈ Sm × Sn に対し
ℓ(wv) = ℓ(w) + ℓ(v)となる. 故に

Rm+n =
⊕

w∈Dm,n

⊕
v∈Sm×Sn

τwτvPm+n =
⊕

w∈Dm,n

τw(Rm ⊠Rn)

である.
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上の補題を用いると次が言える. Rn-Modで左Rn加群全体のなす圏を
表す.

命題 2.7.5. ここでは kを体と仮定する.

(i) Rm加群M と Rn加群N が共に有限次元 (resp. 有限生成, 射影的)

であれば, Rm+n加群M ◦N も有限次元 (resp. 有限生成, 射影的)で
ある.

(ii) 2変数関手

Rm-Mod×Rn-Mod→ Rm+n-Mod

(M,N) 7→M ◦N

はM とN 両方の変数について完全である.

Proof. (i) M ⊗kN も有限次元 (resp. 有限生成, 射影的) Rm⊗k Rn加群な
ので, 補題 2.7.4から従う.

(ii) どちらの変数についても同様なので, M に対する完全性のみ示す.

0→M1 →M2 →M3 → 0

をRm加群の完全列とする. kは体としたので, N は平坦 k加群であり

0→M1 ⊗k N →M2 ⊗k N →M3 ⊗k N → 0

はRm ⊗k Rn加群の完全列である. また補題 2.7.4よりRm+nは平坦な右
Rm⊠Rn加群である. よって上の完全列に平坦右Rm⊗kRn加群Rm+nを
左からテンソルすると

0→M1 ◦N →M2 ◦N →M3 ◦N → 0

がRm+n加群の完全列になる.

補題 2.7.6 (shuffle lemma). M を Rm 加群, N を Rn 加群 N とし ν =

(ν1, . . . , νm+n) ∈ Im+n とする. そのとき

e(ν)(M◦N) =
⊕

w∈Dm,n

τw

(
e(νw(1), . . . , νw(m))M⊗ke(νw(m+1), . . . , νw(m+n))N

)
である.
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Proof. 補題 2.7.4より

M ◦N =
⊕

w∈Dm,n

τw(M ⊗k N)

となる. よって

e(ν)(M ◦N) =
⊕

w∈Dm,n

e(ν)τw(M ⊗k N) =
⊕

w∈Dm,n

τwe(w
−1ν)(M ⊗k N)

から求める表記を得る.

さてブロック分解Rn =
⊕

β∈Q+, ht(β)=n
R(β)に対する合成積の振る舞い

を調べよう.

命題 2.7.7. β, γ ∈ Q+ とし, M を R(β)加群, N を R(γ)加群とする.

m := ht(β), n := ht(γ)とおき, M とN をそれぞれ引き戻しによりRm加
群およびRn加群と見なす. このとき,

e(β + γ)(M ◦N) =M ◦N

が成り立つ. すなわちM ◦N はR(β + γ)加群と見なせる.

Proof. R(m+n)の部分集合としてR(m+n)
(
e(β)⊠e(γ)

)
⊂ e(β+γ)Rm+n

より直ちに従う.

かくしてR(β)加群MとR(γ)加群Nに対し,その合成積M◦NをR(β+

γ)加群として定義できることがわかった. 特に命題 2.7.5はRm, Rn, Rm+n

をそれぞれR(β), R(γ), R(β + γ)と取り替えても成り立つ.

3章 アフィンHecke代数とKLR代数
この章では基礎環 kを体と仮定する. またパラメータ ζ ∈ k \ {0, 1}を
一つ固定する.

第 1章で紹介したように, A
(1)
r−1 型単純 Lie環 ŝlr の基本表現 V (Λ0)は

ζ = r
√
1でのHecke代数の表現圏を用いて categorifyできる. 実は [Ari96]

では一般の既約最高ウェイト表現 V (Λ)の categorificationもなされてお
り, それにはルート格子の各点Λに対応する巡回Hecke代数という代数の
表現圏を用いる. Hecke代数は巡回Hecke代数の特別な場合であり,またど
の巡回Hecke代数もアフィンHecke代数という単一の代数の商として得ら
れる. そこで,この結果と我々のKLR代数の表現圏による categorification

とを比較しよう. なおこの節における結果はBrundan–Kleshchev [BK09]

による結果を我々の言葉に書き直したものである.
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3.1 アフィンHecke代数と係数拡大

定義 3.1.1. n ≥ 0を非負整数とする. n次のアフィンHecke代数 Ĥnは,

X±1
1 , . . . , X±1

n と T1, . . . , Tn−1を生成元とし関係式

(1) XkXk′ = Xk′Xk, XkX
−1
k = X−1

k Xk = 1.

(2) TkTk′ = Tk′Tk (|k − k′| > 1), TkTk+1Tk = Tk+1TkTk+1.

(3) (Tk − ζ)(Tk + 1) = 0.

(4) TkXl = XlTk (l ̸= k, k + 1), TkXkTk = ζXk+1

で定義される k代数である.

Ĥnは Laurent多項式環 k[X±1
1 , . . . , X±1

n ]上の加群となる.

各w ∈ Snに対し最短表示w = sk1sk2 · · · sklを一つ取り,

Tw := Tk1Tk2 · · ·Tkl ∈ Ĥn

と定義する. T1, T2, . . . , Tn−1たちが組紐関係式 (2) を満たすことと, 異な
る最短表示が組紐関係式で移り合うことから, Twは最短表示の取り方に
依存しない.

アフィンHecke代数に対してもKLR代数と同様に次の基底定理が成り
立つ. 証明もKLR代数のときと同様であるので省略する.

定理 3.1.2. アフィンHecke代数について次の事実が成り立つ.

(i) Laurent多項式環 k[X±1
1 , . . . , X±1

n ]上の作用素 Tk を, 差分商作用素
∂kを用いて

Tk := (ζXk −Xk+1)∂k + ζ

と定義する. すると k[X±1
1 , . . . , X±1

n ]は Ĥn加群になる. またこの表
現は忠実である.

(ii) Ĥnはk[X±1
1 , . . . , X±1

n ]上の加群として自由であり,基底として {Tw |
w ∈ Sn}がとれる. つまり,

Ĥn =
⊕
w∈Sn

k[X±1
1 , . . . , X±1

n ]Tw.
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ここで Ĥnの係数を Laurent多項式環 k[X±1
1 , . . . , X±1

n ]から有理関数体
k(X1, . . . , Xn)に拡大した空間

k(X1, . . . , Xn)⊗k[X±1
1 ,...,X±1

n ] Ĥn

を考えよう. 差分商∂kと作用素Tkはk(X1, . . . , Xn)上の作用素としても定
義できる. よって, k(X1, . . . , Xn)⊗k[X±1

1 ,...,X±1
n ]Ĥn → Endk

(
k(X1, . . . , Xn)

)
が得られる. よって基底定理から,この空間は有理関数体上{Tw | w ∈ Sn}
を基底とする線型空間になる. このように係数拡大すれば, 逆に互換 skを

sk = (ζXk −Xk+1)
−1(XkTk − TkXk)

= (ζXk −Xk)
−1
(
(Xk −Xk+1)Tk + (ζ − 1)Xk+1

)(3.1.1)

と Tkを用いて表すことができる. これより k代数としての同型

k(X1, . . . , Xn)⊗k[X±1
1 ,...,X±1

n ] Ĥn ≃ k(X1, . . . , Xn)⊗k[Sn](3.1.2)

が従う.

3.2 アフィンHecke代数とKLR代数との同型

さて I ⊂ k×を k×の有限部分集合としよう. そのとき, Laurent多項式
環 k[X±1

1 , . . . , X±1
n ]のイデアル J を

J := {f ∈ k[X±1
1 , . . . , X±1

n ] |任意の ν ∈ Inにたいして f(ν) = 0}

で与え, これによる完備化を

Ô := lim←−
m>0

k[X±
1 , . . . , X

±
n ]/J

m

とする. 幾何学的には Ôの元は集合 Inの周りの局所的な関数を表す. そこ
で ν ∈ Inに対し e(ν) ∈ Ôを, 各点 ν ′ ∈ Inの周りで局所的に定数関数 δνν′

となる元とする. これは代数的には次のように定義すればよい. まず多項式
aν,0(X1, . . . , Xn) ∈ k[X1, . . . , Xn]を任意の ν ′ ∈ Inについて aν,0(ν

′) = δνν′

となるように取り, k ≥ 1に対して帰納的に aν,k = 3a2ν,k−1 − 2a3ν,k−1で与
える. すると多項式の列 aν,0, aν,1, . . . は Ôの中で収束し, 収束先は最初の
aν,0の選び方によらない. そこで

e(ν) := lim
k→∞

aν,k ∈ Ô
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とおく. e(ν)は互いに直交する冪等元であり, Ôν を νを中心とする形式
的冪級数環 k[[X1 − ν1, . . . , Xn − νn]]とするとき Ôは

Ô =
⊕
ν∈In
Ôνe(ν)

と直和分解される. K̂ν を Ôν の商体 k((X1 − ν1, . . . , Xn − νn))とし, その
直和を K̂ =

⊕
ν∈In K̂νe(ν)とする. Ôと K̂にも Tk, sk が作用し, これらの

可換代数による Ĥnの係数拡大を考えることができる. k(X1, . . . , Xn)は
自然に K̂に埋め込めるので, (3.1.2)の同型から

Ô ⊗k[X±
1 ,...,X

±
n ] Ĥn ⊂ K̂ ⊗k[X±

1 ,...,X
±
n ] Ĥn ≃ K̂⊗ k[Sn]

である.

補題 3.2.1. 1 ≤ k ≤ n, ν ∈ Inに対し xk,ν = ν−1
k Xk − 1とおき, xk, τk ∈

K̂ ⊗k[X±
1 ,...,X

±
n ] Ĥn ≃ K̂n⊗k[Sn]を

xk :=
∑
ν∈In

xk,νe(ν),

τk :=
∑
ν∈In

νk ̸=νk+1

(xk,ν − xk+1,ν)
δ(νk+1=ζνk)e(ν)sk

+
∑
ν∈In

νk=νk+1

(xk,ν − xk+1,ν)
−1(sk − 1)e(ν)

で定義する. すると xk, τk ∈ Ô ⊗k[X±
1 ,...,X

±
n ] Ĥnである.

Proof. xkについては明らか. 各 ν ∈ Inについて, e(ν)τkの係数が Ôν に
入ることを証明する. ここで

e(ν)τk =

{
(xk,ν − xk+1,ν)

δ(νk+1=ζνk)e(ν)sk if νk ̸= νk+1,

e(ν)(xk,ν − xk+1,ν)
−1(sk − 1) if νk = νk+1

である. まず νk ̸= νk+1の場合を考える. このとき, (3.1.1)のように skを
Tkで表したときに現れる分母 ζXk−Xk+1が問題となる. νk+1 ̸= ζνkのと
きは

ζXk −Xk+1 = (ζνk − νk+1) + ζ(Xk − νk)− (Xk+1 − νk+1)
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なので, この元は Ôν内で可逆である. また ζνk = νk+1のときも

xk,ν − xk+1,ν

ζXk −Xk+1

= ν−1
k+1 ∈ Ôν

×

となる. 一方 νk = νk+1の場合には,

(xk,ν − xk+1,ν)
−1(sk − 1)

=
νk

(Xk −Xk+1)(ζXk −Xk+1)(
(Xk −Xk+1)Tk + (ζ − 1)Xk+1 − (ζXk −Xk+1)

)
=

νk
ζXk −Xk+1

(Tk − ζ)

である. ζ ̸= 1より ζνk ̸= νk+1であり, 上の計算から分母は Ôν 内で可逆
なので係数は Ôνの元になる.

ここで与えた xkは skxl = xsk(l)skを満たし, τkはKLR代数の多項式表
現に用いた作用素と同じ形をしていることに注意しよう. そこで, i, j ∈ I
(i ̸= j)に対し 2変数多項式 Pij(u, v), Qij(u, v) ∈ k[u, v]を

Pij(u, v) := (u− v)δ(j=ζi)

Qij(u, v) := Pij(u, v)Pji(v, u) = (u− v)δ(j=ζi)(v − u)δ(i=ζj)
(3.2.1)

で与える. 定理 2.4.2の証明と同様, これまでに定義した xk, τk, e(ν)は
その形からこの多項式の族 (Qij)i,j∈I で定義されたKLR代数の関係式を
満たす. またこの補題の証明と同様にすれば, 各 Tke(ν)を逆に τke(ν)と
e(ν)の Ôν係数線形結合で書けることがわかる. この事実にそれぞれの基
底定理定理 2.3.1と定理 3.1.2を合わせることで, 次の重要な同型を得る.

定理 3.2.2. Rnを (3.2.1)の (Qij)i,j∈I で定義されたKLR代数とする. こ
のとき

Ô ⊗k[X±
1 ,...,X

±
n ] Ĥn ≃ Ô ⊗Pn Rn

が成り立つ.

これらの係数拡大された代数と元々の代数の表現論を比較するため, 次
のような圏を導入しよう.

定義 3.2.3. M を有限次元 Ĥn加群 (resp. Rn加群)とする. M 上全ての
Xk ∈ Ĥn (resp. xk ∈ Rn)の作用の固有値が Iの元 (resp. 固有値が 0)であ
るとき, M は integralであるという.
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Integralな有限次元加群からなる圏をそれぞれ Ĥn-modI , Rn-modintと
書こう.

補題 3.2.4. (Ô ⊗k[X±
1 ,...,X

±
n ] Ĥn)-mod, (Ô ⊗Pn Rn)-modをそれぞれの代数

の有限次元加群の圏とする. そのとき, 次は圏同値である:

(Ô ⊗k[X±
1 ,...,X

±
n ] Ĥn)-mod ≃ Ĥn-modI , (Ô ⊗Pn Rn)-mod ≃ Rn-modint.

特に, Ĥn-modI ≃ Rn-modintである.

Proof. Mを integralな有限次元 Ĥn加群とし, X1, . . . , Xnの固有値に応じ
て広義固有空間分解する:

M =
⊕
ν∈In

Mν , XkのMν上の固有値は νk.

すると各 ν ∈ In に対し Xk − νk はMν 上冪零なので f(X1, . . . , Xn) ∈
Ôν = k[[X1 − ν1, . . . , Xn − νn]]のMν 上への作用が定まる. xke(ν) ∈
Ô ⊗k[X±

1 ,...,X
±
n ] ĤnのM への作用をMν 上で xk, Mν′ (ν ̸= ν ′)上で 0と定

めることにより, M は Ô ⊗k[X±
1 ,...,X

±
n ] Ĥn加群となる.

逆にM を有限次元 Ô ⊗k[X±
1 ,...,X

±
n ] Ĥn 加群とする. 各 ν ∈ In に対し

Mν = e(ν)M とおくと, 直和分解M =
⊕

ν∈In Mν が得られる. すると
各 kと νに対し, f(νk) ̸= 0となる任意の f ∈ k[t] に対して f(Xke(ν)) =

f
(
νk(xk,ν + 1)

)
はMνに可逆に作用する. 従って, Xke(ν)のMν上の固有

値は νkのみである. よってM は Ĥn加群として integralである. これら
の対応が互いに逆となることは明らかである.

Rnについても, Ôν = k[[x1,ν , . . . , xn,ν ]]であるから同様の議論を行えば
よい.

アフィンHecke代数の商として各ウェイトに対応する巡回Hecke代数
が得られ, それを用いて Lie環の表現が categorifyできることを述べたが,

実は Ĥn-modIは巡回Hecke代数の有限次元表現の圏とほとんど一致する.

すなわち有木が categorificationに用いたのは, 実質的にはこの Ĥn-modI
である. したがって, 多項式の族 (Qij)を上記のように設定した場合, われ
われの KLR代数 Rnもこの categorificationを与えていることがわかる.

さらに, 次節で説明するようにRnは次数付き代数となり, Rn加群にも次
数付けを与えることで有木の結果をさらに精密化しその q類似を考える
ことができる. すなわち, Rnは, 量子群の categorificationを与える.
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4章 ルート系に付随するKLR代数
このノートの最終的な目標はKLR代数による量子群の categorification

である. そこでこの章では,量子群の源である一般化Cartan行列からKLR

代数を作る方法を与える. またルート系に付随するKLR代数の表現論を
展開するための準備として, 次数の構造を考察する.

4.1 一般化Cartan行列とその実現

最初にKac–Moody Lie代数と量子群を構成する種となる一般化Cartan

行列とその実現について基本的なことを復習しておく. 詳しくは [Kac90]

を参照せよ.

定義 4.1.1. Iを有限集合とする. 以下の性質を満たす行列A = (aij)i,j∈I
を一般化Cartan行列と呼ぶ.

(i) aii = 2,

(ii) aij ∈ Z≤0 if i ̸= j,

(iii) aij ̸= 0 ⇐⇒ aji ̸= 0.

また一般化 Cartan行列が対称化可能であるとは, diaij = djajiをみたす
di ∈ Z>0 (i ∈ I) がとれることを言う. すなわちD := diag(d1, . . . , d2)と
おくとき, DAが対称になることを指す.

このノートでは, 対称化可能な一般化Cartan行列のみを扱う.

定義 4.1.2. 対称化可能一般化Cartan行列A = (aij)i,j∈I の実現とは

(i) ウェイト格子と呼ばれる自由Z加群Pとその双対P∨ :=HomZ(P,Z),

(ii) 単純ルートの集合Π = {αi | i ∈ I} ⊂ P ,

(iii) 単純コルートの集合Π∨ = {hi | i ∈ I} ⊂ P∨,

(iv) 対称双線型形式 ( • , • ) : P ⊗ P → Q

の組であって,

(a) Π ⊂ P とΠ∨ ⊂ P∨はそれぞれ一次独立,
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(b) aij = ⟨hi, αj⟩,

(c) (αi, αi) ∈ 2Z>0,

(d) ⟨hi, λ⟩ = 2(αi, λ)/(αi, αi)が任意の h ∈ P について成り立つ

を満たすもののことである6.

(a), (b)を満たす (i), (ii), (iii)にあるようなデータが与えられれば, (iv)

のようなデータであって (c), (d)を満たすものが必ず存在することが容易
にわかる.

Pの部分Z加群Q:=
⊕

i∈I Zαiをルート格子という. 2.6節と同様, Q+ :=∑
i∈I Z≥0αiと書く.

例 4.1.3. I = {1, 2, . . . , r − 1}とし,

aij =


2 if i = j,

−1 if j = i± 1,

0 otherwise

で定めた行列 (aij)i,j∈I を Ar−1型 Cartan行列という. これの実現は次の
三つが代表的である.

(1) P (GLr) :=
⊕r

i=1 Zεiを階数 rの自由 Z加群, {ε∗i }1≤i≤rを {εi}1≤i≤r
の双対基底とし, αi = εi − εi+1, hi = ε∗i − ε∗i+1 (i = 1, 2, . . . , r − 1)

とおく. P (glr)上の対称双線型形式は (εi, εj) = δij で与える. この
実現から定まるKac–Moody Lie代数は一般線型群GLrの Lie代数
glrである.

(2) P (SLr)をP (GLr)の商加群P (SLr) :=P (GLr)/Z(ε1+ · · ·+εr)と定
める. このとき上のhiはP (SLr)の双対空間の元としてwell-defined

である. ただし対称双線型形式は上の関係式を満たすよう取り直す
必要がある. この実現からは特殊線型群 SLrの Lie代数 slrが構成
される.

(3) P (PGLr)を P (GLr)の部分加群 P (PGLr) :=
⊕r−1

i=1 Zαi とおく.

0 −−→ P (PGLr) −−→ P (SLr) −−→ Z/Zr −−→ 0

という短完全列がある.

6「実現」の定義に (a)の条件を課さないこともあるが, このレクチャーノートでは
これを仮定する.
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4.2 ルート系に付随するKLR代数とその次数構造

以下 Iを有限集合, A = (aij)i,j∈I を対称化可能一般化Cartan行列とす
る. またその実現 (P, P∨,Π,Π∨, (·, ·))を一つ固定する. これらをもとに,

i, j ∈ I (i ̸= j)に対し多項式

Qij(u, v) =
∑
p,q≥0

tij;pqu
pvq ∈ k[u, v]

を


(i) (αi, αi)p+ (αj, αj)q ̸= −2(αi, αj)ならば tij;pq = 0,

(ii) tij;pq = tji;qp,

(iii) tij;−⟨hi,αj⟩,0 ∈ k×

(4.2.1)

を満たすように取る. するとQij(u, v) = Qji(v, u)となるから, この多項
式の族Q :=

(
Qij(u, v)

)
i,j∈IからKLR代数Rn = Rn(Q)が定義できる. こ

のようにして, ルート系のデータからKLR代数を作ることができる.

注意 4.2.1. [KL09, KL11]では, i ̸= jに対し

Qij(u, v) = u−⟨hi,αj⟩ + v−⟨hj ,αi⟩

と取っている.

注意 4.2.2. 第 3章でアフィンHecke代数と同型となったKLR代数は,

I ⊂ k×,

aij =


2 if i = j,

−1 if i = ζ±1j, ζ ̸= −1,
−2 if i = −j, ζ = −1,
0 otherwise

とした場合に対応する. つまり Al型と A
(1)
l 型のいくつかの直和になる.

さて, ルート系から定まるKLR代数が満たす最も重要な性質は, 次数
付き代数になるということである.
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命題 4.2.3. Rnの生成元の次数を

deg e(ν) = 0, deg xke(ν) = (ανk , ανk), deg τke(ν) = −(ανk , ανk+1
)

で与えると, Rnは次数付き代数になる.

Proof. 関係式を全て斉次なものに書き直すことができれば Rnが次数付
き代数だと分かる. そこで関係式を逐一チェックしよう.

(1) e(ν)に関するものは全て自明である.

(2) 関係式 xkxk′ = xk′xkは任意の ν ∈ Inに対する関係式 xke(ν)xk′e(ν) =

xk′e(ν)xke(ν)に置き換えられる. これが斉次なのは明らか.

(3) 関係式

(τkxl − xsk(l)τk)e(ν) =


e(ν) if l = k + 1, νk = νk+1,

−e(ν) if l = k, νk = νk+1,

0 otherwise

の左辺は, τke(ν)xle(ν)−xsk(l)e(skν)τke(ν)と書き換えることができる. こ
こで,生成元の次数が deg τke(ν) = −(ανk , ανk+1

), deg xle(ν) = (ανl , ανl),

deg xsk(l)e(skν) = (ανl , ανl) となるので, まず左辺が斉次であると分か
る. また l = k, k + 1かつ νk = νk+1のときはその次数が−(ανk , ανk+1

) +

(ανk , ανk) = 0となるので, 右辺の deg e(ν) = 0とも一致する.

(4) 関係式 τkτk′ = τk′τk (|k−k′| > 1)は, 任意の ν ∈ Inに対し τkτk′e(ν) =

τk′τke(ν)が満たされることと同値である. ここで

τkτk′e(ν) = τke(sk′ν)τk′e(ν), τk′τke(ν) = τk′e(skν)τke(ν)

なので, 両辺の次数は

deg τkτk′e(ν) = −
(
α(sk′ν)k

, α(sk′ν)k+1

)
− (ανk′ , ανk′+1

)

= −(ανk , ανk+1
)− (ανk′ , ανk′+1

),

deg τk′τke(ν) = −
(
α(skν)k′

, α(skν)k′+1

)
− (ανk , ανk+1

)

= −(ανk′ , ανk′+1
)− (ανk , ανk+1

)

となり一致する.

(5) 関係式

(τk+1τkτk+1 − τkτk+1τk)e(ν)

=

{
Qνk,νk+1

(xk, xk+1, xk+2)e(ν) if νk = νk+2 ̸= νk+1,

0 otherwise
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について, まず左辺は

τk+1τkτk+1e(ν) = τk+1e(sksk+1ν)τke(sk+1ν)τk+1e(ν)

τkτk+1τke(ν) = τke(sk+1skν)τk+1e(skν)τke(ν)

である. これらの次数を計算すると, deg τk+1τkτk+1e(ν)は

−
(
α(sksk+1ν)k+1

, α(sksk+1ν)k+2

)
−
(
α(sk+1ν)k , α(sk+1ν)k+1

)
− (ανk+1

, ανk+2)

= −(ανk , ανk+1
)− (ανk , ανk+2

)− (ανk+1
, ανk+2

)

となり, deg τkτk+1τke(ν)は

−
(
α(sk+1skν)k , α(sk+1skν)k+1

)
−
(
α(skν)k+1

, α(sk1ν)k+2

)
− (ανk , ανk+1)

= −(ανk+1
, ανk+2

)− (ανk , ανk+2
)− (ανk , ανk+1

)

となる. よって左辺は斉次である. νk = νk+2 ̸= νk+1の場合は右辺が 0で
はなくなるので右辺の次数を見る. (αi, αi)p+(αj, αj)q ̸= −2(αi, αj)なら
ば tij;pq = 0という要請に着目すると, まず

Qij(xk, xk+1)e(ν) =
∑
p,q≥0

tij;pqx
p
kx

q
k+1e(ν)

の次数が −2(ανk , ανk+1
) であることがわかる. また νk = νk+2 なので

Qij(xk+2, xk+1)e(ν)も同じ次数を持つ. 右辺はこれらの差を次数 (ανk , ανk)

の元 xk − xk+2で割った値なので次数は−(ανk , ανk) − 2(ανk , ανk+1
) とな

り, 左辺と一致する.

(6) 関係式

τ 2k e(ν) =

{
Qνk,νk+1

(xk, xk+1)e(ν) if νk ̸= νk+1,

0 otherwise

の左辺の次数を計算すると

deg τ 2k e(ν) = deg τke(skν)τke(ν)

= −(ανk , ανk+1
)− (ανk+1

, ανk) = −2(ανk , ανk+1
)

となる. これは上で求めた右辺Qνkνk+1
(xk, xk+1)の次数と一致する. よっ

てこの関係式も斉次である.

注意 4.2.4. 多項式表現 Pnの次数付けについて, 次のことに注意しよう.
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(i) 2.4節で与えたRnの多項式表現Pnは, もし選んだ多項式Pij(u, v) =∑
p,q≥0 sij;pqu

pvqが「(αi, αi)p+ (αj, αj)q ̸= −(αi, αj)ならば sij;pq =

0」という条件を満たすならばRnの次数を保つ. しかしそのような
(Pij)i,j∈I は常に存在するとは限らない.

(ii) しかし, これは次に様に次数の取り方を修正することで, Rnの多項
式表現Pnが次数付加群となるようにようにできる. H( • , • )をQ上
の Zに値をとる双線型形式で

H(α, β) +H(β, α) = 2(α, β)

が任意の α, β ∈ Qに対して成り立つものとする. (i)の Pij(u, v)を

(αi, αi)p+ (αj, αj)q ̸= −H(αi, αj) なら sij;pq = 0を満たす(4.2.2)

ようにとる. 例えば, (2.4.3)のように Pijをとり, Hを

H(αi, αj) =

{
0 (i > j)

2(αi, αj) (i < j)

で定義すれば条件 (4.2.2)を満たす.

(a) そのとき deg e(ν) = 0, deg xke(ν) = (ανk , ανk), deg τke(ν) =

−H(ανk , ανk+1
) ととっても斉次性が成り立ち, Rnは次数付き代

数となる. さらに Pnは次数付きRn加群となる. (Rnのいろい
ろな次数付けについては, [KKO13]参照.)

(b) Rnの次数付けは変えず,次のように Pnの次数付けを変えても
Pnは次数付き加群となる. 仮定から, H(α, β)− (α, β)は反対称
だから, あるZに値をとるQ上の双線型形式 B(α, β)があって,

H(α, β)− (α, β) = B(α, β)−B(β, α)

を満たす. そこで ν ∈ Inに対して

dB(ν) =
∑

1≤k<l≤n

B(αk, αl)

とおく. すると

⊕
ν∈In

k[x1, . . . , xn]e(ν)⟨−dB(ν)⟩
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は次数付Rn加群となる.

実際,

τke(ν)⟨−dB(ν)⟩ = Pνk+1,νk(xk, xk+1)e(skν)⟨−dB(skν)⟩

において,

左辺の次数は− (ανk , ανk+1
) + dB(ν),

右辺の次数は−H(ανk+1
, ανk) + dB(skν)

であり, 両者は

dB(skν)− dB(ν) = B(ανk+1
, ανk)−B(ανk , ανk+1

)

より一致する.

Rnの k次の部分を (Rn)kと書こう. Rnは次数付き代数として次の性質
を満たす.

命題 4.2.5. 十分小さい整数 k ∈ Zについて (Rn)k = 0が成り立つ. また
任意の k ∈ Zについて (Rn)kは有限生成自由 k加群である.

Proof. 定理 2.3.1により

Rn =
⊕
w∈Sn

Pnτw =
⊕
w∈Sn

⊕
ν∈In

k[x1, . . . , xn]e(ν)τw

と次数付き加群として有限個の直和の形に書けるので, 各直和因子が上
記の性質を満たしていればよい. これは deg xke(ν) > 0から明らかであ
る.

ルート格子の各元 β ∈ Q+ (ht(β) = n)に対し 2.6節で定義したRnの部
分代数R(β)を考えると, ブロック分解Rn =

⊕
β R(β)は次数を保つ. し

たがって, R(β)たちも上記の性質を満たす次数付き代数である.

KLR代数は多項式環を含むから明らかにArtin性を満たさない. しか
しこの命題で示した通り, ルート系に付随するKLR代数は下に有界な次
数付き代数であり, この性質を使って有限次元代数の場合と同様に表現論
を展開することができる. その詳細は第 5章で述べる.
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4.3 KLR代数上の加群の指標と量子シャッフル代数

MとNを次数付きのk加群とする. このときこれらのテンソル積M⊗k

N は, 次数を
(M ⊗k N)k :=

⊕
p+q=k

Mp ⊗k Nq

と定めることにより再び次数付き k加群となる. またMとNがそれぞれ
次数付き k代数Aの右加群と左加群であるとき, M ⊗A N はM ⊗k N の
次数を保った商として得られるので, これも次数付き k加群である.

2.7節で構成した誘導関手 Rm-Mod × Rn-Mod ∋ (M,N) 7→ M ◦ N ∈
Rm+n-Modを思い起こそう. この構成にはテンソル積しか用いていない
ので, M,N が次数構造を持てばM ◦N にも次数構造が自然に定まる. そ
こで合成積についての結果を次数に気を付けた形に書き直しておこう. 証
明は簡単なので省略する. 以下Rn-gModで次数付きRn加群とその間の
次数を保つRn準同型の圏を表す.

命題 4.3.1. kを体とする.

(1) 次数付き Rm加群M と次数付き Rn加群 N が共に有限次元 (resp.

有限生成, 射影的)であれば, M ◦N も有限次元 (resp. 有限生成, 射
影的)次数付きRm+n加群である.

(2) 対応

Rm-gMod×Rn-gMod→ Rm+n-gMod

(M,N) 7→M ◦N

は射の次数を保つ 2変数関手である. これはM,N の両方について
完全である.

(3) β, γ ∈ Q+とするとき, 合成積 ◦ は 2変数関手

R(β)-gMod×R(γ)-gMod→ R(β + γ)-gMod

を誘導する. これについても (2)と同様のことが成り立つ.

補題 2.7.6 (shuffle lemma)を, 次数をこめて考えれば次のようになる.
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補題 4.3.2 (shuffle lemma). M ∈ Rm-gMod, N ∈ Rn-gModと ν ∈ Im+n

に対し

e(ν)(M ◦N) =
⊕

w∈Dm,n

τw
(
e(νw(1), . . . , νw(m))M⊗ke(νw(m+1), . . . , νw(m+n))N

)
である. 次数付き k加群としては, 右辺の直和成分は e(· · · )M ⊗k e(· · · )N
の次数を

deg e(ν)τw = −
∑
k<l

w(k)>w(l)

(ανw(k)
, ανw(l)

)

だけずらしたものである.

この合成積の構造を記述するため, 量子シャッフル代数と呼ばれる有理
関数体Q(q)上の代数 F∗を導入しよう. この節の以降の内容は後で用い
ないので, 道を急ぐなら読み飛ばしても議論の理解に差し支えない.

定義 4.3.3. 形式的な記号Fi (i ∈ I)により生成されるQ(q)上の自由代数
をF とおく. ν ∈ Inに対し, 単項式 Fνを Fν := Fν1 · · ·Fνn ∈ F で定める.

すると単項式全体 {Fν}n≥0, ν∈In はF の基底をなす. また単項式のウェイ
トをwtFν := αν1 + · · ·+ ανn ∈ Q+と定める.

補題 4.3.4. 単項式 x, x′, y, y′ ∈ F に対し

(x⊗ y)(x′ ⊗ y′) := q−(wt y,wtx′)xx′ ⊗ yy′

と定めると, これはF ⊗Q(q) F 上の結合的な積になる.

Proof. 任意の単項式 x, x′, x′′, y, y′, y′′ ∈ F に対し(
(x⊗ y)(x′ ⊗ y′)

)
(x′′ ⊗ y′′) = q−(wt y,wtx′)(xx′ ⊗ yy′)(x′′ ⊗ y′′)

= q−(wt y,wtx′)−(wt yy′,wtx′′)(xx′x′′ ⊗ yy′y′′),
(x⊗ y)

(
(x′ ⊗ y′)(x′′ ⊗ y′′)

)
= q−(wt y′,wtx′′)(x⊗ y)(x′x′′ ⊗ y′y′′)
= q−(wt y′,wtx′′)−(wt y,wtx′x′′)(xx′x′′ ⊗ yy′y′′)

となる. ここで単項式の積のウェイトはそれぞれのウェイトの和になるの
で, これらは一致している.

この積によってF ⊗Q(q)FをQ(q)代数と思う. Fは自由代数なので, 各
Fiに対して

∆(Fi) := Fi ⊗ 1 + 1⊗ Fi ∈ F ⊗Q(q) F

と定めることで, Q(q)代数の準同型∆: F → F ⊗Q(q)Fが得られる. これ
をF の余積という.
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補題 4.3.5. 余積∆は余結合的である. すなわちFからF ⊗Q(q)F ⊗Q(q)F
へのQ(q)線型写像として, 等式 (∆ ⊗ idF) ◦ ∆ = (idF ⊗ ∆) ◦ ∆が成り
立つ.

Proof. 生成元Fi (i ∈ I)の像が一致することを見れば良い. 実際に計算す
ると

(∆⊗ idF) ◦∆(Fi) = (∆⊗ idF)(Fi ⊗ 1 + 1⊗ Fi)
= Fi ⊗ 1⊗ 1 + 1⊗ Fi ⊗ 1 + 1⊗ 1⊗ Fi

(idF ⊗∆) ◦∆(Fi) = (idF ⊗∆)(Fi ⊗ 1 + 1⊗ Fi)
= Fi ⊗ 1⊗ 1 + 1⊗ Fi ⊗ 1 + 1⊗ 1⊗ Fi

となり, 確かに一致する.

量子シャッフル代数F∗はこのF の双対空間として定義される.

定義 4.3.6 ([Lec04]参照). β ∈ Q+に対し, F の有限次元部分Q(q)線型
空間Fβを

Fβ :=
⊕
ν∈Iβ

Q(q)Fν

と定める. このときウェイト空間分解 F =
⊕

β∈Q+
Fβ が成り立つ. F の

ウェイト空間ごとに双対空間を取り, 直和をとったもの (制限双対)を

F∗ :=
⊕
β∈Q+

F∗
β , F∗

β := HomQ(q)

(
Fβ,Q(q)

)
とおく. {Fν | ν ∈ Iβ} ⊂ Fβの双対基底を {F ∗

ν | ν ∈ Iβ} ⊂ F∗
β と書く.

注意 4.3.7. I ̸= ∅ならF∗ ⊊ HomQ(q)

(
F ,Q(q)

)
である.

補題 4.3.8. Fの余積∆: F → F ⊗Q(q)Fは, F∗における積∆∗ : F∗⊗Q(q)

F∗ → F∗を誘導する. すなわち, y, y′ ∈ F∗に対し積 yy′ ∈ F∗が

⟨yy′, x⟩ := ⟨y ⊗ y′,∆(x)⟩ (x ∈ F)

によって定まる. この積は結合的である. このQ(q)代数F∗を量子シャッ
フル代数と呼ぶ.
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Proof. 上の定義によりQ(q)線型写像

∆∗ : F∗ ⊗Q(q) F∗ −−→ HomQ(q)

(
F ,Q(q)

)
が定義される. ここで∆の定義から, ∆(Fβ) ⊂

⊕
γ+γ′=β Fγ ⊗Q(q) Fγ′ が

成り立つ. したがって γ, γ′ ∈ Q+に対し, F∗
γ の元とF∗

γ′の元の積はF∗
γ+γ′

に入る. よって∆∗の像は制限双対F∗に含まれる. また y, y′, y′′ ∈ F∗に
対し

⟨(yy′)y′′, x⟩ = ⟨yy′ ⊗ y′′,∆(x)⟩ = ⟨y ⊗ y′ ⊗ y′′, (∆⊗ idF) ◦∆(x)⟩,
⟨y(y′y′′), x⟩ = ⟨y ⊗ y′y′′,∆(x)⟩ = ⟨y ⊗ y′ ⊗ y′′, (idF ⊗∆) ◦∆(x)⟩

となり, ∆の余結合性 (補題 4.3.5)から積の結合性が従う.

さて基底 {F ∗
ν }に対する積の展開公式を導こう. それにはF上の余積の

展開公式が必要になる.

補題 4.3.9. m ≥ 0を非負整数とする. ν ∈ Imと P = {p1, . . . , pk} (1 ≤
p1 < · · · < pk ≤ m)に対し, ν|P := (νp1 , . . . , νpk)とおく. このとき

∆(Fν) =
∑

P⊔P ′={1,...,m}

( ∏
k∈P, l∈P ′, k>l

q−(ανk
,ανl

)

)
Fν|P ⊗ Fν|P ′

が成り立つ. ここで右辺の和は集合 {1, . . . ,m}を二つに分割する方法全
てについて取る.

Proof. ∆は代数の準同型なので

∆(Fν) = ∆(Fν1) · · ·∆(Fνm) = (Fν1 ⊗ 1 + 1⊗ Fν1) · · · (Fνm ⊗ 1 + 1⊗ Fνm)

が成り立つ. P ⊔ P ′ = {1, . . . ,m}に対し, k ∈ P のとき Fν;P,k := Fνk ⊗ 1,

k ∈ P ′のとき Fν;P,k := 1⊗ Fνk と定めると, 上式で右辺を展開して

∆(Fν) =
∑

P⊔P ′={1,...,m}

Fν;P , Fν;P := Fν;P,1 · · ·Fν;P,m

を得る. ここで, 任意の i, j ∈ Iに対し

(1⊗ Fj)(Fi ⊗ 1) = q−(αi,αj)Fi ⊗ Fj = q−(αi,αj)(Fi ⊗ 1)(1⊗ Fj)
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が成り立つので, この交換法則で (1⊗Fj)を右側へ (Fi⊗ 1)を左側へ全て
寄せることで

Fν,P =

( ∏
k∈P, l∈P ′, k>l

q−(ανk
,ανl

)

)
Fν|P ⊗ Fν|P ′

となる. これを∆(Fν)を展開した式に代入すれば良い.

補題 4.3.10 (shuffle lemma). ν ∈ Im+n とし, ν ′ := (ν1, . . . , νm), ν
′′ :=

(νm+1, . . . , νm+n)とおく. このとき

F ∗
ν′ · F ∗

ν′′ =
∑

w∈Dm,n

( ∏
k<l, w(k)>w(l)

q
−(ανw(k)

,ανw(l)
)

)
F ∗
wν

が成り立つ.

Proof. F∗の元は各 Fµ ∈ F (p ≥ 0, µ ∈ Ip)を代入した値で決まる. 余積
公式補題 4.3.9を使うと

⟨F ∗
ν′ · F ∗

ν′′ , Fµ⟩ = ⟨F ∗
ν′ ⊗ F ∗

ν′′ ,∆(Fµ)⟩

=
∑

P⊔P ′={1,...,p}

( ∏
k∈P, l∈P ′, k>l

q−(ανk
,ανl

)

)
⟨F ∗

ν′ , Fµ|P ⟩⟨F ∗
ν′′ , Fµ|P ′ ⟩

となる. この和因子は#P = m, #P ′ = nであるときに限り 0ではない.

したがって, このような分割の方法とDm,nは 1:1に対応する. 具体的に
は, w ∈ Dm,nに対し

P = {w(1), . . . , w(m)}, P ′ = {w(m+ 1), . . . , w(m+ n)}

を対応させればよい. このとき

⟨F ∗
ν′ , Fµ|P ⟩⟨F ∗

ν′′ , Fµ|P ′ ⟩
= δν1,µw(1)

· · · δνm,µw(m)
· δνm+1,µw(m+1)

· · · δνm+n,µw(m+n)

= ⟨F ∗
wν , Fµ⟩

となる. よって

⟨F ∗
ν′ · F ∗

ν′′ , Fµ⟩ =
∑

w∈Dm,n

( ∏
k<l, w(k)>w(l)

q
−(ανw(k)

,ανw(l)
)

)
⟨F ∗

wν , Fµ⟩

が成り立つので, 求める式を得る.
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特に q = 1とするとReeの導入したシャッフル代数が得られる. これが
F∗を量子シャッフル代数と呼んだ由来である. 以上により, KLR代数の
加群の合成積を記述する代数F∗が得られた.

定義 4.3.11. β ∈ Q+とする. 次数付きの有限次元R(β)加群M に対し,

その指標を

chM :=
∑
ν∈Iβ

qdimk
(
e(ν)M

)
· F ∗

ν ∈ F∗(4.3.1)

と定義する. ここで次数付き有限次元線型空間 V に対し,

qdimk V :=
∑
k∈Z

qk dimk Vk ∈ Z[q, q−1]

と定義される.

定理 4.3.12. β, γ ∈ Q+とする. 次数付き有限次元R(β)加群Mと次数付
き有限次元R(γ)加群N に対し,

ch(M ◦N) = chM · chN

が成り立つ.

Proof. 合成積 (補題 4.3.2)と量子シャッフル代数 (補題 4.3.10)それぞれに
対する shuffle lemmaを見比べることで従う. 次数付き有限次元線型空間
V,W に対し, qdimk(V ⊗k W ) = qdimk V · qdimkW と qdimk(V ⟨−1⟩) =
q · qdimk V が成り立つことに注意して計算すればよい.

実はこの代数F∗は量子群の negative partの双対U−
q (g)

∗を含んでいる
(注意 6.4.7参照). このことからもKLR代数の表現論と量子群との関連
が見て取れるだろう.

5章 次数付き代数の表現論
この章を通して kを体とする. ここでの目的は次の条件を満たす k上
の次数付き代数A =

⊕
n∈ZAnの表現論を構築し, そのGrothendieck群の

構造を調べることである.
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定義 5.0.13. k上の次数付き線型空間 V =
⊕

n∈Z Vnが条件 (※)を満たす
とは, 任意の nについて Vnが有限次元であり, かつ十分小さい n ≪ 0に
対し Vn = 0が成り立つことを言う.

ルート系に付随する KLR代数が条件 (※)を満足することは, 既に命
題 4.2.5で示した. したがって以下での議論は全て我々の状況に適用でき
る. ここでの指針となる原理は,

有限次元代数の表現論における定理は, 条件 (※)を満たす
次数付き代数の表現論でも成り立つ

というものである.

5.1 次数付き加群と次数なし加群の対応

まずこの章で用いる記号と約束を並べる.

定義 5.1.1. (i) k上の次数付き線型空間 V =
⊕

n∈Z Vnに対し,

V≥n :=
⊕
k≥n

Vk, V<n :=
⊕
k<n

Vk

などの記号を用いる.

(ii) V ⟨k⟩でV の次数付けを kだけずらした次数付き線型空間を表す. す
なわち (V ⟨k⟩)n := Vn+kと定める.

(iii) 次数付き線型空間 V,W に対し, 次数を保つ V からW への線型写像
全体を単にHomk(V,W )で表す. また次数付きの線型写像の空間を

Homgr
k(V,W ) :=

⊕
k∈Z

Homgr
k(V,W )k,

Homgr
k(V,W )k := Homk(V,W ⟨k⟩)

で表す.

(iv) 次数付き線型空間 V が条件 (※)を満たすとき, V の次数付き次元を
不定元 qを用いて

qdimk V :=
∑
k∈Z

qk dimk Vk

と定義する. これは形式的 Laurent級数環 Z ((q))の元である.

45



(v) 次数付き線型空間 V はその次数付けを忘れて単なる線型空間と思う
ことができる. これを記号を区別して V f で表す.

k上の次数付き代数Aとその次数付き加群M,N に対しても, 同様の記
号HomA(M,N), Homgr

A(M,N)と約束を用いる. 記述を簡単にするため,

以下登場するA加群はすべて次数付きであり, その間の準同形は (断りの
ない限り)全て次数を保つものと約束する. イデアル I ⊂ Aや部分加群
N ⊂M の埋め込み等も同様に斉次なもののみを考える. そうでないとき
は明示的にAf 加群, Af 準同形のような書き方を用いて区別する.

以下,この章では

Aは条件 (※)を満たす次数付き代数と仮定する.(5.1.1)

最初の目標は, 単純A加群と単純Af 加群の違いを見定めることである.

補題 5.1.2. 任意の有限生成A加群は条件 (※)を満たす.

Proof. Mを有限生成A加群とすると, Mの生成元として有限個の斉次元
m1 ∈ Mk1 , . . . ,ml ∈ Mklをとれる. A⟨−k1⟩ ⊕ · · · ⊕ A⟨−kl⟩という形のA

加群からM への全射が存在することから主張は従う.

補題 5.1.3. M を単純A加群とすると, M f は単純Af 加群である.

Proof. N ⊂ M f を Af 部分加群とする (すなわち, N には次数付けはな
い). これに対し

Ñn := (N ∩M≤n)/(N ∩M≤n−1)

と定める. Mが次数付きA加群であることから, Ñ :=
⊕

n Ñnも自然に次
数付きA加群となる. 一方, ÑnはM≤n/M≤n−1 ≃ Mnの部分加群と見な
せるため, これの直和をとって Ñ をM に部分加群として埋め込むことが
できる. M は単純なので部分加群 Ñ は 0またはM である. 従って, N も
0またはM f でなければいけない.

補題 5.1.4. Aの両側イデアル Iであって,

(a) A/Iは有限次元,

(b) 任意の 0でない有限生成A加群Mに対し IM ̸=MかつM/IM が有
限次元
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を満たすものが存在する.

Proof. A<−c = 0を満たす c ∈ Z≥0をとり, I を A>2cで生成される両側
イデアル I = A · A>2c · Aとする. このとき A>2c ⊂ I ⊂ A>0 である.

M を任意の有限生成 A加群とし, 有限個の斉次な零でない生成元をと
る. これらの生成元の次数のうちで最小のものを a, 最大のものを bと
おく. するとM ⊂ AM≥a より, IM ⊂ A>0M≥a ⊂ M>a となる. また
k > 2c + b なら, Mk ⊂

∑
j≤bAk−jMj ⊂ A≥k−bM ⊂ A>2cM ⊂ IM . 従っ

てM>2c+b ⊂ IM ⊂M>aとなり, 望む性質を得る.

系 5.1.5. 単純A加群は有限次元である. また単純A加群は同型と次数付
けのずれを除いて有限個しかない.

Proof. 補題 5.1.4の条件を満たす I をとる. M を任意の単純A加群とす
ると, IM ̸=M より IM = 0でなければいけない. よってMk ̸= 0とする
と, m ∈Mk \ {0}倍写像で全射 (A/I)⟨−k⟩↠M が構成できる. したがっ
てM は同型と次数付けのずれを除きA/Iの組成列の中に現れる.

補題 5.1.6. 単純Af 加群M に対し, 次の条件は同値である.

(1) A≥nM = 0となる n ∈ Zが存在する.

(2) M は次数付け可能である. すなわち, A加群 M̃ が存在してAf 加群
としてM ≃ M̃ f となる.

Proof. (2)⇒ (1)は補題 5.1.4より明らか. 逆にMを (1)を満たす単純 Af

加群とする. L := A/(A · A≥n)は有限次元A加群なので, 組成列

0 = L0 ⊂ L1 ⊂ · · · ⊂ Ll = L

が取れる. すると補題 5.1.3より, 次数付けを忘れた

0 = Lf0 ⊂ Lf1 ⊂ · · · ⊂ Lfl = Lf

もAf 加群の組成列である. 全射Lf ↠Mが存在するため, Mの単純性か
らある kでM ≃ Lfk/L

f
k−1となっており, M̃ := Lk/Lk−1とおくことでM

を次数付けすることができる.

補題 5.1.7. M,N を単純A加群であって, Af 加群としてはM f ≃ N f と
仮定する. そのとき, ある k ∈ Zが存在して, M ≃ N⟨k⟩となる.
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Proof. f : M f → N f をAf 加群としての同型とする. 系 5.1.5よりM,N

は有限次元であるから, HomAf (M f , N f ) = Homgr
A(M,N)f が成り立つ.

これを用いて f =
∑

k∈Z fk
(
fk ∈ HomA(M,N⟨k⟩)

)
と分解する. fkのう

ち 0でないものをとれば, M,N⟨k⟩の既約性から, fkはMとN⟨k⟩との同
型を与える.

以上の補題をまとめて, 次の定理を得る.

定理 5.1.8. 下の 2つの集合は 1:1に対応し, どちらも有限集合である.

{単純A加群 }
/
(同型+次数のずれ)

≃ {A≥nM = 0 (n≫ 0)を満たす単純 Af 加群M}
/
(同型)

5.2 根基の性質

つぎに示すことは, 任意の有限生成 A加群に対し射影被覆が存在する
という事実である. しかし射影被覆を定義して性質を調べるには準備が
必要であり, この節と次節はその準備のために充てられる.

有限次元代数の表現論では Jacobson根基が半単純性の障害だったこと
を思い出そう. Aが次数付き代数の場合, A加群の (あるいは一般にAbel

圏での)根基は次のように定義される.

定義 5.2.1. A加群Mの全ての極大部分加群の共通部分を根基 rad(M)と
いう. 根基による商 hd(M) :=M/ rad(M)をM の headと呼ぶ7.

この定義を言い換えると, A加群M の根基 rad(M)は全ての単純加群
(の同型類) Sと全てのA準同型 p : M → SにわたるKer(p)の共通部分

rad(M) =
∩

S : 単純
p : M→S

Ker(p)(5.2.1)

としても特徴付けられる. 又

hd(M) = Im
(
M −−→

∏
S : 単純
p : M→S

Coker(p)
)

(5.2.2)

ここで話の流れからは逸れるが, 後で使うため headの双対概念も定義
しておく.

7定義より, 極大部分加群が存在しないならば, rad(M) = M , hd(M) = 0である.
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定義 5.2.2. A加群M の全ての単純部分加群の和をM の socleと呼び,

soc(M)で表す.

半単純 (完全可約)部分加群の和は半単純なので, soc(M)はM の最大
の半単純部分加群である.

補題 5.2.3. f : M → N をA準同型とすると, f
(
rad(M)

)
⊂ rad(N)であ

る. 特に f はA準同型 hd(f) : hd(M)→ hd(N)を誘導する.

Proof. (5.2.1)より, m ∈ rad(M)ならば任意の単純A加群 SへのA準同
型 p : N → Sに対し p ◦ f(m) = 0であり, これは f(m) ∈ rad(N)を意味
する.

補題 5.2.4. A加群M が半単純ならば, rad(M) = 0である.

Proof. Mは単純部分加群の直和M =
⊕

i Siとして書くことができる. 各
jに対し

⊕
i̸=j Siは極大部分加群であり, それらの共通部分をとれば 0と

なる.

二つの補題を合わせると, 部分加群N ⊂ M について, M/N が半単純
であれば rad(M) ⊂ N となることがわかる. M が有限生成ならばその逆
も成立する.

定理 5.2.5. M を有限生成A加群とする.

(i) hd(M)は半単純である. したがって hd(M)はM の最大半単純商で
ある.

(ii) (中山の補題) hd(M) = 0ならばM = 0である.

Proof. (i) 補題 5.1.4のイデアル I ⊂ Aをとる. 任意の極大部分加群
N ⊂ M に対し I(M/N) = 0となるので, IM ⊂ rad(M)が成り立つ. し
たがって, 特にM/IM ↠ hd(M)は有限次元である. よって有限個の極大
部分加群N1, N2, . . . , Nl ⊂Mを用いて rad(M) =

∩l
i=1Niと書ける. 言い

換えると, rad(M)は次の準同型

M →
l∏

i=1

(M/Ni)

の Kerと一致する. したがって hd(M)はこの準同型の像と同型である.

単純加群の有限直積は半単純であり, またその部分加群も半単純なので,

hd(M)は半単純である.
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(ii)これはM ̸= 0が最低一つの極大部分加群を持つことと同値である.

これもM/IM が有限次元であることから明らか.

A自身を左A加群として見た時の rad(A)は Jacobson根基と呼ばれる.

命題 5.2.6. (i) rad(A) ⊂ AはAの両側イデアルである.

(ii) rad(A) = 0ならば全てのA加群は半単純である.

(iii) A加群M に対し, rad(M) = rad(A)M .

Proof. (i) aを任意の Aの元とする. A準同型 A ∋ x 7→ xaに補題 5.2.3

を適用して, rad(A)a ⊂ rad(A)を得る.

(ii) 定理 5.2.5 (i)よりAは左A加群として半単純である. 任意のA加群
M ≃ A⊗AM は半単純A加群A⊗kM の商として表せるので, M も半単
純となる.

(iii) m ∈Mに対し, m倍写像A→Mは rad(A)→ rad(M)を誘導するの
で rad(A)M ⊂ rad(M)である. 一方M/ rad(A)M はA/ rad(A)加群なの
で半単純であり, 根基の性質から rad(M) ⊂ rad(A)M となる.

5.3 本質的全射の性質

この節も射影被覆に関する準備である. 射影被覆の定義に必要な本質
的全射の定義をして, その簡単な性質を見る.

定義 5.3.1. f : M ↠ NをA加群の全射準同型とする. f が本質的全射で
あるとは, 任意のA加群 Lと準同型 g : L → M に対し, f ◦ gが全射なら
gも全射になることを言う.

像を考えることにより, 上の gを部分加群の埋め込みに限定しても同じ
定義を与える. 感覚的には, 本質的全射は「それ以上M を小さくすると
全射性が崩れてしまう」と言うことができる.

補題 5.3.2. f : M → N , g : N → LをA加群の準同型とする.

(i) f, gが本質的全射なら g ◦ f も本質的全射である.

(ii) g ◦ f が本質的全射で f が全射なら, f, gは共に本質的全射である.
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Proof. (i) h : X →M を勝手なA加群の準同型とし, g ◦ f ◦ hが全射であ
るとする. すると gが本質的全射なので f ◦ hは全射であり, さらに f が
本質的全射だから hも全射である. したがって g ◦ f は本質的全射である.

(ii) まず f が本質的全射であることを示す. h : X → M を勝手なA加群
の準同型とし, f ◦ hが全射であるとする. g ◦ f は全射だから gは全射で
あり, よって g ◦ f ◦ hも全射となる. g ◦ f は本質的全射なので, hは全射
となる. したがって f は本質的全射である.

次に gが本質的全射であることを示す. まず g ◦ f が全射なので gも全
射である. 勝手なA加群の準同型 h : X → N を取り, g ◦ hが全射である
と仮定する. ここで f と hによるファイバー積M ×N Xを考える:

M ×N X
p2 //

p1
��

X
g◦h

%%KK
KK

KK
KK

KK
K

h
��

M
f

// N g
// L.

ファイバー積の性質より, f が全射という仮定から p2も全射であること
がわかる. よって図式の可換性から g ◦ h ◦ p2 = g ◦ f ◦ p1は全射である.

g ◦ f が本質的全射であることを合わせると p1も全射となる. これより
h ◦ p2 = f ◦ p1は全射なので hが全射となる. 従って, gは本質的全射であ
る.

補題 5.3.3. M を半単純 A加群と仮定する. このとき全ての本質的全射
f : M → N は同型である.

Proof. M の半単純性から, 単射準同型 s : N → M で f ◦ s = idN となる
ものがとれる. f は本質的全射で idN が全射だから sは全射となる. した
がって sは同型である.

これらの補題をもちいて, 本質的全射と headの関係が示される.

補題 5.3.4. f : M → N をA加群の間の準同型とする. このとき f が全
射ならば f が誘導する写像 hd(f) : hd(M)→ hd(N)も全射である. さら
にN が有限生成ならばその逆も成り立つ.

Proof. hd(N)はN の商加群なので, f が全射ならば明らかに hd(f)も全
射である. 逆に hd(f)が全射であったとする. 次の可換図式を考える:

M
f //

����

N // //

����

Coker f

����
hd(M)

hd(f) // // hd(N) // // hd(Coker f).
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すると合成M ↠ hd(M) ↠ hd(N) ↠ hd(Coker f)も全射である. 他方図
式の可換性から, この写像は 0写像M → N ↠ Coker f を経由する. 故に
hd(Coker f) = 0である. ここでN は有限生成と仮定するとCoker f も有
限生成であり, 中山の補題 (定理 5.2.5 (ii))からCoker f = 0を得る. すな
わち f は全射である.

系 5.3.5. M を有限生成A加群とする. このときM ↠ hd(M)は本質的
全射である.

Proof. f : L→M をA準同型とし, L→M ↠ hd(M)が全射であったと
する. これはL↠ hd(L)→ hd(M)と等しいのでhd(f) : hd(L)→ hd(M)

は全射である. 故に補題 5.3.4より f も全射となり, M → hd(M)が本質
的全射であることがわかる.

命題 5.3.6. M , N を有限生成A 加群, f : M → N をA加群の準同型と
する. このとき f が本質的全射であるための必要十分条件は, f が誘導す
る写像 hd(f) : hd(M)→ hd(N)が同型になることである.

Proof. まず f を本質的全射とする. N ↠ hd(N)は本質的全射だから, 合
成M ↠ N ↠ hd(N)も本質的全射である. これは

M // // hd(M)
hd(f) // // hd(N)

に等しいので,補題 5.3.2を用いてhd(f)が本質的全射だと分かる. hd(M)

は半単純なので補題 5.3.3より hd(f)は同型である.

逆に hd(M)と hd(N)が同型だとする. 補題 5.3.4より f : M → Nは全
射である. M ↠ hd(M)は本質的全射だから, 合成M ↠ hd(M) ≃ hd(N)

も本質的全射である. 従って合成M → N → hd(N)も本質的全射である.

よって補題 5.3.2より f は本質的全射である.

5.4 射影被覆の存在と一意性

次の射影的 A加群の特徴付けは, 次数なしの通常の場合と全く同様に
証明できるので証明を省略する.

補題 5.4.1. 左A加群Aの次数をずらしていくつか直和したものと同型
なA加群を自由A加群と呼ぶ. A加群M が射影的であることと, M があ
る自由A加群の直和成分と同型であることは同値である.
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これにていよいよ準備が整ったので, 前節を踏まえて射影被覆を次のよ
うに定義しよう.

定義 5.4.2. MをA加群とする. 射影的A加群Pと本質的全射 p : P →M

の組 (P, p)をM の射影被覆 (projective cover)と呼ぶ.

A加群Mが与えられたとき, 射影的加群からMへの全射の取り方はい
くらでも存在する. たとえばMの斉次生成元を好きに取り, 補題 5.1.2の
証明のようにして自由加群からの全射を作ればよい. 上の射影被覆の定
義は, その中で「無駄のない」ものが射影被覆であると言っている. まず
はその一意性から示そう.

補題 5.4.3. A加群Mの射影被覆は,存在すれば同型を除いて一意である.

Proof. p : P ↠M , p′ : P ′ ↠M を共に射影被覆とする.

P ′
φ

//

p′ && &&MM
MMM

MMM
MMM

M P

p
����

ψ

ww

M

P ′が射影的かつ pが全射だから, 上の図式を可換にする φ : P ′ → P が取
れる. pが本質的全射で p′ = p ◦ φは全射だから, φは全射である. P が射
影的なので φの右逆写像 ψが存在する. p′ ◦ ψ = p ◦ φ ◦ ψ = pは全射で
かつ p′は本質的全射なので, ψは全射である.従って ψは同型である.

注意 5.4.4. 射影被覆の間の同型は必ずしも一意的ではない.

続いて有限生成加群の射影被覆が必ず存在することを示す.

補題 5.4.5. 任意の有限生成A加群M は射影被覆を持つ. またその射影
被覆は有限生成である.

Proof. M の生成元として斉次元からなるものを選び, そのうちの最大の
次数をmとする. するとM = AM≤m が成り立つ. ここで有限生成射
影的加群 P からM への全射 p : P ↠ M を一つ取る. p(Q) = M となる
P の部分 A加群 Q ⊂ P のなかから, dimQ≤mが最小となるものをとる
(dimP≤m <∞に注意). するとAQ≤mも同じ条件

p(AQ≤m) = Ap(Q≤m) = A(p(Q) ∩M≤m) = AM≤m =M
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を満たす. そこでQをAQ≤mにおきかえて, 最初からQ = AQ≤mを満た
すと仮定して良い. 特にQは有限生成である. 以下, この p|Q : Q↠M が
M の射影被覆であることを証明する.

まずは p|Q : Q ↠ M が本質的全射であることをいう. Qの部分 A加
群 N ⊂ Qが p(N) = M を満たすとする. そのとき Qの取り方から
N≤m = Q≤mであり, Q = AQ≤mからQ = N が従う. これより p|Qは本
質的全射である.

あとはQが射影的であることを示せば良い. i : Q → P を埋め込とす
る. 次の可換図式を考える:

Q

p◦i && &&MM
MMM

MMM
MMM

M
//

i
// P

p
����

φ

ww

M

P が射影的で p ◦ iが全射だから, φ : P → Qで p = (p ◦ i) ◦ φを満たすも
のが取れる. すると p ◦ i = (p ◦ i) ◦ (φ ◦ i)となる. p ◦ iは本質的全射だか
ら φ ◦ iは全射である. いま φ ◦ iは次数を保つので, 各次数 kのところに
制限して見れば, (φ ◦ i)|Qk

は有限次元 k線型空間Qk上の全射な自己線型
写像である. よって φ ◦ iは各次数ごとに同型を与えるので, 全体として
も同型となる. これより, QはP の直和因子である. 故にQも射影的であ
る. 以上でQがM の射影被覆であることが言えた.

系 5.4.6. P を有限生成射影的A加群とする.

(i) hd(P )は有限生成半単純A加群で, P ↠ hd(P )は hd(P )の射影被覆
となる.

(ii) 逆にM が有限生成半単純A加群で P ↠ M がM の射影被覆なら,

hd(P ) ≃M である.

(iii) M を有限次元A加群とする. 全射 p : P ↠M がM の射影被覆であ
るための必要且つ十分条件は, P → hd(P )が P

p−→ M → hd(P )と
分解することである.

Proof. (i)は定理 5.2.5と系 5.3.5から直ちに従い, (ii), (iii)は補題 5.2.4

と命題 5.3.6から直ちに従う.

0でないA加群M は, 0と異なる２つの部分A加群の直和に分解され
ないとき直既約 (indecomposable)と呼ばれる.
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系 5.4.7. P を有限生成射影的 A加群とする. このとき P が直既約であ
ることと hd(P )が単純であることは同値である.

Proof. P が直既約でない射影的加群とし, P = P1 ⊕ P2 (P1, P2 ̸= 0)をそ
の直和分解とする. このとき hd(P ) = hd(P1) ⊕ hd(P2)となる. i = 1, 2

について Pi ̸= 0なので中山の補題 (定理 5.2.5 (ii))より hd(Pi) ̸= 0であ
る. 故に hd(P )は単純でない.

逆に hd(P )が単純でないとする. hd(P )は半単純なので, hd(P ) = S1⊕
S2 (S1, S2 ̸= 0)と書ける. このとき Pi ↠ Si (i = 1, 2)を射影被覆とする
と, P1 ⊕ P2は S1 ⊕ S2の射影被覆である. 他方 P ↠ hd(P )も hd(P )の射
影被覆だから, 射影被覆の一意性からP ≃ P1⊕P2となる. 故にP は直既
約でない.

かくして我々は, 次の 1対 1対応を得た.

{有限生成射影的A加群 }
/
(同型)

≃ {有限生成半単純A加群 }
/
(同型)

また次の 1対 1対応も成り立つ.

{有限生成射影的直既約A加群 }
/
(同型) ≃ {単純A加群 }

/
(同型)

系 5.4.8. P を射影的直既約A加群, Sを単純A加群とする. このとき

HomA(P, S) ≃

{
EndA(S) P が Sの射影被覆と同型のとき,

0 そうでないとき.

Proof. 半単純加群への射は必ず headを経由するため,

HomA(P, S) ≃ HomA

(
hd(P ), S

)
となる. hd(P )は単純なので, Schurの補題から命題が従う.

5.5 Grothendieck群の構造

以上の議論をもとに, A加群の圏のGrothendieck群を調べよう. 最初
にGrothendieck群の定義を復習しておく.

定義 5.5.1. Abel圏 CのGrothendieck群K(C)とは, 次の生成元と関係
式で定まる Z加群である.
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• 生成元: Cの対象M に対応する記号 [M ]

• 関係式: 0 → M1 → M2 → M3 → 0という短完全列があるとき,

[M2] = [M1] + [M3]

いまF : C → DをAbel圏CからAbel圏Dへの間の完全関手とする. す
るとCにおける短完全列はFによってDにおける短完全列に写るので, Cに
おいて0→M1 →M2 →M3 → 0が完全であれば [FM2] = [FM1]+[FM3]

がK(D)で成り立つ. すなわちF はZ加群の準同型F : K(C)→ K(D)を
誘導する.

次数付き代数Aを前節までの通りとし, A-gmodで k上有限次元となる
A加群のなすAbel圏を表す. 整数 k ∈ Zに対し, 次数シフトの関手

⟨k⟩ : A-gmod→ A-gmod

は完全であり, K(A-gmod)上の自己同型を誘導する. 特に q := ⟨−1⟩と定
めることで, K(A-gmod)は Z[q, q−1]加群となる.

続いて, A-gprojで有限生成射影的A加群のなす圏を表す. これはAbel

圏ではないので, 以下のように加法圏としてのGrothendieck群を考える.

K(A-gmod)と同様に, K(A-gproj)も Z[q, q−1]加群になる.

定義 5.5.2. 加法圏 CのGrothendieck群K(C)とは, 次の生成元と関係式
で定まる Z加群である.

• 生成元: Cの対象 P に対応する記号 [P ]

• 関係式: P ≃ P1 ⊕ P2のとき, [P ] = [P1] + [P2]

前節までの議論から, K(A-gmod)とK(A-gproj)のZ[q, q−1]加群として
の構造が分かる. 単純 A加群の次数の差を除いた同型類を {S1, . . . , Sl},
射影的直既約A加群の次数の差を除いた同型類を {P1, . . . , Pl}, PiはSiの
射影被覆とする.

命題 5.5.3. Z[q, q−1]加群として

K(A-gmod) =
l⊕

i=1

Z[q, q−1][Si], K(A-gproj) =
l⊕

i=1

Z[q, q−1][Pi]

が成り立つ.
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Proof. まずK(A-gmod)を調べよう. M を有限次元 A加群とする. この
ときM は有限の長さであり, 組成列 0 = M0 ⊂ M1 ⊂ · · · ⊂ Mk = M

を持つ. すると各 1 ≤ i ≤ kに対して [Mi] = [Mi−1] + [Mi/Mi−1]が成
り立つ. Mi/Mi−1は単純なので, ある 1 ≤ pi ≤ lとmi ∈ Zが存在して
Mi/Mi−1 ≃ Spi⟨mi⟩となる. 故に

[M ] =
k∑
i=1

[Mi/Mi−1] =
k∑
i=1

q−mi [Spi ]

となる. これよりK(A-gmod) =
∑l

i=1 Z[q, q−1][Si]が成り立つ. よって,形
式的な記号 [Si]を基底とする自由Z[q, q−1]加群を考えることで, Z[q, q−1]

加群の全射準同型

Φ:
l⊕

i=1

Z[q, q−1][Si] ↠ K(A-gmod)

を得る. これの逆写像は次のようにして得られる. まず Siは有限次元な
ので, Si⟨k⟩ ≃ Siを満たす kは k = 0に限られることに注意しよう. よっ
て {Si⟨k⟩ | 1 ≤ i ≤ l, k ∈ Z} は単純A加群の同型類の完全代表系である.

Jordan–Hölderの定理より, 有限次元A加群M に対し, M の組成列にお
ける単純加群 Si⟨k⟩の重複度 [M : Si⟨k⟩]はwell-definedである. そこで

Ψ(M) :=
∑

1≤i≤l, k∈Z

q−k[M : Si⟨k⟩] · [Si]

と定める. M は長さ有限なので右辺は有限和である. また有限次元A加
群の短完全列 0 → M1 → M2 → M3 → 0 があるとき, M2の組成因子は
M1とM3の組成因子を並べたものだからΨ(M2) = Ψ(M1) +Ψ(M3)が成
り立つ. したがって Z加群の準同型

Ψ: K(A-gmod)→
l⊕

i=1

Z[q, q−1][Si]

が誘導される. qk[Si]のΨによる像は再び qk[Si]になるので, これはΦの
逆を与える.

K(A-gproj)についても上の証明と同様にすればよい. ただし Jordan–

Hölderの定理の代わりに次のKrull–Schmidtの定理を用いる.
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定理 5.5.4 (Krull–Schmidt). P を有限生成射影的加群としたとき, その
直既約分解は同型を除いて一意的である. すなわち, P ≃

⊕
a∈A La, P ≃⊕

a′∈A′ L′
a′を直既約分解 (La, L

′
a′は直既約)としたとき,全単射ξ : A ∼−→ A′

があって, 任意の a ∈ Aに対して La ≃ L′
ξ(a)が成り立つ.

証明は, 有限次元代数の場合と同様なので略する. 或は, 有限生成射影
加群と有限次元半単純加群の (headと射影被覆による)対応から有限次元
半単純加群に対する Jordan–Hölderの定理に帰着しても証明できる.

命題 5.5.5. 有限生成射影的A加群 P と有限次元A加群M に対し

⟨[P ], [M ]⟩ = qdimk
(
Homgr

A(P,M)
)
:=
∑
k∈Z

qk dimk HomA(P,M⟨k⟩)(5.5.1)

とおくと, これは Z[q, q−1]半双線型写像8

⟨ • , • ⟩ : K(A-gproj)×K(A-gmod)→ Z[q, q−1]

を定める. これをQ(q)に拡大したものは非退化である.

Proof. Pが有限生成かつ射影的なので, Homgr
A(P,M)はHomgr

A(A,M) ≃
Mの次数をずらしたものの有限個の直和の直和因子と同型である. Mが有
限次元なのでHomgr

A(P,M)も有限次元であり, (5.5.1)の右辺はZ[q, q−1]

の元となる. またP が射影的なので, 関手HomA(P, •)は完全関手である.

よって [M ] ∈ K(A-gmod)に対し ⟨P, [M ]⟩は well-definedである. 最後に
P ≃ P1 ⊕ P2ならHomA(P, •) = HomA(P1, •)⊕ HomA(P2, •)が成り立つ
ので, [P ] ∈ K(A-gproj)に対し ⟨[P ], [M ]⟩もwell-definedとなる. Z[q, q−1]

半双線型性は

⟨q−1[P ], [M ]⟩ = ⟨[P ], q[M ]⟩ =
∑
k∈Z

qk dimk
(
HomA(P,M⟨k − 1⟩)

)
= q

∑
k∈Z

qk dimk
(
HomA(P,M⟨k⟩)

)
= q⟨[P ], [M ]⟩

から従う. 系 5.4.8より基底に対し ⟨[Pi], [Sj]⟩ = δij dimk EndA(Si)となる
ので, 係数拡大したときの非退化性が従う.

8すなわち双線型写像で ⟨q−1u, v⟩ = ⟨u, qv⟩ = q⟨u, v⟩ が任意の u ∈ K(A-gproj),
v ∈ K(A-gmod)に対して成り立つ.
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この pairingにより, Q(q)線形空間の自然な同型

Q(q)⊗Z[q,q−1] K(A-gproj) ≃ HomQ(q)

(
Q(q)⊗Z[q,q−1] K(A-gmod),Q(q)

)
が得られる. ここでK(A-gproj)はK(A-gproj)上の Z[q, q−1]作用を invo-

lution q 7→ q := q−1でひねったものである (6 頁 記法 (vii)参照). 特に全
ての Siが絶対既約 (EndA(Si) ≃ kを満たす)であれば ⟨[Pi], [Sj]⟩ = δij と
なるので, 係数拡大する前に両者は互いに双対となる. これは後に用いる
ので, 命題の形で記す.

命題 5.5.6. 任意の既約A加群が絶対既約なら,

K(A-gproj) ≃ HomZ[q,q−1]

(
K(A-gmod),Z[q, q−1]

)
.

この絶対既約性の条件は kが代数閉体ならば自動的に成り立つ. また
後で示すように, KLR代数Rnに対しては任意の体上で成立する.

5.6 双対性

P ∈ A-gprojに対して

DA(P ) := Homgr
A(P,A)

は有限生成射影的 Aop加群である (opは逆環を表す, 6頁 記法 (iv)を参
照). 従って, 加法圏の圏同値(

A-gproj
)op ≃ (Aop)-gproj

が得られる (opは双対圏をあらわす). 従って, 加法圏の圏同値. 従って,

Z[q, q−1]加群の同型

K(A-gproj) ≃ K
(
(Aop)-gproj

)
(5.6.1)

が得られる (記号−については, 6 頁 記法 (vii)参照). また, M ∈ A-gmod

に対して,

D(M) := Homgr
k(M, k)

は有限次元Aop加群となる. 従って, 加法圏の圏同値(
A-gmod

)op ≃ (Aop)-gmod
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とZ[q, q−1]加群の同型

K(A-gmod) ≃ K
(
(Aop)-gmod

)
(5.6.2)

が得られる.

命題 5.6.1. P ∈ A-gprojとM ∈ A-gmodに対して,

Homgr
A(P,M) ≃ DA(P )⊗AM,(5.6.3)

Homgr(DA(P ),D(M)) ≃ Homgr
k
(
Homgr(P,M),k).(5.6.4)

Proof. (5.6.3)は明らかである.

(5.6.4)は

Homgr
k
(
Homgr

A(P,M), k
)
≃ Homgr

k
(
DA(P )⊗AM, k

)
≃ Homgr

Aop

(
DA(P ),Hom

gr
k(M, k)

)
から得られる.

系 5.6.2. P を直既約有限生成A加群, M をその headとする. そのとき
D(M)はDA(P )の headである.

Proof. DA(P )は直既約有限生成A加群, D(M)は既約A加群,かつ (5.6.4)

によりHom(DA(P ),D(M))は零でないから, D(M)はDA(P )の headであ
る.

命題 5.5.5, 命題 5.5.6と (5.6.1), (5.6.3)をもちいれば, 次の命題を得る.

命題 5.6.3. 有限生成射影的Aop加群 P と有限次元A加群M に対し

⟨⟨ [P ], [M ] ⟩⟩ = qdimk
(
P ⊗AM

)
:=
∑
k∈Z

qk dimk(P ⊗AM)(5.6.5)

とおく.

(i) ⟨⟨ • , • ⟩⟩は Z[q, q−1]双線型写像

⟨⟨ • , • ⟩⟩ : K(Aop-gproj)×K(A-gmod)→ Z[q, q−1]

を定める. これをQ(q)に拡大したものは非退化である.

(ii) もし任意の既約A加群が絶対既約なら, ⟨⟨ • , • ⟩⟩は同型

K(Aop-gproj) ∼−→ HomZ[q,q−1](K(A-gmod),Z[q, q−1])

を与える.

60



6章 量子群
この章では, categorificationのターゲットである量子群について簡単に
定義を復習し, その性質を調べる.

6.1 量子群の定義と基本的な構造

A = (aij)i,j∈Iを対称化可能一般化Cartan行列とし, (P, P∨,Π,Π∨, (·, ·))
をその実現としよう. αi ∈ Π ⊂ P , hi ∈ Π∨ ⊂ P∨ (i ∈ I)をそれぞれ A

に付随する単純ルート, 単純コルートとする. また gでAの定めるKac–

Moody Lie代数を表すことにする.

定義 6.1.1. 量子群Uq(g)は, 生成元 ei, fi (i ∈ I), th (h ∈ P∨)と以下の関
係式で定義されるQ(q)代数である.

(i) t0 = 1, thth
′
= th+h

′
.

(ii) theit
−h = q⟨h,αi⟩ei, t

hfit
−h = q−⟨h,αi⟩fi.

(iii) [ei, fj] = δij
ti − t−1

i

qi − q−1
i

. ただし ti := t(αi,αi)hi/2, qi := q(αi,αi)/2である.

(iv) q-Serre関係式∑
k+k′=1−⟨hi,αj⟩

(−1)ke(k)i eje
(k′)
i = 0,

∑
k+k′=1−⟨hi,αj⟩

(−1)kf (k)
i fjf

(k′)
i = 0.

ただし e
(n)
i , f

(n)
i は divided power

e
(n)
i =

{
0 if n < 0,

eni /[n]i! if n ≥ 0,
f
(n)
i =

{
0 if n < 0,

fni /[n]i! if n ≥ 0

である. ここで qi整数 [n]iと qi階乗 [n]i!は

[n]i :=
qni − q−ni
qi − q−1

i

= qn−1
i + qn−3

i + · · ·+ q−n+1
i , [n]i! := [1]i[2]i · · · [n]i

で定義される.
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関係式から直ちに, 生成元を ei 7→ fi, fi 7→ ei, t
h 7→ th と写す anti-

involutionがあることがわかる.

量子群 Uq(g)はKac–Moody Lie代数の包絡代数 U(g)の q変形である.

実際, P∨を Cartan部分代数 h ⊂ g内の Z格子として実現し, Uq(g)の生
成元 thを「qの h乗」と解釈して極限 q → 1を取れば, (2)の関係式は
[h, ei] = ⟨h, αi⟩ei, [h, fi] = −⟨h, αi⟩fi, (3)は [ei, fj] = δijhiという通常の
Lie代数の関係式になる. Kac–Moody Lie代数で成立した三角分解定理は
量子群についても成り立つ.

定義 6.1.2. U+
q (g), U

−
q (g), U

0
q (g)を, それぞれ {ei}i∈I , {fi}i∈I , {th}h∈P∨

で生成される Uq(g)の部分Q(q)代数とする. これらをそれぞれ Uq(g)の
positive half, negative half, Cartan partと呼ぶ.

定理 6.1.3 (三角分解定理). Uq(g)について次の三角分解が成り立つ.

(i) 掛け算で定義されるQ(q)線型写像

U−
q (g)⊗Q(q) U

0
q (g)⊗Q(q) U

+
q (g)→ Uq(g)

はQ(q)線型空間としての同型写像である.

(ii) U+
q (g)

(
resp. U−

q (g)
)
は {ei}i∈I (resp. {fi}i∈I)で生成され, q-Serre関

係式を定義関係式とするQ(q)上の代数と同型である. またU0
q (g)は

自由 Abel群 P のQ(q)上の群環 (すなわち Laurent多項式環)と同
型である.

Proof. 関係式から, (i)の写像が全射であることが従う. あとは Ũ+
q (g),

Ũ−
q (g), Ũ

0
q (g)を (ii)のように定義されるQ(q)線型空間として, Ũ−

q (g)⊗Q(q)

Ũ0
q (g) ⊗Q(q) Ũ

+
q (g)上に Uq(g)の作用をうまく定めてやればよい. 詳細は

省略する.

われわれの目標は量子群の negative half U−
q (g)の categorificationであ

る. これはQ(q)線型空間として無限次元なので, より扱いやすい有限次
元空間の直和に分解して取り扱う.

定義 6.1.4. λ ∈ P に対し,

U−
q (g)λ :=

{
u ∈ U−

q (g) | thut−h = q⟨h,λ⟩u (∀h ∈ P∨)
}
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を λに対応するウェイト空間という. すると U−
q (g)は

U−
q (g) =

⊕
β∈Q+

Uq(g)−β

とウェイト空間の直和に分解される. 具体的には,

Uq(g)−β =
∑

αi1
+···+αil

=β

Q(q)fi1 · · · fil

である. 特に各ウェイト空間Uq(g)−βは有限次元のQ(q)線型空間である.

6.2 代数B(g)とB′(g)

後で必要になるので,補助的に用いる代数B(g)とB′(g)を定義しておく.

定義 6.2.1. Q(q)上の代数 B′(g)と B(g)を次で定義する.

(1) B′(g)は e′i, fi (i ∈ I)で生成され, q-Boson関係式

e′ifj = q−(αi,αj)fje
′
i + δij

を基本関係式とするQ(q)代数である.

(2) B(g)は e′i, fi (i ∈ I)で生成され, 上の q-Boson関係式と q-Serre関
係式 ∑
k+k′=1−⟨hi,αj⟩

(−1)ke′(k)i e′je
′(k′)
i = 0,

∑
k+k′=1−⟨hi,αj⟩

(−1)kf (k)
i fjf

(k′)
i = 0

を基本関係式とするQ(q)代数である. ここで前と同様e
′(n)
i はdivided

powerを表す.

この定義から明らかに, B(g)とB′(g)の間には自然な全射B′(g) ↠ B(g)
が存在する. また, どちらの代数にも生成元を e′i 7→ fi, fi 7→ e′iと写す
Q(q)代数としての anti-involutionがあることがわかる.

補題 6.2.2. B′(g)において, 等式

e
′(n)
i fj = q−n(αi,αj)fje

′(n)
i + δijq

−n+1
i e

′(n−1)
i ,

e′if
(n)
j = q−n(αi,αj)f

(n)
j e′i + δijq

−n+1
i f

(n−1)
i

が成り立つ.
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Proof. nに関する帰納法で示す. n = 0のときは自明である. そこでn > 0

とすると, 帰納法の仮定より

[n]ie
′(n)
i fj

= e′i(q
−(n−1)(αi,αj)fje

′(n−1)
i + δijq

−n+2
i e

′(n−2)
i )

= q−(n−1)(αi,αj)(q−(αi,αj)fje
′
i + δij)e

′(n−1)
i + δijq

−n+2
i [n− 1]ie

′(n−1)
i

= q−n(αi,αj)[n]ifje
′(n)
i + δijq

−n+1
i [n]ie

′(n−1)
i

となり, 一つ目の等式が確かめられる. 二つ目はこれに anti-involutionを
施せばよい.

補題 6.2.3. i, j ∈ Iとし, b = 1− ⟨hi, αj⟩とおく. Sij ∈ B′(g)を

Sij =
∑
l+l′=b

(−1)le′(l)i e′je
′(l′)
i

で与えれば, Sijfk = q−(bαi+αj ,αk)fkSijが任意の k ∈ Iに対して成り立つ.

Proof. k ̸= i, j のときは補題 6.2.2から明らか. k = j のときは,∑
l+l′=b

(−1)le′(l)i e′je
′(l′)
i fj

=
∑
l+l′=b

(−1)lq−l′(αi,αj)e
′(l)
i e′jfje

′(l′)
i

=
∑
l,l′

(−1)lq−l′(αi,αj)e
′(l)
i (q−(αj ,αj)fje

′
j + 1)e

′(l′)
i

= q−(bαi+αj ,αj)fj
∑
l+l′=b′

(−1)le′(l)i e′je
′(l′)
i +

(∑
l+l′=b

(−1)l q
−l′(αi,αj)

[l]i![l′]i!

)
e′bi

となる. 第 2項については, q(αi,αj) = q⟨hi,αj⟩(αi,αi)/2 = q1−bi に注意し, さら
に第 2項全体に非零因子 [b]i!をかければ, 示すべき式は∑

l+l′=b

(−q1−bi )l
[b]i!

[l]i![l′]i!
= 0

だと分かる. この左辺は qi二項定理

∑
k+k′=m

[m]i!

[k]i![k′]i!
xk =

m−1∏
j=0

(1 + qm−1−2j
i x)
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を使うと ∑
l+l′=b

(−q1−bi )l
[b]i!

[l]i![l′]i!
=

b−1∏
j=0

(1− q−2j
i )

となる. j = 0のとき 1 − q−2j
i = 0となるから右辺は常に 0である. これ

で示すべきことが言えた. 最後に k = i のときを考える. 補題 6.2.2より
e
′(l)
i fi = q−2l

i fie
′(l)
i + q−l+1

i e
′(l−1)
i が成り立つので,∑

l+l′=b

(−1)le′(l)i e′je
′(l′)
i fi

=
∑
l+l′=b

(−1)le′(l)i e′j(q
−2l′

i fie
′(l′)
i + q−l

′+1
i e

′(l′−1)
i )

=
∑
l+l′=b

(−1)le′(l)i (q−2l′+b−1
i fie

′
je

′(l′)
i + q−l

′+1
i e′je

′(l′−1)
i )

=
∑
l+l′=b

(−1)l
(
q−b−1
i fie

′(l)
i e′je

′(l′)
i + q−l

′

i e
′(l−1)
i e′je

′(l′)
i

+q−l
′+1

i e
′(l)
i e′je

′(l′−1)
i

)
.

ここで最後の式の和の中の第 2項と第 3項は添字をずらすことで互いに
打ち消しあう. これで証明が完了した.

これを用いると, 三角分解定理がこの代数に対しても成立することがわ
かる.

定理 6.2.4. k代数 B(g)は次の性質をもつ.

(i) B+(g)と B−(g)をそれぞれ e′i (i ∈ I)と fi (i ∈ I)で生成される
B(g)の部分代数とするとき, Q(q)線型空間としての同型B−(g)⊗Q(q)

B+(g) ≃ B(g)が成り立つ.

(ii) Q(q)上の代数として, B+(g) ≃ B−(g) ≃ U−
q (g).

Proof. 定理 6.1.3の証明と同様. 作用の well-definednessのチェックに補
題 6.2.3を使う.

6.3 U−q (g)のB(g)加群構造

さて, U−
q (g)上の B(g)の作用を次で定義する.
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補題 6.3.1. u ∈ U−
q (g)に対し

[ei, u] =
tie

′′
i u− t−1

i e′iu

qi − q−1
i

を満たす e′iu, e
′′
i u ∈ U−

q (g)が一意に存在する.

Proof. 一意性は三角分解定理 6.1.3から従う. よってこのような e′iu, e
′′
i u

の存在を言えばよい. まず 1に対しては [ei, 1] = 0となるので, 確かに
e′i1 = e′′i 1 = 0と定まる. 次に u ∈ U−

q (g)に対して e′iu, e
′′
i uが存在してい

れば, 生成元との積 fjuに対し

[ei, fju] = [ei, fj]u+ fj[ei, u] = δij
ti − t−1

i

qi − q−1
i

u+ fj
tie

′′
i u− t−1

i e′iu

qi − q−1
i

となる. ここで tifjt
−1
i = q−(αi,αj)fj なので, fjti = q(αi,αj)tifj, fjt

−1
i =

q−(αi,αj)t−1
i fjとなる. 故に

[ei, fju] =
ti(δiju+ q(αi,αj)fje

′′
i u)− t−1

i (δiju+ q−(αi,αj)fje
′
iu)

qi − q−1
i

である. したがって e′i(fju) = δiju + q−(αi,αj)fje
′
iu, e

′′
i (fju) = δiju +

q(αi,αj)fje
′′
i uと定めればよい. U−

q (g)は fj (j ∈ I)で生成されるから, これ
で任意の u ∈ U−

q (g)に対し e′iu, e
′′
i uが定まる.

そこで, e′i ∈ EndQ(q)

(
U−
q (g)

)
を u 7→ e′iuで定義された作用素とする. ま

た fi ∈ EndQ(q)

(
U−
q (g)

)
を, 左から fiをかける作用素と定義する.

命題 6.3.2. 上で定義した作用素 e′i, fiにより, U−
q (g)は B(g)加群となる.

またQ(q)wを e′iw = 0 (i ∈ I)で定まる 1次元 B+(g)加群とすると, B(g)
加群として

U−
q (g) ≃ B(g)⊗B+(g) Q(q)w

である.

Proof. e′i, fiが q-Boson関係式を満たすことは補題 6.3.1の証明から明ら
か. よって U−

q (g)は B′(g)加群となる. あとは fiと e′iが q-Serre関係式を
満たすことを示せばよいが, fiたちについては量子群の定義から自明であ
る. そこで b := 1− ⟨hi, αj⟩とおき, 任意の u ∈ U−

q (g)に対して∑
l+l′=b

(−1)le′(l)i e′je
′(l′)
i u = 0
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が成り立つことを帰納的に示す. まず u = 1のときはこの式は明らかに
成り立つ. そこで u ∈ U−

q (g)に対して上式が正しいと仮定し, fku (k ∈ I)
について上式を考えると, 補題 6.2.3より∑

l+l′=b

(−1)le′(l)i e′je
′(l′)
i (fku) = q−(bαi+αj ,αk)fk

∑
l+l′=b

(−1)le′(l)i e′je
′(l′)
i u = 0

となる. したがって任意のu ∈ U−
q (g)で上式が成立し, e′iたちも q-Serre関

係式を満たすことがわかる. 最後の同型は e′i(1) = 0と三角分解定理 6.2.4

から従う.

作用素 e′i, fiは, ウェイト空間に次のように作用する.

補題 6.3.3. u ∈ U−
q (g)−βに対し, e′iu ∈ U−

q (g)−β+αi
, fiu ∈ U−

q (g)−β−αi
と

なる.

Proof.

th[ei, u]t
−h = [theit

−h, thut−h] = [q⟨h,αi⟩ei, q
⟨h,−β⟩u] = q⟨h,−β+αi⟩ e

′′
i u− e′iu
qi − q−1

i

th(fiu)t
−h = (thfit

−h)(thut−h) = q−⟨h,αi⟩fiq
⟨h,−β⟩u = q⟨h,−β−αi⟩fiu

なので,確かにe′iはウェイトをαi, fiはウェイトを−αi変化させている.

続いてB(g)加群U−
q (g)の既約性を示す. そのために必要となるのは次

の補題である.

補題 6.3.4. u ∈ U−
q (g)が任意の i ∈ Iに対し e′iu = 0を満たせば, u ∈ Q(q)

である.

この補題は q = 1の場合にGabber-Kacの定理として知られている事実
に帰着させることにより証明される. この講義録では証明を与えない (例
えば [Kas91, Lus94]参照).

命題 6.3.5. U−
q (g)は既約な B(g)加群である. また EndB(g)

(
U−
q (g)

)
≃

Q(q)が成り立つ.

Proof. M ⊂ U−
q (g)を 0でない B(g)部分加群とする. u ∈ M \ {0}を

とると, ウェイト空間分解を考えることにより, あるN ≥ 0が存在して
n > N ならば任意の i1, i2, . . . , in ∈ Iに対し e′i1e

′
i2
. . . e′inu = 0となること

がわかる. そのようなN のうち最小なものをとり, v = e′i1e
′
i2
. . . e′iNu ̸= 0
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とする. すると任意の i ∈ I に対し e′iv = 0が成り立つので, 補題 6.3.4

より v ∈ Q(q)である. v ∈ M は B(g)上 U−
q (g)全体を生成するので,

M = U−
q (g)となり U−

q (g)の既約性が従う.

また再び補題 6.3.4より, B(g)準同型 U−
q (g) → U−

q (g)での 1の像は
Q(q)に入る. したがってそのような準同型はスカラー倍のみである.

定義 6.3.6. B′(g)加群M がQ−-ウェイト加群であるとは, M が部分線型
空間による直和分解

M =
⊕
β∈Q

Mβ

を持ち, Mβ = 0 (β ̸∈ Q−), e
′
iMβ ∈Mβ+αi

, fiMβMβ−αi
が成り立つことを

指す. (Q−については (2.6.1)を見よ.)

以上のことをまとめて, この用語のもとに次の定理を得る.

定理 6.3.7. M をQ−-ウェイト B′(g)加群とする. M 上で fi (i ∈ I)たち
が q-Serre関係式を満たし, さらにM = B′(g)M0が成り立つ仮定する. そ
のときB′(g)加群としての同型M ≃ U−

q (g)⊗Q(q)M0が存在する. 特にM

には B(g)加群の構造が定まる.

Proof. Q−-ウェイトの仮定よりe′iM0 = 0 (i ∈ I)であり,さらにfiたちがq-

Serre関係式を満たすことから,命題 6.3.2よりB′(g)準同型ψ : U−
q (g)⊗Q(q)

M0 →M の存在が従う. M = B′(g)M0より ψは全射である. また U−
q (g)

の既約性から, U−
q (g)⊗Q(q) M0の任意の B′(g)部分加群は, M0のQ(q)部

分空間 V をとって U−
q (g) ⊗Q(q) V とかける. これをKerψに適用すれば,

写像 ψの単射性が従う.

6.4 双対空間U−q (g)
∗と不変内積

定義 6.4.1. U−
q (g)の各ウェイト空間ごとに線型空間の双対を取り, その

直和をとったものを

U−
q (g)

∗ :=
⊕
β∈Q+

Uq(g)
∗
−β, U−

q (g)
∗
−β := HomQ(q)

(
U−
q (g)−β,Q(q)

)
と書く.

注意 6.4.2. I ̸= ∅なら, U−
q (g)

∗ ⊊ HomQ(q)

(
U−
q (g),Q(q)

)
である.
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双対空間 U−
q (g)

∗上にも次のようにして B(g)加群の構造を入れること
ができる.

定義 6.4.3. e′i, fi ∈ EndQ(q)

(
U−
q (g)

)
は, ウェイト空間に制限することで

e′i : U
−
q (g)−β → U−

q (g)−β+αi
および fi : U

−
q (g)−β → U−

q (g)−β−αi
を定める.

これらの転置写像を,

te′i : U
−
q (g)

∗
−β+αi

→ U−
q (g)

∗
−βおよび tfi : U

−
q (g)

∗
−β−αi

→ U−
q (g)

∗
−β

とし,全てのβ ∈ Q+について直和することで te′i,
tfi ∈ EndQ(q)(U

−
q (g)

∗)を
定義する. このとき U−

q (g)
∗上に左 B(g)加群の構造を e′iφ := tf ′

iφ, fiφ :=
te′iφ で定める. 具体的に書けば,

(e′iφ)(u) = φ(fiu), (fiφ)(u) = φ(e′iu)

である. 作用のwell-definednessは anti-involution e′i 7→ fi, fi 7→ e′iの存在
から従う.

B(g)の作用を用いるとU−
q (g)上によい性質を満たす双線型形式が構成

できる.

命題 6.4.4. 各 β ∈ Q+に対し, 次の条件を満たすU−
q (g)−β上のQ(q)双線

型形式
( • , • )−β : U

−
q (g)−β × U−

q (g)−β → Q(q)

が一意に存在する.

(a) (1, 1)0 = 1.

(b) 任意の u ∈ U−
q (g)−β−αi

, v ∈ U−
q (g)−βに対し

(e′iu, v)−β = (u, fiv)−β−αi
.

Proof. 一意性は βの高さについての帰納法から明らかである. また存在
は, β = αi1 + · · ·+ αil , v = fi1fi2 · · · filに対し anti-involutionを用いて

(u, fi1fi2 · · · fil)−β := e′il · · · e
′
i2
e′i1(u) ∈ U

−
q (g)0 = Q(q)

と定めてやればよい. これが条件 (a), (b)をみたすのは明らか.

命題 6.4.5. 任意の β ∈ Q+に対し ( • , • )−βは対称かつ非退化である.
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Proof. (u, e′iv)−β+αi
= (fiu, v)−βが成り立つことを言えば, 条件を満たす

双線型形式の一意性から対称性が従う. そこでこの等式を βの高さに関
する帰納法で示そう. β = 0のときは定義から正しい. 次に β ̸= 0とする
と, 帰納法の仮定から

(fiu, fjv)−β = (e′jfiu, v)−β+αj

= q−(αi,αj)(fie
′
ju, v)−β+αj

+ δij(u, v)−β+αj

= q−(αi,αj)(u, fje
′
iv)−β+αi

+ δij(u, v)−β+αi

= (u, e′ifjv)−β+αi

となり, 等式が成立する. 従って, ( • , • )−βが対称であることがいえた.

( • , • )−β の非退化性も, βの高さに関する帰納法で示す. u ∈ U−
q (g)−β

を ( • , • )−β の根基の元とすると, 任意の i ∈ I と v ∈ U−
q (g)−β+αi

に対し
(e′iu, v)−β+αi

= (u, fiv)−β = 0を満たす. したがって帰納法の仮定より
e′iu = 0となり, 補題 6.3.4より u = 0が従う. つまり ( • , • )−βも非退化で
ある.

これらの双線型形式を全て直和したものを ( • , • ) : U−
q (g) × U−

q (g) →
Q(q)と書こう. これも対称かつ非退化な双線型形式である. これにより
次の命題が得られる.

命題 6.4.6. B(g)加群として

U−
q (g) ≃ U−

q (g)
∗

である.

この同型が B(g)線型であることは, 命題 6.4.4から従う.

注意 6.4.7. 4.3 節で登場した量子シャッフル代数F∗と量子群の関係につ
いてここで触れておこう. F∗の双対Fは自由代数であるから, Fiを fiに
写す自然なQ(q)代数の全射 F ↠ U−

q (g)が存在する. よって双対をとる
と埋め込み U−

q (g)
∗ ↪→ F∗が得られる. 双線型形式による同型で U−

q (g)
∗

にもQ(q)代数の構造が入っており, この埋め込みが積を保つことが計算
により確かめられる.

一方定理 4.3.12は, 指標 chによりQ(q)代数の準同型

ch: Q(q)⊗Z[q,q−1]

⊕
β∈Q+

K(R(β)-gmod)→ F∗
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が得られることを意味している. ここで左辺には合成積による積構造が
入っている. 実はこの準同型 chは単射であり, その像はF∗の中でU−

q (g)
∗

と一致する. この事実は第 8章での categorificationを用いて明らかにさ
れる.

ここで定理 6.3.7の双対として次の定理が成り立つ. これがKLR代数
による量子群の categorificationの証明の鍵となる.

定理 6.4.8. M をQ−-ウェイトB′(g)加群 (定義 6.3.6 参照)とする. M 上
で e′i (i ∈ I)たちが q-Serre関係式を満たし, さらにM0 = {u ∈M | e′iu =

0 (∀i ∈ I)}となっているとき, B′(g)加群としての同型M ≃ U−
q (g)

∗⊗Q(q)

M0が成り立つ. 特にM には B(g)加群の構造が定まる.

Proof. e′i ∈ EndQ(q)(M)で生成される EndQ(q)(M)のQ(q)部分代数を R

とする. 仮定より, fiを e′iに移すQ(q)代数準同型

ξ : U−
q (g)

op → R

が存在する.

U−
q (g)

∗ ⊗Q(q) M0 ≃
⊕
β∈Q+

HomQ(q)

(
U−
q (g)−β,M0

)
⊂ HomQ(q)

(
U−
q (g),M0

)
に注意しよう. そこで π0 : M ↠ M0をM0への射影とし, Q(q)双線型写
像 φ : M × U−

q (g)→M0を

φ(m, a) = π0(ξ(a)m)

と定める. φはQ(q)線型写像M → HomQ(q)(U
−
q (g),M0)を定めるが, M

が Q−-ウェイト加群であることによりこの像は U−
q (g)

∗ ⊗Q(q) M0に入る.

したがってQ(q)線型写像

ψ : M → U−
q (g)

∗ ⊗Q(q) M0

が得られる. 定義より明らかに φ(e′im,u) = φ(m, fiu)である. すると命
題 6.4.5の証明と同様の帰納法により, φ(fim,u) = φ(m, e′iu)かつ任意の
u ∈ U−

q (g)に対し φ(m,u) = 0であればm = 0であることが証明できる.

したがって ψは単射な B′(g)準同型である.

また, ψ(u) = 1⊗u (u ∈M0)なので, 準同型 ψは全射である.
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6.5 Kostant–Lusztig formと大域基底

まず量子群の negative partを Z[q, q−1]上で定義しよう. これは量子群
のKostant–Lusztig formと呼ばれる.

定義 6.5.1. U−
q (g)Z ⊂ U−

q (g)を f
(n)
i (i ∈ I, n > 0)で生成されるZ[q, q−1]

部分代数とする.

これのウェイト空間を
(
U−
q (g)Z

)
λ
:= U−

q (g)Z ∩ Uq(g)λ で定義すると,

U−
q (g)Zも同様にウェイト空間分解

U−
q (g)Z =

⊕
β∈Q+

(
U−
q (g)Z

)
−β

を持つ.(
U−
q (g)Z

)
−β が有限生成 Z[q, q−1]加群であることは自明である. 実は,

次の定理が成り立つ.

定理 6.5.2.
(
U−
q (g)Z

)
β
は Z[q, q−1]上の自由加群であり, Q(q)線形空間

U−
q (g)βの Z[q, q−1]格子をなす.

この証明は略するが, あとに述べる大域基底の存在と密接に関連して
いる.

そこでKostant–Lusztig formについても双対空間を以下で定義する.

定義 6.5.3. 各 β ∈ Q+に対しウェイト空間ごとに双対を取り, その直和
を取ったものを

U−
q (g)

∗
Z :=

⊕
β∈Q+

(
Uq(g))

∗
Z
)
−β,(

U−
q (g)

∗
Z
)
−β := HomZ[q,q−1]

(
(U−

q (g)Z)−β,Z[q, q−1]
)

と書く. Q(q)⊗U−
q (g)

∗
Z ≃ U−

q (g)
∗なので, U−

q (g)
∗
Z ⊂ U−

q (g)
∗と思える. こ

れも Z[q, q−1]格子をなす.

補題 6.5.4. U−
q (g)Zは e′i, f

(n)
i の作用で閉じている. また U−

q (g)
∗
Zは e

′(n)
i ,

fiの作用で閉じている.

Proof. U−
q (g)Zが f

(n)
i で閉じているのは定義から明らか. また e′iの作用に

ついても補題 6.2.2の交換関係から従う. U−
q (g)

∗
Zについての主張はその

双対である.
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次の補題は 定義から明らかである.

補題 6.5.5. β ∈ Q+と u ∈
(
U−
q (g)

∗)
−β にたいして次の二条件は同値で

ある.

(a) u ∈
(
U−
q (g)

∗
Z
)
−β,

(b)
∑

k=1,rmkαik = βとなる任意の r ∈ Z≥0, mk ∈ Z>0, ik ∈ I (1 ≤ k ≤
r) に対して

e′i1
(m1) · · · e′ir

(mr)u ∈
(
U−
q (g)

∗
Z
)
0
.

従って次の命題が成り立つ.

命題 6.5.6. K ⊂ U−
q (g)

∗を e
′(n)
i , fiの作用で不変なZ[q, q−1]加群で,次の

条件 (a)–(c)を満たすとする.

(a) 重み分解K =
⊕

β∈QKβ (Kβ :=K ∩
(
U−
q (g)

∗)
β
)をもつ.

(b) K0 =
(
U−
q (g)

∗
Z
)
0
.

(c) β ∈ Q+ \ {0}, u ∈ (U−
q (g)

∗)−β とする. e
′(n)
i u ∈ Kが任意の n ∈ Z>0

と i ∈ Iに対して満足されれば, u ∈ Kである.

そのときK = U−
q (g)

∗
Zである.

U−
q (g)

∗
Zには大域基底と呼ばれる良い基底が定まることが知られている

9.

定義 6.5.7. Q代数としての involution • : U−
q (g) → U−

q (g)を q := q−1,

fi := fi によって定義する. またこれを用いて, • : U−
q (g)

∗ → U−
q (g)

∗を
φ(u) = φ(u)で定義する. これらを量子群の bar involutionと呼ぶ.

注意 6.5.8. この bar involutionは内積による同型 U−
q (g)

∗ ≃ U−
q (g) (命

題 6.4.6) では保たれない.

定理 6.5.9 (柏原 [Kas91, Kas93]). 次の条件 (a)–(g)を満たす U−
q (g)

∗
Zの

Z[q, q−1] 加群としての基底 B が唯一つ存在する. 以下 bは B の任意の
元10とし, εi(b) := max{k ≥ 0 | e′ki b ̸= 0}とおく.

(a) Bはウェイト分解を持つ. すなわちBλ := B ∩ Uq(g)λとおくと, B =⊔
β∈Q+

B−β.

9詳しくは柏原自身による解説 [Kas95]を参照.
10通常の記法では大域基底の元は Gup(b)や Glow(b)などと書かれる.
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(b) 1∗ ∈ B. ここで {1∗} ⊂ Uq(g)
∗
0は {1} ⊂ Uq(g)0の双対基底である.

(c) e′ib ̸= 0のとき, ẽib ∈ Bで

e′ib = [εi(b)]iẽib+
∑
b′∈B,

εi(b
′)<εi(b)−1

E
(i)
bb′b

′ (
E

(i)
bb′ ∈ qq

1−εi(b)
i Z[q]

)

を満たすものが唯一つ存在する.

(d) f̃ib ∈ Bで

fib = q
−εi(b)
i f̃ib+

∑
b′∈B,

εi(b
′)<εi(b)+1

F
(i)
bb′ b

′ (
F

(i)
bb′ ∈ qq

−εi(b)
i Z[q]

)

を満たすものが唯一つ存在する.

(e) ẽif̃ib = b.

(f) e′ib ̸= 0ならば f̃iẽib = b.

(g) b = b.

この B を U−
q (g)

∗
Z の (上側)大域基底という. またこれの双対基底を

U−
q (g)Zの (下側)大域基底という. gのCartan行列が対称であるとき, 下
側大域基底はLusztig [Lus90a, Lus90b]が幾何学的に構成した標準基底と
一致することが知られている (9.2節参照).

例 6.5.10.

• A1型 (g = sl2, I = {1})のとき, 下側大域基底は
{
f
(n)
1 | n ≥ 0

}
であ

る. また上側大域基底は {qn(n−1)/2fn1 · 1∗ | n ≥ 0}と書ける.

• A2型 (g = sl3, I = {1, 2})のとき, 下側大域基底は{
f
(a)
1 f

(b)
2 f

(c)
1 , f

(c)
2 f

(b)
1 f

(a)
2 | b ≥ a+ c

}
で与えられる. ただし b = a + cのときは f

(a)
1 f

(b)
2 f

(c)
1 = f

(c)
2 f

(b)
1 f

(a)
2

が成り立つ.

なお, このように単項式で下側大域基底が書けるのは A2型までである.
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7章 NilHecke代数の表現論
半単純Lie代数や量子群の表現論において,もっとも基本的なのは sl2と

Uq(sl2)の表現論である. したがって量子群の categorificationを考えるに
あたっても, まず考えるべきは sl2-caseである. この場合, 対応するKLR

代数は nilHecke代数と呼ばれる代数になっている. その性質と表現論を
調べよう.

7.1 定義と基本的性質

この章全体を通じて I = {i}はただ一つの元 iからなるとし, A1型の
ルート系を考える. I = {i}だから In = {(i, . . . , i)}も 1元集合であり, し
たがってRn = R(nαi)が成り立つ. A1型ルート系に付随するKLR代数
Rnは生成元 x1, . . . , xn, τ1, . . . , τn−1と関係式

xkxk′ = xk′xk,

τkxl = xsk(l)τk if l ̸= k, k + 1,

τkxk+1 − xkτk = xk+1τk − τkxk = 1,

τkτk′ = τk′τk if |k − k′| > 1,

τk+1τkτk+1 = τkτk+1τk,

τ 2k = 0

で定義される代数であり, deg xk = − deg τk = (αi, αi)により次数が定ま
る. この代数を nilHecke代数という.

NilHecke代数では組紐関係式が厳密に成り立つため, τw := τk1τk2 · · · τkl
はw の最短表示 w = sk1sk2 · · · skl ∈ Sn の取り方によらずwell-definedで
ある. 今の場合 τ 2k = 0なので

τwτw′ =

{
τww′ if ℓ(ww′) = ℓ(w) + ℓ(w′),

0 if ℓ(ww′) < ℓ(w) + w(w′)

が補題 2.3.3と同様にして成り立つ. またKLR代数の基底定理 2.3.1は今
の場合

Rn =
⊕
w∈Sn

k[x1, . . . , xn]τw

となる.
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Rnの多項式表現 (定理 2.4.2)は nilHecke代数の場合Pn = k[x1, . . . , xn]
となる. この作用は τkに差分商作用素 ∂kを対応させることに他ならない.

注意 4.2.4で注意したとおり, Pnは次数付き Rn加群である. Rn加群と
して

Pn ≃ Rn/
(n−1∑
k=1

Rnτk

)
(7.1.1)

という同型がある.

また Pnは忠実であるから, 補題 2.4.3より次の交換関係が従う.

補題 7.1.1. 任意の f(x1, . . . , xn) ∈ Pnと 1 ≤ k ≤ nに対し, Rnの中で

τkf = sk(f)τk + ∂k(f)

が成り立つ.

7.2 多項式表現と森田同値

NilHecke代数の場合, 多項式表現が射影的直既約になるという著しい
性質がある. まずはそのことを示そう.

定義 7.2.1. wn ∈ SnをSnの最長元とし, bn := τwnx2x
2
3 · · · xn−1

n とおく.

この bnは, この節だけでなく 8.3 節でも用いるので, その性質をまとめ
ておく.

補題 7.2.2. bnは次の性質をもつ.

(i) 1 ≤ k < nに対して, τkbn = 0.

(ii) b2n = bn.

(iii) bnτwn = τwn .

(iv) bn − 1 ∈
∑n−1

k=1 Rnτk.

(v) k, k′ ≥ 0に対して,

bn+k+k′
(
e(ik)⊠ bn ⊠ e(ik

′
)
)
=
(
e(ik)⊠ bn ⊠ e(ik

′
)
)
bn+k+k′ = bn+k+k′ .
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(vi) bnはつぎの漸化式を満たす.

bn = τ1 · · · τn−1 · xn−1
n

(
bn−1 ⊠ e(i)

)
= τn−1 · · · τ1 · x2 · · · xn

(
e(i)⊠ bn−1

)
.

(vii) Rnで次の等式が成り立つ.

bnτ1 · · · τn−1

(
bn−1 ⊠ e(i)

)
= τ1 · · · τn−1

(
bn−1 ⊠ e(i)

)
bnτn−1 · · · τ1

(
e(i)⊠ bn−1

)
= τn−1 · · · τ1

(
e(i)⊠ bn−1

)
.

Proof. (i) は, 任意の 1 ≤ k ≤ n − 1に対し τkτwn = 0となることから
従う.

(vi) wn = s1 · · · sn−1wn−1より,

bn = τ1 · · · τn−1τwn−1x2x
2
3 · · · xn−1

n

= τ1 · · · τn−1x
n−1
n τwn−1x2x

2
3 · · · xn−2

n−1

= τ1 · · · τn−1 · xn−1
n

(
bn−1 ⊠ e(i)

)
を得る. 同様に, τwn = τn−1 · · · τ1

(
e(i)⊗ τwn−1

)
より,

bn = τn−1 · · · τ1
(
e(i)⊗ τwn−1

)
(x2 · · · xn)(x3x24 · · · xn−2

n )

= τn−1 · · · τ1(x2 · · · xn)
(
e(i)⊠ τwn−1

)
(x3x

2
4 · · · xn−2

n )

= τn−1 · · · τ1(x2 · · · xn)
(
e(i)⊠ bn−1

)
を得る.

(iv) nに関する帰納法で証明しよう. (vi)を用いれば,
∑n−1

k=1 Rnτkを法
として,

bn = τ1 · · · τn−1 · xn−1
n

(
bn−1 ⊠ e(i)

)
≡ τ1 · · · τn−1 · xn−1

n

≡ ∂1 · · · ∂n−1(x
n−1
n )

= 1

が成り立つ. 最後の等式は ∂k
(
xlk+1 +

∑
j<l k[xk+2, · · · , xn]xjk+1

)
⊂

xl−1
k +

∑
j<l−1 k[xk+1, · · · , xn]xjkから従う.
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(iii) は, (iv)と τkτwn = 0から直ちに従う.

(ii) は (iii)から直ちに従う.

(vii) τwn = τ1τ2 · · · τn−1(τwn−1 ⊠ e(i)) と bnτwn = τwnより

bnτ1τ2 · · · τn−1

(
bn−1 ⊠ e(i)

)
= bnτwnx2x

2
3 · · · xn−2

n−1

= τwnx2x
2
3 · · · xn−2

n−1

= τ1τ2 · · · τn−1

(
bn−1 ⊠ e(i)

)
が成り立つ. 同様に

bnτn−1 · · · τ1
(
e(i)⊠ bn−1

)
= bnτwnx3 · · · xn−2

n

= τwnx3 · · · xn−2
n

= τn−1 · · · τ1
(
e(i)⊠ bn−1

)
となる.

注意 7.2.3. ここでは証明を略するが, bk = τkxk+1とおくと, {bk}1≤k<n
は組紐関係式と b2k = bk を満たす. 従って, 任意の w ∈ Sn に対して
bw :=bk1 · · · bkl は wの最短表示w = sk1 · · · sklの取り方によらない. 実は,

bn = bwnとなっている. 従って, bnbk = bkbn = bnが成り立つ. 補題 7.2.2

(ii), (v)はこれより直ちに従う.

補題 7.2.2 (ii)より Rnbnは射影的Rn加群である.

補題 7.2.4. また射影的 Rn 加群 Rnbn は次数付けも込めて Pn と同型で
ある.

Proof.

bn = xn−1
1 xn−2

2 · · · xn−1τwn + (τwについて低次の項)

と書けるので, 基底定理 定理 2.3.1 より k線型空間としての同型Rnbn =

Pnbn ≃ Pnが成り立つ. (7.1.1)と τkbn = 0によって, Rnbnは多項式表現
Pnと同型である. deg bn = 0であるから, この同型は次数も保つ.

この表現 Pn ≃ Rnbnを経由することにより, Rn加群をより簡単な代数
上の加群に翻訳して考えることができる. 必要となるのは以下の 3つの補
題である.
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補題 7.2.5. RnbnRn = Rnが成り立つ.

Proof. 補題 7.2.2 (iii)により 1 ∈ RnτwnRnを示せばよい. 以下これを n

に関する帰納法で示す. n = 0, 1のときは自明なので n > 1とする. まず
1 ≤ a ≤ n− 1のとき

xnτwn−1τn−1 · · · τa = τwn−1xnτn−1 · · · τa
= τwn−1(τn−1xn−1 + 1)τn−2 · · · τa
= τwn−1τn−1xn−1τn−2 · · · τa
= τwn−1τn−1(τn−2xn−2 + 1)τn−3 · · · τa
· · ·
= τwn−1τn−1 · · · τa+1(τaxa + 1)

が従う. これより τwn−1τn−1 · · · τa+1 ∈ Rnτwn−1τn−1 · · · τaRn が言えた.

この主張を a = 1, 2, . . . , n − 1と順番に使うことで, 最終的に τwn−1 ∈
RnτwnRn を得る. τwn = τwn−1τn−1 · · · τ1に注意せよ. 帰納法の仮定より,

1 ∈ Rnτwn−1Rn ⊂ RnτwnRnとなる.

Snを対称多項式環 Sn := k[x1, . . . , xn]Snとおく. 補題 2.6.4に見たよう
に, SnはRnの中心と一致する.

補題 7.2.6. 次数付き k代数の同型 EndRn(Pn) ≃ Snが成り立つ.

Proof. φ ∈ EndRn(Pn)とする. φはRn加群の準同型だから, 特に任意の
多項式 f(x1, . . . , xn) ∈ Pnに対し φ(f) = fφ(1)が成り立つ. よって φの
値は φ(1)のみで決まっている. さらに任意の k = 1, . . . , n− 1に対し,

0 = φ(0) = φ(τk · 1) = τk · φ(1)

が成り立つ. τkは Pnに差分商作用素として作用するので, これはφ(1)が
対称多項式であるという事に他ならない. よって φ(1) ∈ Snが成り立つ.

逆に, 対称多項式 f(x1, . . . , xn) ∈ Snが与えられれば, φ(g) := gfと定め
ることで φ ∈ EndRn(Pn)が定まる. 故に求める同型 EndRn(Pn) ≃ Snを
得る.

Pnは Sn加群として有限生成かつ自由であることは良く知られた事実
であるが, ここでは具体的に Schubert多項式と呼ばれるものが基底とな
ることを示すことによって証明しよう.
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定義 7.2.7. w ∈ Sn に対し v := w−1wn とおき, Schubert多項式 Sw ∈
k[x1, . . . , xn]を

Sw := (−1)ℓ(v)τv(xn−1
1 xn−2

2 · · · xn−1)

で定義する.

その性質をいくつか述べる.

補題 7.2.8. Schubert多項式 Swは次の性質をもつ.

(i) w ∈ Snに対し, Swは ℓ(w)次の斉次多項式である.

(ii) u, v ∈ Snに対し, w = uvとおくと

(−1)ℓ(v)τv · Sw =

{
Su if ℓ(w) = ℓ(u) + ℓ(v),

0 otherwise.

(iii) m ≤ nに対し, wmをSmの最長元とするとき,

Swm = xm−1
1 xm−2

2 · · · xm−1.

特に Swは埋め込みSm ↪→ Snの下で不変である.

(iv) ℓ(v) ≥ ℓ(w)を満たす任意の v, w ∈ Snに対し, (−1)ℓ(v)τv · Sw = δvw
が成り立つ.

Proof. (i), (ii)は定義から明らか. (iii)は τwn = τwn−1τn−1 · · · τ2τ1より(
(−∂n−1) · · · (−∂2)(−∂1)

)
· (xn−1

1 xn−2
2 · · · xn−1)

= xn−2
1 xn−3

2 · · · xn−2

(7.2.1)

から従う. これらを用い (iv)を示す. もし ℓ(v) > ℓ(w)ならば, ∂vSw
は次数が負になるので, 0になる. 一方 ℓ(v) = ℓ(w)とすると, ℓ(w) =

ℓ(v) + ℓ(wv−1)を満たすのは v = wのときに限るため,

(−1)ℓ(v)∂vSw =

{
S1 = 1 if v = w,

0 otherwise

となる.
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補題 7.2.9. Pnは Sn加群として有限生成かつ自由である. またその基底
として Schubert多項式 {Sw | w ∈ Sn}が取れる.

Proof. まず Swたちの一次独立性を示す. f =
∑

w∈Sn
fwSw (fw ∈ Sn)と

おき, f = 0となったとする. w ∈ Snとするとき, もし ℓ(v) > ℓ(w)に対
し fv = 0であれば

0 = ∂wf =
∑
v∈Sn

ℓ(v)≤ℓ(w)

fv(∂wSv) = (−1)ℓ(w)fw

となる. よって帰納的に任意のw ∈ Snに対し fw = 0となる.

続いて Pnが Swたちで生成されることを示す. f ∈ Pnを勝手な多項式
とする. N = ℓ(wn) + 1とおき, 多項式の列 fN , fN−1, . . . , f0 ∈ Pnを

fN := f, fk := fk+1 −
∑
w∈Sn
ℓ(w)=k

(−1)ℓ(w)(∂wfk+1)Sw

で定める. 特に f0 = f1 − f1 = 0である. したがってここに現れる各係数
∂wfℓ(w)+1が Snの元であれば, f が Swたちの Sn一次結合で書けたことに
なる. そこで, 任意のw ∈ Snに対し ℓ(w) = k − 1であれば ∂wfk ∈ Snと
なることを, kについて上から帰納法で示そう. これは ℓ(w) = kであれば
∂wfk = 0を満たすことと同値である. まず k = N では自明である. 次に
k + 1でこれが正しいとすると, 補題 7.2.8 (iv)より ℓ(w) = kのとき

∂wfk = ∂wfk+1 −
∑
ℓ(v)=k

(−1)ℓ(v)(∂vfk+1)(∂wSv) = ∂wfk+1 − ∂wfk+1 = 0

となる. これで命題が確かめられた.

以上をまとめて, 次の定理を得る.

定理 7.2.10. Rnと Snは森田同値である. すなわち, 圏同値Rn-gMod ≃
Sn-gModが

Rn-gMod −−→ Sn-gMod, Sn-gMod −−→ Rn-gMod

M 7−→ bnM, N 7−→ Pn ⊗Sn N

で与えられる. さらに, この圏同値はRn-gmod ≃ Sn-gmodとRn-gproj ≃
Sn-gprojを誘導する.
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これは次の一般的な定理から直ちに得られる.

定理 7.2.11. Aを次数付環, e ∈ A0をその冪等元 (すなわち e2 = e)とす
る. さらに

A = AeA

を仮定する. そのとき

A-gMod −−→ (eAe)-gMod, (eAe)-gMod −−→ A-gMod

M 7−→ eM, N 7−→ Ae⊗eAe N

は互いに準逆 (quasi-inverse)11である.

Proof. 任意のM ∈ A-gModに対して

eM ≃ eA⊗AM(7.2.2)

となることは明らかである. 従って

eA⊗A Ae ∼−→ eAe,(7.2.3)

Ae⊗eAe eA ∼−→ A(7.2.4)

をいうとよい. (7.2.3)は, (7.2.2)から従う.

掛け算がひきおこす A両側加群の準同型 φ : Ae ⊗eAe eA −−→ A が同
型をいおう. 仮定より, ある n ≥ 1, ak, bk ∈ A (1 ≤ k ≤ n) があって
1 =

∑n
k=1 akebkを満たす. ψ : A→ Ae⊗eAe eAをψ(x) =

∑n
k=1 xake⊗ ebk

で定義する. φと ψが互いに逆であることを示せば良い.

x, y ∈ Aに対して,

φψ(x) = φ(
n∑
k=1

xake⊗ ebk) =
n∑
k=1

xakebk = x

であり,

ψφ(xe⊗ ey) = ψ(xeey) =
n∑
k=1

xeeyake⊗ ebk

=
n∑
k=1

xe⊗(eyake)ebk = xe⊗ ey

である.
11C , C ′ を圏とする. 関手 F : C → C ′, G : C ′ → C が互いに準逆とは F ◦G ≃ idC ′ ,

G ◦ F ≃ idC となることである.
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系 7.2.12. Rn加群としての直和分解

Rn =
⊕
w∈Sn

PnτwnSw

が成り立つ. また右辺の直和成分は Pn
⟨(
ℓ(wn) − ℓ(w)

)
(αi, αi)

⟩
と同型で

ある.

Proof. 森田同値により Sn-gproj に移して考える. bnRn = τwnPn に補
題 7.2.9を適用すればよい.

7.3 単純加群

この節以降からは kを体とする. x1, . . . , xnの k次基本対称式を ekと表
すと e1, . . . , enは k上代数的に独立で, Snは多項式環 k[e1, . . . , en]と同型
である. よって単純 Sn加群の構造は簡単に分かる.

補題 7.3.1. 単純 Sn加群は, 次数の差を除けば e1, . . . , enが全て 0で作用
する 1次元加群 kvのみである. また deg v = 0と定めると, kvの射影被
覆は Sn自身である.

Proof. ek ∈ Snをかける操作はいずれも次数を上げる. よって 0でない
任意の有限生成 Sn 加群M に対し, ekM は真の部分 Sn 加群となる. 特
にM を単純加群とすると, e1, . . . , enは全て 0で作用する. よってM に
は Sn/

(∑n
k=1 Snek

)
≃ k が作用する. 従って M が単純であることから

dimkM = 1が従う. また Snは 0, 1以外の冪等元を持たないので直既約
な射影的加群である. よって自然な全射 Sn → kvが kvの射影被覆を定め
る.

SnとRnが森田同値であることから, 単純Rn加群も次数の差を除いて
Pn ⊗Sn kvただ 1つしかない. またその射影被覆は Pn ⊗Sn Sn ≃ Pnであ
る. この単純加群の表示は少々使いづらいので, 次のようにして別の定義
を与える.

定義 7.3.2. 上と同様 x1, . . . , xnが全て 0で作用する 1次元Pn加群 kvnを
考える. ただしその次数を deg vn = ℓ(wn)(αi, αi)と定める. これを用いて
Rn加群 Lnを Ln := IndRn

Pn
kvn = Rn ⊗Pn kvnと定める.

命題 7.3.3. Ln, Pnは次の性質をもつ.
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(i) Ln ≃ Pn ⊗Sn kvである. また Ln =
⊕

w∈Sn
kτwvnである.

(ii) Lnは既約Rn加群である. 逆に, 任意の既約Rn加群は, 次数のずれ
を除いて, Lnに同型である.

(iii) Pnは直既約射影Rn加群. 逆に, 任意の直既約射影Rn加群は, 次数
のずれを除いて, Pnに同型である.

(iv) Lnは絶対既約 (EndRn(Ln) ≃ k)である.

Proof. (i) Ln =
⊕

w∈Sn
kτwvnは基底定理から従う. 単純Rn加群は（同

型と次数のずれを除いて）Pn⊗Sn kv しかないので, Ln ≃ Pn⊗Sn kvを言う
には, 両者の次元が等しいことを言うと良い. 補題 7.2.9よりPn⊗Sn kv =⊕

w∈Sn
kSwvとなるから,

qdimk Ln = q
ℓ(wn)
i [n]i! = qdimk(Pn ⊗Sn kv)(7.3.1)

となる.

(ii), (iii), (iv) は, 補題 7.3.1から従う.

続いて, LnのRn−1加群としての構造を調べる.

補題 7.3.4. Lnの部分Rn−1加群は下のいずれかのみである:

0 = xnnLn ⊊ xn−1
n Ln ⊊ · · · ⊊ x2nLn ⊊ xnLn ⊊ Ln.

特に Rn−1加群としての Lnの headは Ln/xnLn, socleは xn−1
n Lnであり,

どちらも単純である.

Proof. deg xn > 0かつ Lnは有限次元なので, xn0
n Ln = 0を満たす最小の

n0 ≥ 0をとれる. xnを掛ける写像 xknLn/x
k+1
n Ln → xk+1

n Ln/x
k+2
n Lnは全

射Rn−1準同型なので, 次元に関する不等式

dimk(Ln/xnLn) ≥ dimk(xnLn/x
2
nLn)

≥ · · · ≥ dimk x
n0−1
n Ln ≥ dimk Ln−1 = (n− 1)!

が成り立つ. 従って,

n! = dimk Ln =

n0−1∑
k=0

dimk x
k
nLn/x

k+1
n Ln ≥ n0(n− 1)!.
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よって n ≥ n0である. 一方 τ1τ2 . . . τn−1x
n−1
n τwnvn = τwnvn ̸= 0なので

xn−1
n Ln ̸= 0である. これより n0 ≥ nであり, n0 = nかつ 0 ≤ k < n

に対し dimk(x
k
nLn/x

k+1
n Ln) = (n − 1)!でなければいけない. したがって

xnnLn = 0であり xknLn/x
k+1
n Ln (0 ≤ k < n)は全て既約Rn−1加群である.

従って, 補題は次の補題 7.3.5から従う. 対称多項式 x1+ · · ·+xn−1+xn
は Lnに 0で作用するので, xnu = −(x1 + · · · + xn−1)uが任意の u ∈ Ln
に対して成り立ち, 下の条件 (a)が満たされることに注意しよう.

補題 7.3.5. Aを環, M をA加群, f をA加群M の自己準同型, n ∈ Z>0

とし, 次の (a)–(c)を仮定する.

(a) 任意の x ∈M に対して, f(x) = axとなるような a ∈ Aが存在する.

(b) 0 ≤ k ≤ n− 1なら fk(M)/fk+1(M)は既約A加群である.

(c) fn = 0.

そのとき, M の部分 A加群は fk(M) (0 ≤ k ≤ n)に限る. 特に, M の
headはM/f(M), socleは fn−1(M)であり, どちらも既約である.

Proof. 部分A加群N ⊂ M に対し, p(N) ≥ 0を f p(N)(M) ⊂ N をみたす
最小の数とする. p(N) ≤ nである. 各 k ≥ 0について, p(N) = kを満た
すN ⊂M は fk(M)しかないことを kに関する帰納法で証明する.

まずk = 0のときは自明である. そこでk > 0とし, N ⊂Mがp(N) = k

を満たすとしよう. 部分A加群 L ⊂M を

L = f−1(N) := {y ∈M | f(y) ∈ N}

とおく. すると定義から明らかに p(L) = k − 1であるので, 帰納法の
仮定より L = fk−1(M)である. 一方 (a)より f(N) ⊂ AN ⊂ N なの
で, N ⊂ Lとなる. これより fk(M) ⊂ N ⊊ fk−1(M)が成り立つので,

fk−1(M)/fk(M)の既約性からM = fk(M)が従う.

補題 7.3.6. Aをk代数とする. Sが既約A加群ならS⊗kLnは既約A⊗kRn

加群である. 逆に, M が 既約A⊗k Rn加群なら, ある既約A加群 Sが存
在して, M ≃ S ⊗k Lnとなる.

Proof. これは, 既約Rn加群が次数のずれを除いてLnに限ることと, 絶対
既約性 EndRn(Ln) ≃ k から明らかである.
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補題 7.3.7. Aを k代数, S を既約 A加群とする. そのとき S ⊗k Ln の
A⊗k Rn−1部分加群は S ⊗k x

k
nLn (0 ≤ k ≤ n)に限る. 特にA⊗k Rn−1加

群としての S⊗k Lnの headは S⊗k (Ln/xnLn), socleは S⊗k x
n−1
n Lnであ

り, どちらも単純である.

Proof. 補題 7.3.6と補題 7.3.5を用いれば, 補題 7.3.4から容易に導かれ
る.

7.4 nilHecke代数とKLR代数

この節からは一般のルート系をとる. 従って, i ∈ I, l ∈ Z≥0に対して
R(lαi)は nilHecke代数となる. 多項式表現の次数を

dl(i) := ℓ(wl)
(αi, αi)

2
=
l(l − 1)

2

(αi, αi)

2
= −1

2
deg τwl

e(il)(7.4.1)

だけ下げたものを

P (il) := Pl⟨dl(i)⟩ ≃
R(lαi)⟨dl(i)⟩∑l−1

k=1R(lαi)⟨dl(i)⟩τk
,

その既約な headを

L(il) := Ll⟨dl(i)⟩ ≃
R(lαi)⟨−dl(i)⟩∑l

k=1R(lαi)⟨−dl(i)⟩xk
,

と書こう. この次数のずらしによって, 次の命題 7.4.1でみるようにP (il),

L(il)は自己双対となる.

次章ではこれらのR(lαi)加群を用いて量子群の categorificationを定義
する. そこで必要となる命題をまとめておこう.

命題 7.4.1. R(lαi)加群M に対し, 作用を anti-involution ψ (補題 2.1.4

参照) でひねった右R(lαi)加群をMψと表す. このとき次が成立する.

(i) L(il) ◦ L(i) ≃ L(il+1)⟨l(αi, αi)/2⟩.

(ii) Homgr
k
(
L(il), k

)
≃ L(il)ψ.

(iii) Homgr
R(lαi)

(
P (il), R(lαi)

)
≃ P (il)ψ.

(iv) P (il)ψ ⊗R(lαi) L(i
l) ≃ k.
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(v) R(lαi) ≃ [l]i!P (i
l). ここに [l]i!は関手

[l]i! := [1]i[2]i · · · [l]i, [l]iM :=
l−1⊕
k=0

M⟨(k − (l − 1)/2)(αi, αi)⟩

である.

Proof. (i) Lm ◦ Ln ≃ Lm+nなので (i)を得る.

(ii) qi = q(αi,αi)/2として, Pn = k[x1, . . . , xl], S = k[e1, · · · , el]より

qdimPl = (1− q2i )−l

qdimSl =
1∏l

k=1(1− q2ki )

である. したがって, Ll ≃ Pl ⊗Sl kより qdimLi =
qdimPl
qdimSl

=

q
l(l−1)/2
i [l]i!である. これから

qdimL(il) = [l]i!

となる. よって qdim
(
Homgr

k
(
L(il),k

))
= qdimL(il) である. 一方,

Homgr
k
(
L(il), k

)ψ も L(il)も単純 R(lαi)加群で,単純 R(lαi)加群の
同型類は次数を除いて唯一なので, (ii)を得る.

(iii) 系 5.6.2によって Homgr
R(lαi)

(
P (il), R(lαi)

)
は, Homgr

k
(
L(il),k

)
の

射影被覆である. 従って, (ii)より (iii)が導かれる.

(iv) は (iii)とHomgr
R(lαi)

(
P (il), L(il)

)
≃ kより従う.

また, 次のように直接に証明もできる. Pl = Rlbl と b2l = bl (補
題 7.2.1 (ii))よりHomgr

Rl
(Pl, Rl) ≃ blRlである. 補題 7.2.1 (iii)を

もちいれば blRl = τwl
Rlである. ψ(wl) = wlだから,

Homgr
Rl
(Pl, Rl)

ψ ≃ (τwl
Rl)

ψ ≃ Rlτwl

となる. 一方, x2 · · · xn−1
n を右から掛けることにより得られる写像

aτwl
7→ (aτwl

)(x2 · · · xn−1
n ) = ablは,同型Rlτwl

∼−→Rlbl⟨ l(l−1)
2

(αi, αi)⟩
を与える. よって, Homgr

Rl
(Pl, Rl)

ψ ≃ Pl⟨ l(l−1)
2

(αi, αi)⟩ となり (iv)

を得る.
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(v) R(lαi) ≃ Homgr
Sl(P (i

l), P (il))より,

qdimR(lαi) = (qdimP (il))
(qdimP (il)

qdimSl

)−
である. ここに f(q)− = f(q−1)である.

qdimP (il)

qdimSl
=
q
−l(l−1)/2
i

∏l
k=1(1− q2ki )

(1− q2i )l
= [l]i!

とあわせて, qdimR(lαi) = qdim
(
[l]i!P (i

l)
)
を得る. R(lαi), [l]i!P (i

l)

はともに有限生成射影R(lαi)加群で, 直既約射影R(lαi)加群の同型
類は次数を除いて唯一なので, (v)を得る.

8章 量子群のcategorification

全ての準備が整ったので, いよいよ主定理の証明を行う. 引き続き kを
体とし, ルート系などに関する記号はこれまでのものを踏襲し, KLR代数
は, ルート系に付随したものとする. 即ち, Qij(u, v)は (4.2.1)を満たすも
のと仮定する.

8.1 関手の定義

全ての β ∈ Q+にわたるGrothendieck群の直和⊕
β∈Q+

K
(
R(β)-gmod

)
を考える. この節ではまず, この加群の上に作用素 e′i, fi (i ∈ I)を定義す
る. これらの作用素は, Grothendieck群を取る前の圏のレベルで構成する
ことができる. それには前章で構成した nilHecke代数R(lαi)の表現P (il)

と L(il)を用いる.

ここで β ∈ Q+, l ≥ 0とする. さらに β − lαi ∈ Q+ と仮定する.

R(β − lαi) ◦ P (il)は R(β − lαi)自身の右 R(β − lαi)加群構造を使うこ
とで

(
R(β), R(β − lαi)

)
双加群になる. KLR代数の anti-involution ψ (補

題 2.1.4) でこの作用をひねったものを
(
R(β − lαi) ◦P (il)

)ψと書くと, こ
れは

(
R(β − lαi), R(β)

)
双加群である.
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定義 8.1.1. 関手E
(l)
i を

E
(l)
i : R(β)-gmod −−→R(β − lαi)-gmod

M 7−→
(
R(β − lαi) ◦ P (il)

)ψ ⊗R(β) M

で定義する. l = 1の時は単にEi := E
(1)
i と書く.

R(β)加群R(β − lαi) ◦ P (il)は射影的なので特に平坦であり, したがっ
て関手E

(l)
i は完全関手である. よってE

(l)
i はGrothendieck群の間の写像

e
′(l)
i : K(R(β)-gmod)→ K(R(β− lαi)-gmod)を誘導する. E

(l)
i は次数シフ

トと可換なので, e
′(l)
i は Z[q, q−1]準同型である.

合成積の定義と自然な同型ψ : R(β)op ≃ R(β)を用いると, M をR(β −
lαi)⊗k R(lαi)加群に制限して

E
(l)
i M ≃

(
R(β − lαi)⊗k P (i

l)ψ
)
⊗R(β−lαi)⊗kR(lαi) M(8.1.1)

とも書ける. これから特にEiの別の表示が導かれる.

n := ht(β), e(n− 1, i) :=
∑

ν∈In, νn=i

e(ν)

とおくと, P (i) = R(αi) = R1e(i)なので,(
R(β − αi) ◦ P (i)

)ψ
= e(n− 1, i)R(β)

である. よって左R(β − αi)加群として

EiM ≃ e(n− 1, i)M

となる.

記号E
(l)
i は divided powerを連想させるが, 実際にそうなっていること

を確認しておく.

補題 8.1.2. 関手の自然同値

[l]i!E
(l)
i ≃ El

i : R(β)-gmod→ R(β − lαi)-gmod

が成り立つ (記号については命題 7.4.1参照). 特にGrothendieck群に移
行すると,

⊕
β∈Q+

K
(
R(β)-gmod

)
上の作用素として [l]i!E

(l)
i = El

i が成り
立つ.
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Proof.

e(n− l, il) :=
∑

ν∈In,νl+1=···=νn=i

e(ν)

とおくと, EiM = e(n− 1, i)M を繰り返し適用することで

El
iM = e(n− l, il)M ≃

(
R(β − lαi)⊗k R(lαi)

)
⊗R(β−lαi)⊗kR(lαi) M

を得る. 命題 7.4.1より R(lαi)加群として R(lαi) ≃ [l]i!P (i
l)なので, 上

の表示と (8.1.1)を見比べて望む結論を得る.

続いて関手 F ′
i を, 単純R(αi)加群 L(i)を用いて

F ′
i : R(β)-gmod −−→ R(β + αi)-gmod

M 7−→M ◦ L(i)

で定義する. 命題 2.7.5で示した通り, 合成積 ◦は完全関手である. よって
関手 F ′

i は完全で, Grothendieck群の間の Z[q, q−1]準同型

fi : K
(
R(β)-gmod

)
→ K

(
R(β + αi)-gmod

)
を誘導する.

我々の最初の目標は次の定理である.

定理 8.1.3. 以上で定義した作用素 e′i, fi (i ∈ I)により,⊕
β∈Q+

Q(q) ⊗
Z[q,q−1]

K
(
R(β)-gmod

)
はQ−-ウェイトB(g)加群となる. またR0 ≃ kの自然な 1次元表現を kと
書くとき, [k] ∈ K(R0-gmod)を 1∗ ∈ U−

q (g)
∗
0に写す B(g)加群の同型

Q(q)⊗Z[q,q−1]

⊕
β∈Q+

K
(
R(β)-gmod

)
≃ U−

q (g)
∗

が存在する.

必要な命題の証明は後に回して, 証明の粗筋を述べよう. まず e′i, fiた
ちが q-Boson関係式を満たすことを確認する (定理 8.2.3). これにより上
記の空間にQ−-ウェイトB′(g)加群の構造が定まる. 次に e′iたちが q-Serre

関係式を満たすことを証明し (定理 8.3.3), 最後に全ての e′iで消される元
は [k]の定数倍に限られることを示す (系 8.4.12). よって定理 6.4.8が適
用でき, 上の同型が得られる.
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8.2 q-Boson関係式

まずは関手から誘導された準同型 e′i, fiが q-Boson関係式を満たすこと
を確かめる.

命題 8.2.1. Rnは次の分解をもつ.

(i) Rn+1 = RnτnRn ⊕ (Rn ⊠R1)である.

(ii) また次数付きを除いて, 両側Rn加群としての準同型

Rn ⊗Rn−1 Rn −−→ RnτnRn, (a⊗ b 7→ aτnb)

は同型である.

Proof. (ii)の写像は, τnが任意のRn−1の元と交換するので, well-defined

である.

さてKLR代数の基底定理から, 右Rn加群としての同型

Rn+1 =
n+1⊕
k=1

τk · · · τn−1τnk[xn+1]
⊕IRn

が成り立つ. この右辺の表示のもと, Rn ⊠ R1 = k[xn+1]
⊕IRn である.

従って,
Rn+1

Rn ⊠R1

≃
n⊕
k=1

τk · · · τn−1τnk[xn+1]
⊕IRn

となる.

一方

Rn ⊗Rn−1 Rn ≃
n⊕
k=1

τk · · · τn−1k[xn]⊕IRn−1 ⊗Rn−1 Rn

≃
n⊕
k=1

τk · · · τn−1k[xn]⊕I ⊗Rn

であり, これは上記の写像で

n⊕
k=1

τk · · · τn−1k[xn]⊕IτnRn ⊂ Rn+1

に送られる.
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1 ≤ k ≤ nとなる kと任意の a(xn) ∈ k[xn]に対して

τk · · · τn−1a(xn)τn ≡ τk · · · τn−1τna(xn+1) mod τk · · · τn−1k[xn, xn+1]

かつ τk · · · τn−1k[xn, xn+1] ⊂ Rn ⊠ R1なのでRn ⊗Rn−1 Rn →
Rn+1

Rn ⊠R1

は

同型となる. 従って, (i）と (ii)が得られた.

系 8.2.2. e(n− 1, i, j) =
∑

ν∈In+1, νn=i, νn+1=j
e(ν)とおくと,

e(n, i)Rn+1e(n, j) =

{
Rnτne(n− 1, i, j)Rn if i ̸= j,

Rnτne(n− 1, i, j)Rn ⊕
(
Rn ⊠R(αi)

)
if i = j

である. また次数付き両側Rn加群として同型

Rne(n− 1, j)⊗Rn−1 e(n− 1, i)Rn ≃ (Rnτne(n− 1, i, j)Rn)⟨−(αi, αj)⟩

が成り立つ.

Proof. 最後の同型が次数を保つこと以外は命題 8.2.1より直ちに従う. こ
の同型射は

Rne(n− 1, j)⊗Rn−1 e(n− 1, i)Rn → Rnτne(n− 1, i, j)Rn,

x⊗ y 7→ xτny = xτne(n− 1, i, j)y

として定義されており, 次数を deg τne(n−1, i, j) = −(αi, αj)だけ動かす.

よって次数付けを込めて上の同型が成立する.

この命題より次が従う.

定理 8.2.3. 関手Ei, F
′
i はつぎの交換関係をもつ.

(i) i ̸= jのとき関手の自然同値EiF
′
j ≃ F ′

jEi⟨(αi, αj)⟩が成り立つ.

(ii) 自然変換による関手の短完全列

0→ Id→ EiF
′
i → F ′

iEi⟨(αi, αi)⟩ → 0

が存在する.

特に, e′i, fiは q-Boson関係式を満たす.
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Proof. Rn加群M に対し,

EiF
′
jM = e(n, i)

(
M ◦ L(j)

)
≃ e(n, i)Rn+1e(n, j) ⊗

Rn⊗kR(αj)

(
M ⊗k L(j)

)
,

(8.2.1a)

F ′
jEiM = Rne(n− 1, j) ⊗

Rn−1 ⊗
k
R(αj)

((
e(n− 1, i)Rn ⊗

Rn

M
)
⊗
k
L(j)

)
≃
(
Rne(n− 1, j)⊗Rn−1 e(n− 1, i)Rn

)
⊗

Rn⊗R(αj)

(
M ⊗L(j)

)
(8.2.1b)

である.

(i) i ̸= jのとき : 系 8.2.2より

e(n, i)Rn+1e(n, j) ≃
(
Rne(n− 1, j)⊗Rn−1 e(n− 1, i)Rn

)
⟨(αi, αj)⟩

が従う. これと (8.2.1a),(8.2.1b)より (i)が従う.

(ii) i = jのとき :

e(n, i)Rn+1e(n, i) = Rnτne(n− 1, i, i)Rn ⊕
(
Rn ⊠R(αi)

)
である. これは (Rn, Rn ⊗k R(αi)) 両側加群としての等式ではないが,

e(n, i)Rn+1e(n, i)は Rn ⊠ R(αi)を部分 (Rn, Rn ⊗k R(αi))両側加群とし
て含み,

0 −→ Rn ⊠R(αi) −→ e(n, i)Rn+1e(n, i) −→ Rnτne(n− 1, i, i)Rn −→ 0

≀↑(
Rne(n− 1, i)⊗Rn−1 e(n− 1, i)Rn

)
⟨(αi, αi)⟩

という (Rn, Rn ⊗k R(αi))両側加群としての完全列がある. この各項は
Rn ⊗k R(αi)加群として平坦であるから, 関手 • ⊗Rn⊗kR(αi)

(
M ⊗k L(αi)

)
を施して, Rn加群の完全列

0 −→
(
Rn ⊗R(αi)

)
⊗

Rn⊗R(αi)

(
M ⊗ L(αi)

)
−→ e(n, i)Rn+1e(n, i) ⊗

Rn⊗R(αi)

(
M ⊗k L(αi)

)
−→
(
Rne(n− 1, i)⊗Rn−1 e(n− 1, i)Rn

)
⟨(αi, αi)⟩ ⊗

Rn⊗R(αi)

(
M ⊗ L(αi)

)
→ 0

を得る. Rn加群として, 第 1項はM に同型, 第 2項はEiF
′
iM に同型, 第

3項は F ′
iEiM⟨(αi, αi)⟩に同型なので求める完全列が得られた.
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8.3 q-Serre関係式

続いて e′iたちが q-Serre関係式を満たすことを示そう.

定義 8.3.1. n ∈ Z≥0, w = sk1 · · · skl ∈ Sn (最短表示)と i ∈ I に対し,

τw(i) := τk1 · · · τkle(in) ∈ R(nαi)はwell-definedである. そこで定義 7.2.1

における定義と同様に bn(i) := τwn(i)x2x
2
3 · · · xn−1

n とおく. i, j ∈ I (i ̸= j)

と k, k′ ∈ Z≥0に対し, α+
k,k′(i, j), α

−
k,k′(i, j) ∈ R

(
(k + k′)αi + αj

)
を

α+
k,k′(i, j) := τk+k′ · · · τk+2τk+1

(
bk+1(i)⊠ e(j)⊠ bk′−1(i)

)
,

α−
k,k′(i, j) := τ1τ2 · · · τk

(
bk−1(i)⊠ e(j)⊠ bk′+1(i)

)
で与える. 但し, 上の α±

k,k′(i, j)の定義中に負の添字 sをもつ bs(i)が現れ
たときは, α±

k,k′(i, j) = 0とする.

α±
k,k′(i, j) =

(
(e(ik)⊠ e(j)⊠ e(ik

′
)
)
α±
k,k′(i, j)

となることに注意しよう.

補題 8.3.2. i, j ∈ I, i ̸= jとする. α±
k,k′ := α±

k,k′(i, j)に対し以下の等式が
成り立つ.

(i)
(
bk(i)⊠ e(j)⊠ bk′(i)

)
α±
k,k′ = α±

k,k′ .

(ii) α+
k,k′α

+
k+1,k′−1 = 0, α−

k,k′α
−
k−1,k′+1 = 0.

(iii) k + k′ = 1 − ⟨hi, αj⟩を満たすとき, α+
k,k′α

−
k+1,k′−1 − α

−
k,k′α

+
k−1,k′+1 ∈

k×(bk(i)⊗ e(j)⊗ bk′(i)).
Proof. 以下 bn = bn(i) と略して書く.

(i)
(
bk ⊠ e(j) ⊠ bk′

)
α+
k,k′ = α+

k,k′ を言おう.
(
bk ⊠ e(i)

)
bk+1 = bk+1 (補

題 7.2.2 (v)) より
(
bk ⊠ e(j) ⊠ e(ik

′
)
)
α+
k,k′ = α+

k,k′ が成り立つ. よって,(
e(ik)⊠ e(j)⊠ bk′

)
α+
k,k′ = α+

k,k′をいうとよい. 定義により

α+
k,k′ = τk+k′ · · · τk+2(8.3.1)

·
(
e(ik)⊠ e(j)⊠ e(i)⊠ bk′−1

)
τk+1

(
bk+1 ⊠ e(j)⊠ e(ik

′−1)
)

=
(
e(ik)⊠ e(j)⊠ τk′−1 · · · τ1

(
e(i)⊠ bk′−1

))
· τk+1

(
bk+1 ⊠ e(j)⊠ e(ik

′−1)
)
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となる. 従って(
e(ik)⊠ e(j)⊠ bk′

)
α+
k,k′ =

(
e(ik)⊠ e(j)⊠

(
bk′τk′−1 · · · τ1

(
e(i)⊠ bk′−1

))
·τk+1

(
bk+1 ⊠ e(j)⊠ e(ik

′−1)
)

である. 一方 補題 7.2.2 (vii)より

bk′τk′−1 · · · τ1
(
e(i)⊠ bk′−1

)
= τk′−1 · · · τ1

(
e(i)⊠ bk′−1

)
故,
(
e(ik)⊠ e(j)⊠ bk′

)
α+
k,k′ = α+

k,k′となる.(
bk ⊠ e(j)⊠ bk′

)
α−
k,k′ = α−

k,k′ も,

bkτ1 · · · τk−1

(
bk−1 ⊠ e(i)

)
= τ1 · · · τk−1

(
bk−1 ⊠ e(i)

)
,(

e(i)⊠ bk′
)
bk′+1 = bk′+1

をもちいて同様に証明できる.

(ii) (a) α+
k,k′α

+
k+1,k′−1 = 0を証明しよう. k ≥ 0, k′ ≥ 2としてよい.

(i) をもちいて

α+
k,k′α

+
k+1,k′−1 = τk+k′ · · · τk+1

(
bk+1 ⊠ e(j)⊠ bk′−1

)
· α+

k+1,k′−1

= τk+k′ · · · τk+1 · τk+k′ · · · τk+2

(
bk+2 ⊠ e(j)⊠ bk′−2

)
となる. 一方, w = (sk′ · · · s1) · (sk′ · · · s2) = (sk′−1 · · · s1) · (sk′ · · · s1)skは
ともに最短表示で, w(3) = 1を満たすので, 補題 2.5.3より

τk′ · · · τ1 · τk′ · · · τ2
(
e(i2)⊠ e(j)⊠ e(ik

′−2)
)

= τk′−1 · · · τ1 · τk′ · · · τ1
(
e(i2)⊠ e(j)⊠ e(ik

′−2)
)
∈ Rk′+1

である.

よって τk+1bk+2 = 0より

α+
k,k′α

+
k+1,k′−1 = τk+k′−1 · · · τk+1 · τk+k′ · · · τk+1

(
bk+2 ⊠ e(j)⊠ bk′−2

)
= τk+k′−1 · · · τk+1 · τk+k′ · · · τk+2

(
τk+1bk+2 ⊠ e(j)⊠ bk′−2

)
= 0

となる.
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(b) α−
k,k′α

−
k−1,k′+1 = 0の証明も同様である. (i) をもちいて

α−
k,k′α

−
k−1,k′+1 = τ1τ2 · · · τk

(
bk−1 ⊠ e(j)⊠ bk′+1

)
· α−

k−1,k′+1

= τ1τ2 · · · τk · τ1τ2 · · · τk−1(bk−2 ⊠ e(j)⊠ bk′+2)

となる. 一方,最短表示w = (s1 · · · sk)·(s1 · · · sk−1) = (s2 · · · sk)·(s1 · · · sk)
はw(k − 1) = k + 1を満たすので補題 2.5.3より

τ1τ2 · · · τk · τ1τ2 · · · τk−1(e(i
k−2)⊠ e(j)⊠ e(i2))

= τ2 · · · τk · τ1 · · · τk(e(ik−2)⊠ e(j)⊠ e(i2)) ∈ Rk+1

である.

よって τ1bk′+2 = 0より

α−
k,k′α

−
k−1,k′+1 = τ2 · · · τk · τ1τ2 · · · τk−1τk(bk−2 ⊗ e(j)⊗ bk′+2)

= τ2 · · · τk · τ1τ2 · · · τk−1(bk−2 ⊗ e(j)⊗ τ1bk′+2) = 0

となる.

(iii) まず k, k′ ≥ 1のときを考える. (ii)と同様に計算すると,

α+
k,k′α

−
k+1,k′−1 = (τk+k′ · · · τk+2τk+1) · (τ1 · · · τkτk+1)(bk ⊠ e(j)⊠ bk′)

= (τ1 · · · τk−1) · (τk+k′ · · · τk+2) · τk+1τkτk+1(bk ⊠ e(j)⊠ bk′)

α−
k,k′α

+
k−1,k′+1 = (τ1τ2 · · · τk) · (τk+k′ · · · τk)(bk ⊠ e(j)⊠ bk′)

= (τ1 · · · τk−1) · (τk+k′ · · · τk+2) · τkτk+1τk(bk ⊠ e(j)⊠ bk′)

となる. (τk+1τkτk+1 − τkτk+1τk)e(i
k, j, ik

′
) = Qij(xk, xk+1, xk+2)e(i

k, j, ik
′
)

より

α+
k,k′α

−
k+1,k′−1 − α

−
k,k′α

+
k−1,k′+1

= τ1τ2 · · · τk−1 · τk+k′ · · · τk+3τk+2Qij(xk, xk+1, xk+2)(bk ⊠ e(j)⊠ bk′)

= ∂1∂2 · · · ∂k−1 · ∂k+k′ · · · ∂k+3∂k+2Qij(xk, xk+1, xk+2)(bk ⊠ e(j)⊠ bk′)

である. ここでQij(u, v) の uについて最高次の項が tuk+k
′−1 (t ∈ k×) で

あったことを思い出すと,

Qij(xk, xk+1, xk+2)−
∑

l+l′=k+k′−2

txlkx
l′

k+2 ∈
∑

l+l′≤k+k′−3

k[xk+1]x
l
kx

l′

k+2
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となる. 一方, k[xk+1]x
l
kx

l′

k+2 (l + l′ ≤ k + k′ − 3) は, ∂1∂2 · · · ∂k−1 ·
∂k+k′ · · · ∂k+3∂k+2を施すと消えるので,

∂1∂2 · · · ∂k−1 · ∂k+k′ · · · ∂k+3∂k+2Qij(xk, xk+1, xk+2)

= ∂1∂2 · · · ∂k−1 · ∂k+k′ · · · ∂k+3∂k+2

( ∑
l+l′=k+k′−2

txlkx
l′

k+2

)
= (−1)k′−1t ∈ k×

となる. したがって

α+
k,k′α

−
k+1,k′−1 − α

−
k,k′α

+
k−1,k′+1 = (−1)k′−1t(bk ⊠ e(j)⊠ bk′)

である. また k′ = 0のときは

α−
k,0α

+
k−1,1 = τ1τ2 · · · τk · τk

(
bk ⊠ e(j)

)
= ∂1∂2 · · · ∂k−1Qij(xk, xk+1)

(
bk ⊠ e(j)

)
= t
(
bk ⊠ e(j)

)
となるため求める値は上と同じ結果になる. k = 0のときも同様である.

これで命題が証明できた.

定理 8.3.3. i, j ∈ I, i ̸= jとし, b := 1− ⟨hi, αj⟩とおく. このとき分裂す
る完全列

0→ EjE
(b)
i → EiEjE

(b−1)
i → E

(2)
i EjE

(b−2)
i → · · · → E

(b)
i Ej → 0

が存在する. したがって
⊕

β∈Q+
K
(
R(β)-gmod

)
上で e′i (i ∈ I)たちは

q-Serre関係式を満たす.

Proof. b = k + k′ を満たす k, k′ ≥ 0 に対し, Rb+1 加群 Pk,k′(i, j) を
Pk,k′(i, j) := P (ik) ◦ P (j) ◦ P (ik′)で定義する. 補題 7.2.4より, 次数付
き Rk 加群の同型 P (ik) ≃ Rkbk(i)⟨dk(i)⟩が成立する (dk(i)については
(7.4.1)参照). したがってRb+1加群として

Pk,k′(i, j) ≃ Rb+1

(
bk(i)⊠ e(j)⊠ b′k(i)

)
⟨dk(i) + dk′(i)⟩

である. この同型を元に, Rb+1準同型

α+(i, j) : Pk,k′(i, j)→ Pk+1,k′−1(i, j)
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を右から α+
k,k′(i, j)を掛ける写像として定義する. ここで 1 − k − k′ =

⟨hi, αj⟩ = 2(αi, αj)/(αi, αi)を用いると, α+
k,k′(i, j)の次数は

degα+
k,k′(i, j) = −(k

′ − 1)(αi, αi)− (αi, αj)

= (k − k′ + 1)(αi, αi)/2

= −dk(i)− dk′(i) + dk+1(i) + dk′−1(i)

となり, 次数のずれとちょうど一致する. よって α+(i, j)は次数を保つ
Rb+1準同型である. 補題 8.3.2 (i)より

(
α+(i, j)

)2
= 0なので, α+(i, j)を

用いてRb+1加群の複体

0→ P0,b(i, j)→ P1,b−1(i, j)→ P2,b−2(i, j)→ · · · → Pb,0(i, j)→ 0

が定義される.

さらに α−
k,k′(i, j)を用いて同様にRb+1準同型

α−(i, j) : Pk,k′(i, j)→ Pk−1,k′+1(i, j)

を定義すると, 補題 8.3.2 (ii)より α+(i, j)α−(i, j) − α−(i, j)α+(i, j)は各
Pk,k′(i, j)の自己同型写像を与える. 従って, この複体は分裂する完全列で
ある.

ここでRn加群M (n ≥ b+ 1)をとる. すると定義より, m = n− b− 1

とおくとRm加群として

E
(k)
i EjE

(k′)
i M ≃

(
Rm ⊗k Pk,k′(i, j)

ψ
)
⊗Rm⊗Rb+1

M

である. したがって上の完全列は, Rm加群の分裂する完全列

0 −−→ EjE
(b)
i M −−→ EiEjE

(b−1)
i M −−→ · · · −−→ E

(b)
i EjM −−→ 0

を導く.

注意 8.3.4. 以上で得られた関手の自然同値や完全列自体は kが可換環の
場合にも成立する.

8.4 単純加群へのクリスタル作用素

あとは e′iの作用で消える元全体のなす空間がどうなっているかを調べ
れば良い. そのために用いられるのは, 単純加群全体の集合の上に働くク
リスタル作用素と呼ばれる写像 Ẽiと F̃iである.
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定義 8.4.1. 単純R(β)加群M に対し,

εi(M) := max{k ≥ 0 | Ek
iM ̸= 0}

と定める. またR(β − αi)加群 ẼiM とR(β + αi)加群 F̃iM を

ẼiM := soc(EiM)⟨(εi(M)− 1)(αi, αi)/2⟩,

F̃iM := hd(F ′
iM)⟨−εi(M)(αi, αi)/2⟩

で定義する. (次数のずらしは, これらの写像が 双対性と可換になるよう
にとっている.)

これらの写像は後に示す命題 8.4.8の性質を持ち, n ≥ 0にわたる全て
のRnの単純加群を集めた集合に (柏原)クリスタルと呼ばれる構造を定
める. まずはこれらの ẼiM , F̃iM が 0または単純加群となることを示す.

補題 8.4.2. Rn加群M がEiM = 0を満たすと仮定し, l ∈ Z≥0とする.

(i) 0 ≤ k ≤ lなら

Ek
i

(
M ◦ L(il)

)
= (Rn+l−k ⊠ e(ik))(M ⊗k L(i

l)).

が成り立つ.

(ii) El
i

(
M ◦ L(il)

)
=M ⊗k L(i

l)であり, Rn加群として

E
(l)
i

(
M ◦ L(il)

)
≃M

が成り立つ.

(iii) さらにM が単純ならば, hd
(
M ◦ L(il)

)
は単純であり,

El
i hd
(
M ◦ L(il)

)
≃M ⊗k L(i

l) とE
(l)
i hd

(
M ◦ L(il)

)
≃M

を満たす.

Proof. (i) ν ∈ In+lが, νn+l+1−k = · · · = νn+l = iを満たすとする. shuffle

lemma 2.7.6によって, e(ν)
(
M ◦ L(il)

)
は

τw ·
(
e(νw(1), . . . , νw(n))M ⊗ e(νw(n+1), . . . , νw(n+l))L(i

l)
)

(w ∈ Dn,l)
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の直和になる. νw(n) = iなら e(νw(1), . . . , νw(n))M = 0であるから, νw(n) ̸=
i としてよい. よって, w(n) ≤ n+ l − kである.

[a, b] := {p ∈ Z | a ≤ p ≤ b}

とおくと, w[1, n] ⊂ [1, n+ l − k]である. 従って, [n+ l + 1− k, n+ l] ⊂
w[n + 1, n + l]となる. w|[n+1,n+l] は狭義単調増加だから, w(p) = p が
p ∈ [n + l + 1 − k, n + l]についてなりたつ. 即ち, w ∈ Sn+l−k である.

よって,

τw ·
(
e(νw(1), . . . , νw(n))M ⊗ e(νw(n+1), . . . , νw(n+l)L(i

l)
)

⊂
(
Rn+l−k ⊠ e(ik)

)(
M ⊗k L(i

l)
)

となり, (i)が言えた.

(ii) El
i

(
M ◦L(il)

)
=M ⊗k L(i

l)は (i)の特別な場合である. またこれより
命題 7.4.1をもちいて

E
(l)
i

(
M ◦ L(il)

)
≃
(
Rn ⊗k P (i

l)ψ
)
⊗Rn⊗kR(lαi)

(
M ⊗k L(i

l)
)
≃M

となる.

(iii) M は単純と仮定する. N ⊊ M ◦ L(il)を真のRn部分加群とすると,

El
iN はEl

i

(
M ◦L(il)

)
=M ⊗k L(i

l)の部分Rn⊗kR(lαi)部分加群である.

M ◦L(il)はRn上M ⊗k L(i
l)で生成されるので, El

iN ⊊M ⊗k L(i
l)であ

る. この右辺は単純Rn ⊗k R(lαi)加群なのでEl
iN = 0が従う. この条件

は和について閉じているので, El
iN = 0を満たす最大のN がとれる. し

たがってM ◦ L(il)には極大部分Rn加群が唯一つしか存在せず, これが
根基となるので headは単純である. また El

i rad
(
M ◦ L(il)

)
= 0なので,

完全列

0→ rad
(
M ◦ L(il)

)
→M ◦ L(il)→ hd

(
M ◦ L(il)

)
→ 0

に完全関手El
iとE

(l)
i を適用すれば (iii)の同型が得られる.

補題 8.4.3. M を単純Rn加群とし, l := εi(M)とおく. この時,

(i) E
(l)
i M は単純Rn−l加群.

(ii) El
iM は既約Rn−l ⊗k R(lαi)加群で, El

iM ≃ E
(l)
i M ⊗k L(i

l).
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(iii) Rn加群としてM ≃ hd
(
E

(l)
i M ◦ L(il)

)
が成り立つ.

Proof. El
iM ̸= 0の部分 Rn−l ⊗k R(lαi)加群 S ′ で単純なものを一つ取

る. 補題 7.3.6より, 単純 Rn−l 加群 S があって Rn−l ⊗k R(lαi)加群と
して S ′ ≃ S ⊗k L(i

l)が成り立つ. 従って, 単射 Rn−l ⊗k R(lαi)準同型
S ⊗k L(i

l)↣M が得られる. これは 0でないRn準同型 S ◦ L(il)→M を
誘導し, M の単純性から全射となる. よって

S ◦ L(il) ↠M

が得られた. これに完全関手E
(l)
i をほどこして, 全射Rn−l準同型

E
(l)
i

(
S ◦ L(il)

)
↠ E

(l)
i M(8.4.1)

を得る. 一方 l = εi(M)の仮定より EiS = 0なので, 補題 8.4.2 (ii)より
同型 S ≃ E

(l)
i

(
S ◦L(il)

)
が成り立つ. Sは単純かつE

(l)
i M ̸= 0であったの

で, (8.4.1)より S ∼−→ E
(l)
i M となる. 補題 8.4.2 (iii) よりE

(l)
i M ◦L(il)は

単純な head M を持つ.

系 8.4.4. M が単純Rn加群ならば F̃iM も単純であり, l := εi(M)とおく
と εi(FiM) = l+1を満たす. また任意のk ≥ 0に対し F̃ k

i M ≃ hd
(
E

(l)
i M ◦

L(il+k)
)
が成り立つ.

Proof. l := εi(M)とおく. すると補題 8.4.3より全射

E
(l)
i M ◦ L(il) ◦ L(i) ↠M ◦ L(i)(8.4.2)

が得られる. L(il) ◦ L(i) ≃ L(il+1)⟨l(αi, αi)/2⟩なので, 補題 8.4.2より
(8.4.2)の左辺の headは単純である. したがってその 0でない商である
M ◦ L(i)も同じ headを持ち, (次数のずれはを打ち消しあって) F̃iM ≃
hd
(
E

(l)
i M ◦L(il+1)

)
となる. よってE

(l+1)
i F̃iM ≃ E

(l)
i Mなので εi(FiM) =

l + 1である. これを帰納的に繰り返せば後半の命題が得られる.

定理 8.4.5. M を単純Rn加群とし, l := εi(M) > 0と仮定する. そのとき
次が成り立つ.

(i) l = min{k ≥ 0 | xknEiM = 0}.

(ii) soc(EiM) = xl−1
n EiM である.
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(iii) xkn倍写像 EiM → EiM の Kerを Kerxknと書くとき, rad(EiM) =

Kerxl−1
n である.

(iv) soc(EiM)と hd(EiM)はどちらも単純であり, d = (l − 1)(αi, αi)/2

とおくと同型 ẼiM := soc(EiM)⟨d⟩ ≃ hd(EiM)⟨−d⟩が成り立つ. さ
らに詳しく, 次の可換図式がある.

EiM⟨−d⟩

xl−1
n

**
// // hd(EiM)⟨−d⟩ ∼ // soc(EiM)⟨d⟩ // // EiM⟨d⟩

Proof. 補題 8.4.3によって, S := E
(l)
i M は既約 Rn−l 加群であり, M ≃

hd
(
S ◦ L(il)

)
, El

iM ≃ S ⊗k L(i
l) である.

補題 8.4.2 (i)によってEi(S ◦ L(il)) = Rn−1E
l
i(S ◦ L(il))である. 従っ

て全射 S ◦ L(il) ↠M の存在より,

EiM = Rn−1E
l
iM(8.4.3)

が成り立つ. 補題 7.3.4によって xlnE
l
iM ≃ S ⊗k x

l
lL(i

l) = 0 である. 従っ
て, xlnEiM = xlnRn−1E

l
iM = 0となる. 一方, 同じ補題 7.3.4によって

xl−1
n El

iM ≃ S ⊗k x
l−1
l L(il) ̸= 0であるから, (i)が得られた.

補題 7.3.7より, El
iM ≃ S ⊗k L(i

l)のRn−l ⊗k R
(
(l − 1)αi

)
加群として

の headと socleはそれぞれCoker(xn : E
l
iM → El

iM)と xl−1
n El

iM である.

しかも, これらは既約Rn−l ⊗k R
(
(l − 1)αi

)
加群となる. これを用いて残

りの主張を証明する.

任意の既約Rn−1部分加群N ⊂ EiM をとる. s ∈ Z≥0を xsnN ̸= 0とな
る最大の整数とすれば, xs+1

n N = 0となる. また, Rn−1加群の (次数のず
れを除いて)同型 xsn : N

∼−→ xsnN がある. すると, N ∼−→ xsnN → EiM

は, (次数のずれを除き) Rn−1 ⊗k R(αi)準同型

N ⊗k L(i) ∼−→ xsnN ⊗k L(i)↣EiM(8.4.4)

をひきおこす. l′ := εi(N)とおく. このとき明らかに l′ ≤ l − 1である.

(8.4.4)にEl′
i を作用させて, 単射Rn−l′−1 ⊗k R(l

′αi)⊗k R(αi)準同型

El′

i N ⊗k L(i)↣El′+1
i M

が得られる. これは, 非零な Rn−l′−1 ⊗k R((l
′ + 1)αi)準同型 E

(l′)
i N ⊗k

L(il
′+1)→ El′+1

i M に延長でき, さらに非零Rn準同型E
(l′)
i N ◦L(il′+1)→
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Mを誘導する. Mは既約であるからRn加群の全射E
(l′)
i N ◦L(il′+1) ↠M

を得る. 従ってEl′+2
i M = 0が成り立つ. 故に l′ + 2 > lとなる. l′ ≤ l− 1

とあわせて, εi(N) = l′ = l − 1が得られた.

Rn−1 加群として N ⊂ EiM から Rn−l⊗R((l − 1)αi)加群の単射 0 ̸=

El−1
i N ⊂ El

iM が得られる. El−1
i N は既約 Rn−l⊗R((l − 1)αi)加群で,

xl−1
n El

iM がEiM のRn−l⊗R((l − 1)αi)加群としての単純な socleであっ

たから,

El−1
i N = xl−1

n El
iM(8.4.5)

が成り立つ. (8.4.5)と N = Rn−1E
l−1
i N をあわせて, xl−1

n EiM = N を
得る. N は任意の EiM の既約Rn−1部分加群であったから, xl−1

n EiM は
EiM の単純な socleである.

次に, L ⊊ EiM が EiM の Rn−1真部分加群なら, xl−1
n L = 0となるこ

とを証明しよう. xl−1
n L ̸= 0と仮定して矛盾を導く. xl−1

n EiM はEiM の
単純な socleであったので xl−1

n EiM ⊂ xl−1
n Lである. これに, El−1

i を施
して,xl−1

n El
iM ⊂ xl−1

n El−1
i N となる. xl−1

n (xnE
l
iM) = 0なので, El−1

i L ⊂
xnE

l
iM とはなり得ない. 一方, xnE

l
iM は, El

iM の最大のRn−l ⊗k R((l −
1)αi)真部分加群なので, これからEl−1

i L = El
iMが結論される. (8.4.3)よ

りEiM = Rn−1E
l
iM = Rn−1E

l−1
i N = N となって仮定に反する. 従って,

xl−1
n L = 0が結論された. 即ち, L ⊂ Kerxl−1

n である. Lは任意のRn−1真
部分加群であったので, Kerxl−1

n ⊊ EiMはEiMの唯一の極大真部分加群
であり, それによる商 hd(EiM)は単純となる.

最後にxl−1
n 倍写像EiM/Kerxl−1

n → xl−1
n Eiは次数 deg xl−1

n e(n−1, i) =

2dのずれを除いて同型を与える.

注意 8.4.6. 定理 8.4.5 のもとで, xn soc(M) = 0 であるが, 一般には
soc(EiM) = Ker(xn|EiM)は成り立たない. 例えば, I = {1, 2}, Q1,2(u., v) =

u+vのときL(2, 1) = ku (e(2, 1)u = u, x1u = τ1u = 0)は既約R(α1+α2)

加群であり,M = L(2, 1)◦L(1)は既約R(2α1+α2)加群である. E1M =M ,

ε1(M) = 2, soc(E1M) = L(2, 1) ⊠ L(1), Ker(x3) = L(2, 1) ⊠ L(1) +

τ1τ2
(
L(2, 1)⊠ L(1)

)
である.

系 8.4.7. M を単純 Rn加群とし, l := εi(M) > 0と仮定する. このとき
εi(ẼiM) = l − 1であり, E

(l−1)
i (ẼiM) ≃ E

(l)
i M が成り立つ.
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Proof. d = (l − 1)(αi, αi)/2とおくと

El−1
i (ẼiM) = xl−1

n El
iM⟨d⟩ ≃ E

(l)
i M ⊗k x

l−1
l L(il)⟨d⟩ ≃ E

(l)
i M ⊗k L(i

l−1)

となる. したがって E
(l−1)
i (ẼiM) ≃ E

(l)
i M かつ εi(ẼiM) = l − 1であ

る.

Ẽiと F̃iの交換関係は以下のように書ける12.

命題 8.4.8. M を単純Rn加群とし, l = εi(M)とおく. このとき以下が成
り立つ.

(i) l = max{k ≥ 0 | Ẽk
iM ̸= 0}である. また Ẽl

iM ≃ E
(l)
i M が成り

立つ.

(ii) ẼiF̃iM ≃M .

(iii) l > 0ならば, F̃iẼiM ≃M .

Proof. (i)は系 8.4.7を繰り返し適用して得られる. 系 8.4.4と合わせる
と M ≃ F̃ l

i Ẽ
l
iM となるので, l について帰納的に (iii) が従う. (ii) は

Ẽl+1
i F̃iM ≃ E

(l+1)
i F̃iM ≃ E

(l)
i M ≃ Ẽl

iM となるので, 両辺に F̃ l
i を掛

ければ ẼiF̃iM ≃M となる.

命題 8.4.9. 任意の既約Rn加群Mは, 絶対既約 (EndRn(M) ≃ k)である.

Proof. nに関する帰納法で証明する. n = 0なら明らかであるから, n > 0

としてよい. l := εi(M) > 0となる i ∈ I をとる. M は Rn加群として
El
iM ≃ E

(l)
i M ⊗k L(i

l)で生成されるから,

EndRn(M)↣EndRn−l⊗kR(lαi)(E
l
iM) ≃ EndRn−l

(E
(l)
i M).

一方帰納法の仮定より EndRn−l
(E

(l)
i M) ≃ k. 従って, EndRn(M) ≃ kを

得る.

従って, 命題 5.6.3とあわせて次の系が結論される.

12これらはクリスタルと呼ばれる構造の定義の一部である.
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系 8.4.10. 任意の β ∈ Q+に対し,

⟨⟨ [P ], [M ] ⟩⟩ = qdimk(P
ψ ⊗R(β) M) (P ∈ R(β)-gproj, M ∈ R(β)-gmod)

は Z[q, q−1]双線型写像K
(
R(β)-gproj

)
× K

(
R(β)-gmod

)
→ Z[q, q−1] を

定義し, この双線型写像は同型

K
(
R(β)-gproj

) ∼−→ HomZ[q,q−1]

(
K(R(β)-gmod),Z[q, q−1]

)
を与える.

さて, 我々が必要なのはGrothendieck群の中でEiMがどのように展開
されるかということである. ẼiM を用いてその展開を行うことで, 求め
ていた命題が証明できる.

定理 8.4.11. M を単純Rn加群とし, l := εi(M)とおく. すると εi(Sp) <

l − 1を満たす単純 Rn−1加群 S1, S2, . . . , Sr が存在して (l = 0のときは
r = 0と解釈する), Grothendieck群K(Rn−1-mod)において

[EiM ] = [εi(M)]i[ẼiM ] +
r∑
p=1

[Sp]

と書ける.

Proof. 定理 8.4.5より xlnEiM = 0であり,

xknEiM ⊂ Kerxl−kn := Ker(xl−kn : EiM → EiM)

が成り立つ. そこでEiM のRn−1部分加群の鎖

0 ⊂ xl−1
n EiM ⊂ (Kerxn ∩ xl−2

n EiM) ⊂ xl−2
n EiM

⊂ (Kerx2n ∩ xl−3
n EiM) ⊂ · · · ⊂ xnEiM ⊂ Kerxl−1

n ⊂ EiM

を考える. 各 0 ≤ k < l − 1に対し, xnを掛ける写像

xknEiM/(Kerxl−k−1
n ∩ xknEiM) −−→ xk+1

n EiM/(Kerxl−k−2
n ∩ xk+1

n EiM)

は次数 (αi, αi)のずれを除いて同型である. したがって

xknEiM/(Kerxl−k−1
n ∩ xknEiM) ≃ ẼiM

⟨(
(l − 1)/2− k

)
(αi, αi)

⟩
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が成り立つ. 一方, El
iM ≃ El

iM ⊗k L(i
l)と補題 7.3.4をもちいて,

El−1
i Kerxl−kn = Ker(xl−kn : El

iM → El
iM)

≃ E
(l)
i M ⊗k x

k
l L(i

l) ≃ El−1
i xknEiM

なので,

El−1
i

(
(Kerxl−kn ∩ xk−1

n EiM)/xknEiM
)
= 0

である. よって (Kerxl−kn ∩ xk−1
n EiM)/xknEiM の全ての組成因子 Sp は

εi(Sp) < l − 1を満たす. これらを全て足しあげると

[EiM ] =
l−1∑
k=0

[xknEiM/(Kerxl−k−1
n ∩ xknEiM)]

+
l−1∑
k=1

[(Kerxl−kn ∩ xk−1
n EiM)/xknEiM ]

= [εi(M)]i[ẼiM ] +
r∑
p=1

[Sp]

を得る.

系 8.4.12. β ∈ Q+ \ {0}とする. u ∈ K
(
R(β)-gmod

)
が任意の i ∈ Iに対

し e′iu = 0を満たすならば, u = 0である.

Proof. u ̸= 0と仮定し,次数のずれを含めても互いに同型でない単純R(β)

加群 S1, S2, . . . , Srをとって uを u =
∑r

k=1 ak[Sk] (ak ∈ Z[q, q−1] \ {0})と
展開する. すると β ̸= 0よりある i ∈ Iと 1 ≤ k ≤ rが存在してEiSk ̸= 0

となる. l := max{εi(Sk) | 1 ≤ k ≤ r} > 0とおけば,

e′iu = [l]i
∑

k, εi(Sk)=l

ak [ẼiSk] +
∑
S : 単純

εi(S)<l−1

bS [S] (bS ∈ Z[q, q−1])

と展開される. Sk ≃ F̃iẼiSkなので, ẼiSkたちは次数のずれを含めても互
いに同型でない. よって e′iu ̸= 0となり仮定に反する.

以上の議論により, ついに主定理の一つである定理 8.1.3の証明が完成
した.
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8.5 Kostant–Lusztig formの categorification

定理 8.1.3の Z型版も成り立つ.

定理 8.5.1. ⊕
β∈Q+

K
(
R(β)-gmod

)
≃ U−

q (g)
∗
Z

が成り立つ.

Proof. 命題 6.5.6 により次の事実 (8.5.1)を証明すれば十分である. β ∈
Q+ \ {0}, u =

∑r
k=1 ck[Sk] ∈ Q(q) ⊗Z[q,q−1] K

(
R(β)-gmod

)
とする. ここ

にSk (k = 1, . . . , r)は,次数のずれを含めても互いに同型でない単純R(β)

加群, ck ∈ Q(q)である. そのとき

任意の l > 0と i ∈ Iにたいして e
′ (l)
i u ∈ K

(
R(β)-gmod

)
が成

り立つならば, ck ∈ Z[q, q−1].
(8.5.1)

任意の kに対して, ck ̸∈ Z[q, q−1]と仮定しても一般性を失わない. さらに
r > 0 としてよい. l := max{εi(Sk) | 1 ≤ k ≤ r} > 0となる i ∈ Iをとる.

そのとき
e
′(l)
i u =

∑
εi(Sk)=l

ck[E
(l)
i Sk] ∈ K

(
R(β)-gmod

)
である. Sk (εi(Sk) = l)は, 次数のずれも除いても互いに同型でない単純
R(β − lαi)加群であるから, ck ∈ Z[q, q−1]である. これは仮定に反する.

従って, (8.5.1)が成り立つ.

これより次の系を得る.

系 8.5.2. β ∈ Q+, M , N を有限次元R(β)加群とする. ch(M) = ch(N)

なら (即ち qdim e(ν)M = qdim e(ν)N がすべての ν ∈ Iβに対して成り立
つなら), K(R(β)-gmod)の元として, [M ] = [N ]である.

(chについては (4.3.1)参照.)

続いてU−
q (g)

∗の双対であるU−
q (g)がどのように categorifyされるかを

見よう. まず系 8.4.10によって, 各 β ∈ Q+に対し同型(
U−
q (g)Z

)
−β ≃ HomZ[q,q−1]

(
(U−

q (g)
∗
Z)−β,Z[q, q−1]

)
≃ HomZ[q,q−1]

(
K(R(β)-gmod),Z[q, q−1]

)
≃ K

(
R(β)-gproj

)
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を得る. よって全ての β ∈ Q+にわたって直和を取ることで, Z[q, q−1]加
群としての同型写像

U−
q (g)Z ≃

⊕
β∈Q+

K
(
R(β)-gproj

)
(8.5.2)

が得られる. ここで左辺には e′i, f
(l)
i が作用した. 右辺の空間にもやはり

関手のレベルで作用素 e′i, f
(l)
i を定義することができる.

定義 8.5.3. 加法的関手E ′
iと F

(l)
i を

E ′
i : R(β)-gproj −−→ R(β − αi)-gproj

P 7−→
(
R(β − αi) ◦ L(i)

)ψ ⊗R(β) P,

F
(l)
i : R(β)-gproj −−→ R(β + lαi)-gproj,

P 7−→ P ◦ P (il)

で定義する. これが誘導する
⊕

β∈Q+
K(R(β)-gproj)上の Z[q, q−1]準同型

をそれぞれ e′i, f
(l)
i と書く.

補題 8.5.4. ここで定めた e′i, f
(l)
i の作用は, 同型 (8.5.2)を通じて U−

q (g)Z
上の作用と一致する.

Proof. P ∈ R(β)-gproj, M ∈ R(β + lαi)-gmodとすれば, テンソル積の結
合性から(

F
(l)
i P

)ψ ⊗R(β+lαi) M

≃ Pψ ⊗
R(β)

(R(β)⊗k P (i
l)ψ) ⊗

R(β)⊗kR(lαi)
R(β + lαi) ⊗

R(β+lαi)
M

≃ Pψ ⊗R(β) E
(l)
i M

となる. 同様に P ∈ R(β + αi)-gproj, M ∈ R(β)-gmodとすれば,

(E ′
iP )

ψ ⊗R(β) M

≃ Pψ ⊗
R(β+αi)

R(β + αi) ⊗
R(β)⊗kR(αi)

(R(β)⊗k L(i)) ⊗
R(β)

M

≃ Pψ ⊗R(β+αi) F
′
iM

である. これらをGrothendieck群に落とすと

⟨⟨ f (l)
i [P ], [M ] ⟩⟩ = ⟨⟨ [P ], e′(l)i [M ] ⟩⟩, ⟨⟨ e′i[P ], [M ] ⟩⟩ = ⟨⟨ [P ], fi[M ] ⟩⟩
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という等式になる. これは双対空間への B(g)の作用の定義そのものであ
る.

定理 8.5.5. B(g)加群として同型

U−
q (g)Z ≃

⊕
β∈Q+

K
(
R(β)-gproj

)
が成り立つ.

ところで U−
q (g)は単なる Z[q, q−1]加群ではなく, 積を持つ Z[q, q−1]代

数であった. 一方加群の圏には合成積で積構造が入っている. すると今の
同型が代数としての同型になることが期待されるが, 実際それは正しい.

ただし関手 Fiを右からの合成積で定義したため, 積の順序は逆になる.

系 8.5.6. P ∈ Rm-gproj, Q ∈ Rn-gprojに対し, U−
q (g)Z上の積で [P ] · [Q] =

[Q ◦ P ]が成り立つ.

Proof. 定義より f
(l)
i · [P ] = [P ◦ P (il)]である. U−

q (g)Zは f
(l)
i たちで生成

され, また合成積は結合法則を満たすので対応が成り立つ.

8.6 双対関手

最後にこの categorificationと大域基底との関係を述べて, この章を締
めくくろう.

定義 8.6.1. β ∈ Q+とする. 加法的関手Dと完全関手 dを

D :
(
R(β)-gproj

)op −−→ R(β)-gproj,

P 7−→ Homgr
R(β)

(
P,R(β)

)ψ
,

d :
(
R(β)-gmod

)op −−→ R(β)-gmod,

M 7−→ Homgr
k(M, k)ψ

で定める.

関手DはD2 ≃ Id, D ◦ ⟨−1⟩ ≃ ⟨1⟩ ◦Dを満たすことに注意しよう. d

も同様である. Grothendieck群においては, これらの関手は qを q−1に写
す bar involutionになる.
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補題 8.6.2. D と dが Grothendieck群に誘導する Z準同型は, 上の同
型のもとで定義 6.5.7で定義した bar involution • : U−

q (g) → U−
q (g)と

• : U−
q (g)

∗ → U−
q (g)

∗ にそれぞれ一致する.

Proof. 命題 7.4.1よりDP (il) ≃ P (il)である. また P ∈ Rm-gproj, Q ∈
Rn-gprojに対し, P ⊗k Qは有限生成射影的Rm ⊗k Rn加群なので

Homgr
Rm+n(P ◦Q,Rm+n)

≃ Homgr
Rm⊗kRn(P ⊗k Q,Rm+n)

≃ Homgr
Rm⊗kRn(P ⊗k Q,Rm ⊗k Rn)⊗Rm⊗kRn Rm+n

≃
(
Homgr

Rm(P,Rm)⊗k Hom
gr
Rn(Q,Rn)

)
⊗Rm⊗kRn Rm+n

である. 故にD(P ◦Q) ≃ DP ◦DQを満たす. したがってDがU−
q (g)Z ≃⊕

β∈Q+
K
(
R(β)-gproj

)
に誘導する準同型は f (l)を固定し qを q−1に写す

Z代数の準同型であり, 定義より • : U−
q (g)→ U−

q (g)と一致する.

また P ∈ Rn-gproj, M ∈ Rn-gmodに対して

(DP )ψ ⊗Rn dM ≃ Homgr
Rn(P,Rn)⊗Rn dM

≃ Homgr
Rn(P, dM)

≃ Homgr
Rn

(
Pψ,Homk(M, k)

)
≃ Homgr

k(P
ψ ⊗Rn M, k)

となる. ここで P が有限生成射影的であることを用いた. この自然同型
をGrothendieck群に移せば, • : U−

q (g)
∗ → U−

q (g)
∗の定義 φ(u) = φ(u)と

一致する.

補題 8.6.3. 任意 i ∈ Iと l ∈ Z≥0に対して,

d ◦ El
i ≃ El

i ◦ d, d ◦ E(l)
i ≃ E

(l)
i ◦ d

が成り立つ.

Proof. d ◦ El
i ≃ El

i ◦ dは明らかである. E
(l)
i (M) ≃ P (il)ψ ⊗R(lαi) M だか

ら, 命題 7.4.1をもちいて

d ◦ E(l)
i (M) ≃ Homgr

k(P (i
l)ψ ⊗R(lαi) E

l
iM, k)

≃ Homgr
(R(lαi))op

(
P (il)ψ,Homgr

k(E
l
iM, k)

)
≃ Homgr

R(lαi)

(
P (il), R(lαi))⊗R(lαi) d(E

l
iM)

≃ P (il)ψ ⊗R(lαi) E
l
i(dM) ≃ E

(l)
i (dM)

となる.
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命題 8.6.4. 単純 Rn 加群M に対し, ある k ∈ Zが一意的に存在して
d(M⟨k⟩) ≃M⟨k⟩を満たす.

Proof. nに関する帰納法で示す. まず n = 0のときは dk ≃ kなので明ら
かに成立する. そこで n > 0とすると, EiM ̸= 0となる i ∈ I が存在す
る. l := εi(M) > 0とおくと, E

(l)
i Mは既約であるから, 帰納法の仮定から

d(E
(l)
i M⟨k⟩) ≃ E

(l)
i M⟨k⟩となる kが存在する.

E
(l)
i

(
d(M⟨k⟩)

)
≃ d(E

(l)
i M⟨k⟩) ≃ E

(l)
i M⟨k⟩(8.6.1)

となる. 一方, d2M ≃M より dM も単純加群である. またEiは dと可換
だから, εi(dM) = lである. 従って, (8.6.1)より d(M⟨k⟩) ≃M⟨k⟩が従う.

一意性は d(M⟨j⟩) ≃ (dM)⟨−j⟩から明らかである.

そこでdM ≃Mを満たす単純R(β)加群Mを集め,これをGrothendieck

群に落とした集合

B :=
⊔
β∈Q+

{
[M ] |M : 単純R(β)加群, dM ≃M

}
(8.6.2)

を考えよう. 今までの議論から, これは Uq(g)
∗
Zの Z[q, q−1]上の基底であ

る. また定理 6.5.9中の大域基底の判定条件を, (iii), (iv)の係数に関する
制限だけを除いて全て満たすことがわかる13. 実際, 9.2節で詳しくのべ
るように, gの一般化 Cartan行列が対称なら, この Bは大域基底と一致
する.

しかし, 一般化Cartan行列が対称化可能というだけではこの一致は成
り立たない. これは大域基底の積が必ずしも大域基底の正係数線型結合
では書けないことからもわかる. また, (8.6.2)の Bは, U−

q (g)
∗
Zの基底と

みなしたとき, 基礎体 k, Qij(u, v)のとり方に依り得る ([Kas12]参照).

9章 関連する話題

9.1 巡回KLR代数

アフィン Hecke代数による categorificationでは, 各支配的整ウェイト
Λ ∈ P+ ごとに対応する巡回 Hecke代数が定義され, それにより Lie代

13このような基底は完全基底 (perfect basis)と呼ばれる.
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数の単純加群 V (Λ)が categorifyされた. そこでKLR代数による我々の
categorificationでも適当な商代数が量子群の単純加群 V (Λ)を categorify

することが期待される. A型の場合この予想はアフィンHecke代数との同
型 [BK09]により証明されていた. それを任意の型で確かめたのはKang–

柏原 [KK12]である.

Λ ∈ P を, 任意の i ∈ Iに対し ⟨hi,Λ⟩ ≥ 0を満たす支配的整ウェイトと
する. これに対し, KLR代数Rnの商代数

RΛ
n := Rn

/∑
ν∈In

Rnx
⟨hν1 ,Λ⟩
1 e(ν)Rn

をΛに対応する巡回KLR代数という. これは体 k上有限次元の代数であ
る. 各 β ∈ Q+に対し, R(β)のRΛにおける像をRΛ(β)と書く. このとき
制限関手EΛ

i と誘導関手 FΛ
i が

EΛ
i : R

Λ(β)-gMod −−→ RΛ(β − αi)-gMod

M 7−→ e(n− 1, i)M,

FΛ
i : RΛ(β)-gMod −−→ RΛ(β + αi)-gMod

M 7−→ RΛ(β + αi)e(n, i)⊗RΛ(β) M

により定義される. これらの関手がGrothendieck群に作用し, Uq(g)Z加
群として同型

V (Λ)Z ≃
⊕
β∈Q+

K
(
RΛ(β)-gproj

)
, V (Λ)∗Z ≃

⊕
β∈Q+

K
(
RΛ(β)-gmod

)
を与えるというのがKLR代数の巡回 categorification予想と呼ばれていた
主張である. この予想を証明する上で障壁となったのは, e(n, i)RΛ(β+αi)

とRΛ(β+αi)e(n, i)がそれぞれ左と右のRΛ(β)加群として射影的であるこ
とが容易にはわからなかったことにある. Kang–柏原がこれを証明したこ
とにより,制限関手EΛ

i が加法的関手R(β)-gproj→ R(β−αi)-gprojを,誘導
関手FΛ

i が完全関手R(β)-gmod→ R(β + αi)-gmodを与え, Grothendieck

群の間の準同型を誘導することが明らかになった. これが実際に量子群の
表現となることの証明はこれまでと大体同様である.

9.2 幾何学的構成

大域基底との対応の証明にも使われた, Varagnolo–Vasserot [VV11b]に
よるKLR代数の幾何学的構成について簡単に概略を記しておく. 幾何学
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的表現論で用いられる偏屈層などの道具については,たとえば [BBD82]を
参照するとよい.

まず Lusztig [Lus91]による量子群の幾何学的 categorificationを復習し
よう. 自己ループのない有限箙 Ωを固定し, その頂点の集合を I, 矢の集
合をHとおく. i, j ∈ I (i ̸= j)に対し, iから jに向かう矢の本数を hijと
し, Ωに付随する対称な一般化Cartan行列 (aij)i,j∈I を

aij =

{
2 if i = j,

−hij − hji if i ̸= j

と定める. (aij)i,j∈I で定義されるKac–Moody Lie代数を gとおく.

Iで添字付けられたC上の有限次元線型空間 V =
⊕

i∈I Viに対し,

GV :=
∏
i∈I

GL(Vi), EV :=
⊕

(i→j)∈H

HomC(Vi, Vj)

と定める. EV は C線型空間であり, GV はその上に作用する代数群であ
る. DbGV

(EV )でEV 上のGV 同変層のなす導来圏を表す.

V 上の旗とは, Iで添字付けられた部分線型空間の列

0 = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fn = V

であって, dimC Fk = kを満たすものである. 各 k = 1, 2, . . . , nに対し
dimC

(
Fk ∩ Vνk

)
= dimC

(
Fk−1 ∩ Vνk

)
+ 1を満たす唯一の元 νk ∈ Iをとり,

それを並べた ν = (ν1, ν2, . . . , νn) ∈ Inを旗 F = (F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fn)の
型と呼ぶ. FV を V 上の旗全体の集合とする. また

F̃V := {(x, F ) ∈ EV ×FV | xFk ⊂ Fk−1 (k = 1, 2, . . . , n)}

と定める. これには smoothな代数多様体の構造が入り,第 1成分への射影
p : F̃V → EV はGV 同変な固有射である. したがってBeilinson–Bernstein–

Deligne–Gabberの分解定理により, F̃V 上の定数層 CF̃V
の pによる押し

出しは, EV 上の単純なGV 同変偏屈層 Lにより

Rp∗CF̃V
≃
⊕
L

WL ⊗C L (WL : 次数付きC線型空間)

と分解される. ここでPV をこの分解に現れる単純GV 同変偏屈層Lを集
めたクラスとし, QV を L ∈ PV の鎖の次数をずらしたものの直和を全て
集めたDbGV

(EV )の充満部分圏とする. 言い換えると, QV はRp∗CF̃V
を
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含み直和と直和分解と次数シフトで閉じている充満部分圏のうち最小の
ものである. Grothendieck群K(QV )には次数シフトによりZ[q, q−1]の作
用が定まる. Lusztigはこの圏QV が量子群の categorificationを与えるこ
とを証明した.

定理 9.2.1 (Lusztig [Lus91]). 各 β =
∑

i∈I niαi ∈ Q+に対し, V (β) :=⊕
i∈I Cniとおく. すると各β, γ ∈ Q+に対し関手QV (β)×QV (γ) → QV (β+γ)

が定義され, これで誘導される積により Z[q, q−1]代数の同型⊕
β∈Q+

K(QV (β)) ≃ U−
q (g)Z

が得られる. また {[L] | β ∈ Q+, L ∈ PV (β)}は左辺の Z[q, q−1]上の基底
をなし, この同型により U−

q (g)の下側大域基底と一致する. Verdier双対
は U−

q (g)上の bar involutionに対応する.

これを基にVaragnolo–Vasserotは, KLR代数がこの圏の上で Ext代数
として実現されることを見出した.

定理 9.2.2 (Varagnolo–Vasserot [VV11b]). i, j ∈ I (i ̸= j)に対し多項式
Qij(u, v)を

Qij(u, v) := (u− v)hji(v − u)hij

と定め, これらで定義される C上のKLR代数をR(β)とする. このとき
次数付きC代数の同型

Endgr
Db

GV (β)
(EV (β))

(Rp∗CF̃V (β)
) ≃ R(β)

が成り立つ. ここで層の鎖の次数シフトを [k]と書き, Homgr(X, Y ) :=⊕
k∈Z Hom(X,Y [k]), Endgr(X) := Homgr(X,X)などとおいた.

たとえばR(β)での冪等元分解 e(β) =
∑

ν∈Iβ e(ν)は, 旗の型に応じた
F̃V (β)の連結成分への分解 (によって引き起されるRp∗CF̃V (β)の直和分解)

に対応する. この定理から直ちに次の系が従う.

系 9.2.3. 圏同値QV (β) ≃ R(β)-gprojが成り立つ. 特にそれぞれの直既約
対象は 1:1対応する.

Lusztigの結果と合わせると, 一般化Cartan行列が対称な場合, KLR代
数の直既約射影的加群がちょうど大域基底に対応することがわかる.
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9.3 KLR代数のバリエーション

現在ではKLR代数の様々な類似物が考えられており, それぞれ動機や
categorifyする対象が異なる.

• KLRスーパー代数14[KKT]はアフィンHecke代数のスーパー版であ
るアフィンHecke–Cliffordスーパー代数に対応するものである. こ
の代数では各 i ∈ Iに偶奇のparityが付与され,それに応じてxke(ν)

や τke(ν)の交換関係に符号がつく.

• B型 [VV11a]とD型 [SVV11]のアフィンHecke代数に対応するKLR

代数. これらはCartan行列の実現とその上の involutionから定義さ
れる量子群の変種を categorifyする.

• 一般化 Kac–Moody Lie代数の量子群を categorifyする KLR代数
[KKO11]. この場合は虚単純ルートに対応するKLR代数がnilHecke

代数とは同型にならず, 多項式表現の τkには差分商作用素の代わり
にその多項式倍が当てられる.
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