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代数方程式を解く同時反復解法による近似解の
クラスター分析

都田 艶子 (Tsuyako Miyakoda)
大阪大学 工学部

1 はじめに

$n$ 次代数方程式

$P(z)= \prod_{i=1}^{\nu}(z-\alpha_{i})^{m_{i}}=z^{n}+c_{1}z^{n-1}+\cdots+c_{n}=0$ (1)

$\sum_{i=1}^{\nu}m;=n$ ,

を数値的にとく場合、重度の高い根は精度よくもとまらないこと、収束の速度も遅いこと
がよく知られる。我々は同時反復法の中の Aberth法により

$\bigvee_{m_{1}}\bigvee_{m_{2}}\cdot\cdot\bigvee_{m_{\nu}}^{\nu}\alpha_{1},$

$\cdots,\alpha_{2},$ $\cdots,\cdot,\alpha_{\nu},$ $\cdots,$
$\alpha$

を改めて
$\zeta_{1},$

$\cdots,$
$\zeta_{n}$

としたとき 各 $\zeta_{i}$ に収束する $n$個の近似根 $z_{i}$ と、 それが属するグループの指標 $m_{i}$ を求め

ることを目的とする。 $p$ 次反復の $n$ 個の近似値

$z^{(p)}=(z_{1}^{(p)}, z_{2}^{(p)}, \cdots, z_{n}^{(p)})$ (2)

から、 $p+1$ 次反復の近似値は次のようにして求める。

$z^{(p+1)}=f(z^{(p)})$ , $z^{(p+1)}=(z_{1^{p}}^{(+1)}, z_{2^{p}}^{(+1)}, \ldots, z_{n}^{(p+1)})$ (3)

ここで、 $f$ は反復法を Aberth法とすると

$f(z)=(f_{1}(z), f_{2}(z),$ $\cdots,$ $f_{n}(z))$ (4)

$f_{l}( z)=z_{i}-\frac{P(z_{i})}{P’(z_{i})-\sum_{j-1j\overline{\neq}i}^{n}\frac{1}{(z_{i}-z_{j})},1}$

(5)
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である。

多重根のまわりでの近似根の収束状況を考えるために, $n$個の近似根 $z_{1},$ $\ldots,$
$z_{n}$にたい

して $\alpha_{l}$に収束する近似根を $z_{j}^{(l)},$ $j=1,$ $\cdots,$ $m_{l}$と書く ことにする. ある近似根 $z_{k}$が $\alpha_{l}$に収

束するとしてその update を考えるとき

$| \frac{z_{j}^{(i)}-\alpha_{i}}{(z_{k}-\alpha_{i})(z_{k}-z_{\dot{J}}^{(i)})}|<<\epsilon$, for $i\neq l$ (6)

が成り立っていると仮定する. このとき $m$重根の近傍では, その近似値は $z^{m}=0$ に対す

る Aberth反復となってることがわかる. 実際, 簡単のために今 $\alpha_{1}$に収束する近似根のう

ちの 1つに対して (今 $z_{1}^{(1)}$とする) 、 近似値の更新の式を考える。 更新した値 $z_{1}^{(1)*}$ と

すると、

$z_{1}^{(1)*}$ $=$

$z_{1}^{(1)}- \frac{P(z_{1}^{(1)})}{P’(z_{1}^{(1)})-P(z_{1}^{(1)})(\sum_{j=2}^{m_{1}}\frac{1}{z_{1}^{(1)}-z_{j}^{(1)}}+\sum_{l=2j}^{\nu}\sum_{=1}^{m_{l}}\frac{1}{z_{1}^{(1)}-z_{j}^{(l)}})}$

$=$

$z_{1}^{(1)}- \frac{1}{\frac{m_{1}}{z_{1}^{(1)}-\alpha_{1}}-\sum_{=J2}^{m_{1}}\frac{1}{z_{1}^{(1)}-z_{j}^{(1)}}+\sum_{l=2_{\dot{J}}}^{\nu}\sum_{=1}^{m_{l}}(\frac{1}{z_{1}^{(1)}-\alpha_{l}}-\frac{1}{z_{1}^{(1)}-z_{j}^{(l)}})}$

ここで,

$\sum_{l=2j}^{\nu}\sum_{=1}^{m_{l}}(\frac{1}{z_{1}^{(1)}-\alpha_{l}}-\frac{1}{z_{1}^{(1)}-z_{j}^{(l)}}I=\sum_{l=2j}^{\nu}\sum_{=1}^{m_{l}}\frac{\alpha_{l}-z_{j}^{((l)}}{(z_{1}^{(1)}-\alpha_{l})(z_{1}^{(1)}-z_{j}^{(l)})}$

これが、仮定より、無視できるほどに小さいとすると

$z_{1}^{(1)*} \approx z_{1}^{(1)}-\frac{1}{\frac{m_{1}}{z_{1}^{(1)}-\alpha_{1}}-\sum_{j=2}^{m_{1}}\frac{1}{z_{1}^{(1)}-z_{j}^{(1)}}}$

.

そして、 さらに $u_{1}^{*}=z_{1}^{(1)*}-\alpha_{1}$ , $u_{j}=z_{j}^{(1)}-\alpha_{1}$ とおくと、上の式は次のようになる。

$u_{1}^{*}=u_{1}- \frac{1}{\sim m_{1},u^{+\sum_{j=2}^{m_{1}}\frac{1}{u_{1}-u_{j}}}A}$

.

これは $\tilde{P}(u)=u^{m_{1}}=0$ に対する Aberth法の式である. ここで次のような新しい変数、写
像を導入する。

$\gamma=(\gamma_{1}, \gamma_{2, )}\gamma_{n})$ , $\gamma_{k}=\frac{z_{k}}{z_{1}}$ , $\gamma\in C^{n}$ (7)

$F(y)=(F_{1}(y), \cdots, F_{n}(y))$ (8)

$F_{k}( y)=\frac{f_{k}(y)}{f_{1}(\S)}$ , $y\in C^{n}$ (9)
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そして、 $E=\{z\in C^{n}|z_{i}=z_{j}, i\neq j\}$ としたとき、近似根が収束するまでは、必ず
$f(z)\in C^{n}\backslash E$ が成り立っような出発値から反復は開始するものとする。 このとき次

のことがいえる。

Theorem 1 $p(z)=z^{m}=0$ に対して、 Aberth法により近似根の列 $\{z^{(p)}\}$ を生成すると

き、 写像 $F$ の不動点は $\gamma=(1_{f}\omega, \omega^{2}, \cdots, \omega^{m-1}),$ $\omega=exp(\frac{2\pi}{m}\sqrt{-1})$ である

Theorem 2 Th. 1と同様にして近似列 $\{z^{(p)}\}$ を生成するとき、真の解に十分に近い近傍

から反復を始めれば、写像 $F$ は縮少写像である

2 多重度の評価

Th. 1 と Th 2 により、我々は、 もとの $f$の写像のほうで考えた時, 近似根の収

束先が明確になってきた段階では、重根に対する近似根は重根を中心とした円の上で、互

いに等間隔の位置を保ちながら収束していくことが分かる。 この性質を利用して我々

は、 各近似根がもつ多重度を評価することにする。 ある段階の近似根からの update を
$z_{k}^{*}=z_{k}+\Psi_{k}$と書くことにすると、評価に利用する情報としては $z_{k},$ $\Psi_{k},$ $|\Psi_{k}|$ そして次

の結果を用いる。

Lemma 1 重根を中心とする円の周上等間隔に位置する近似根は、円の中心に向かって
次の縮尺をもって進む

$| \zeta_{k}-z_{k^{p}}^{(+1)}|\approx(1-\frac{2}{m+1})|\zeta_{k}-z_{k}^{(p)}|$

近似根 $z_{l}$ と $z_{k}$が同じ多重度 $m$ を持つ近似根であることを判定するのには、最初にす

べての近似根を残差の大きい順に並べ換えた上で, 次の 2点をチェックする。

1.

$1- \alpha<|\frac{\Psi_{l}}{\Psi_{k}}|<1+\alpha$

2.

$d_{1}=\cos\theta_{k,l}$ , $d_{2}=cos\theta_{l,k}$

$d_{1}>0$ , $d_{2}>0$ and $|d_{1}-d_{2}|<\beta$

この 2つの条件を満たす $z_{l}$を数え上げて $m$ を決めそれを $m_{l}$とする。 $\theta_{k,l}$ , $\theta_{l,k}$ は

$z_{k}$ , $\Psi_{k}$ , $z_{l}$ , $\Psi_{l}$がなす角度である. このときこの $m_{l}$を採用するか否かをさらに

次の条件をチェックすることにとって決める。

3.

$\frac{|z_{k}+\frac{1+m}{2}\Psi_{k}-z_{l}-\frac{1+m}{2}\Psi_{l}|}{|z_{k}-z_{l}|}<\gamma$

3
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これらの評価基準の中で、我々は、 $\alpha,$
$\beta$ , \gamma の 3つの誤差の許容範囲を示す定数を指定

する。 これらの選び方で、多重度判定の評価が有効に働くか否かが、やはり左右される。

中でも \gamma の値が信頼性にひびく。

3 計算例

多重度の評価をアルゴリズムの中で行うときの定数を我々は $\alpha=0.1,$ $\beta=0.1,$ $\gamma=0.1$

と設定する。 この時の結果について述べる。
[例 1]
$P(z)=(z-\alpha_{1})^{4}(z-\alpha_{2})^{3}$

$\alpha_{1}=(1.0,1.0),$ $\alpha_{2}=(3.2,2.3)$

図 1は収束するまでの近接根の軌跡、表 1はアルゴリズムによる多重度の判定である。
出発は重心中心とした半径 5の円周上に等間隔にとった $n$ 点とした。反復 9回から反復 1
$0$ 回で、 3重根、 4重根の判定がなされる。

[例 2]
$P(z)=(z-\alpha_{1})^{4}(z-\alpha_{2})^{3}(z-\alpha_{3})$

$\alpha_{1}=(1.0,1.0))\alpha_{2}=(3.2,2.3),$ $\alpha_{3}=2.1,1.5$ )
これに対して次のような出発値に対する収束までの軌跡と、アルゴリズムによる多重

度の判定結果をあげる。
1) $0$ 中心の半径 5の円周上等間隔点 図 2, 表 2
2) 重心中心半径 5の円周上等間隔点 図 3, 表 3
3) 2) の点を $\frac{\pi}{2n}$回転させた点 図 4, 表 4

表 2から 4に見るように出発値により多重度評価の判定のでかたは一様ではないが、
全ての根が収束した段階では同じ結果である。

この結果を用いて我々は次に、近似根の精度の向上を試みる. 1), 2), 3) でもっ

とも判定結果の出方がそろっていた 2) の場合について 3重根と 4重根への近似値の重心
の値を計算することにする。先ず 3重根の近似値の重心の値の変化を反復 10から 20ま
でみてみる。そして 3重根の近似値の収束値を見てみると次のようになる。

$it=10$ (3.1999573090, 22999959071)
$it=11$ (3.1999873461, 23000007480)
$it=12$ (3.1999965731, 23000004055)
$it=13$ (3.1999991098, 23000001281)
$it=14$ (3.1999997728, 23000000364)
$it=15$ (3.1999999479, 23000000072)
$it=16$ (3.1999999610, 23000000095)
$it=17$ (3.2000000088, 22999999098) $*$

$it=18$ (3.200000008822999999098)
$it=19$ (3.2000000088, 22999999098)
$it=20$ $(32000000088,22999999098)$

4
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図 1. 近似根の収束までの軌跡

表 1: $n=7$ に対する多重度判定

$\ovalbox{\tt\small REJECT} iterationmultiplicityofapproximation11111111$

21111111
31111111
41111111
51111111
61111111
71111111
81111111
91111333
10 4444333
11 4444333
12 4444333
13 4444333
14 4444333
15 4444333
16 4444333
17 4444333
18 4444333
19 4444333
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$\frac{\prime iterationmultiplicityofapproximaiion}{111111111}$

21111111 1
311111111
411111111
511111111
611111111
711111111
811111111
911111111
10 11111111
11 44441111
12 44441111
13 44441111
14 44441111
15 44441111
16 44441111
17 44443331
18 44443331
19 44443331
20 44443331
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$\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} iier_{11111111}aiionmuliipliciiyofapproximaii_{1}on$

211111111
311111111
411111111
511111111
611111111
711111111
811111111
911111111
10 11111111
11 44441111
12 44443331
13 44443331
14 44443331
15 44443331
16 44443331
17 44443331
18 44443331
19 44443331
20 44443331

7
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$\frac{iieraiionmultiphciiyofapproximaiion}{111111111}$

211111111
311111111
411111111
511111111
611111111
711111111
811111111
911111111
10 11113331
11 11113331
12 11113331 $-$

13 4 4 4 4 3 3 3 1
14 44443331
15 44443331
16 44443331
17 44443331
18 44443331
19 44443331
20 44443331

8
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近似値 (3.1997972,2.3002470), (3.2003154,2.3000520), (3.1998873,2.2997006)
*印は近似値が収束判定に掛かって、実際の更新はストップしたところを意味する。 4

重根の場合は、反復 13から 20までを示そう。
$it=13$ (1.0000386102, 10002000962)
$it=14$ (1.0000137781, 10000715926)
$it=15$ (1.0000049376, 10000257019)
$it=16$ (1.0000017727, 10000092400)
$it=17$ (1.0000006377, 10000033279)
$it=18$ (1.0000002598, 10000011964)
$it=19$ (1.0000001556, 10000003654)
$it=20$ (0.9999998843, 0.9999996463) $*$

近似値 (0.99927827,0.99971353)
(0.99971423, 100072005)
(1.00072194, 100028780)
(1.00028509, 0.99927719)

これらを見ると、近似根の収束した時の値は、 3重根で 4桁であるのが重心収束では

9桁に、 4重根では 4桁が 7桁に改善されているのが分かる。

我々はいま計算は倍精度演算で行った。結果は演算と収束の判定基準、 そして $\alpha,$
$\beta,$

$\gamma$

等の値が関連しあって信頼性の高い評価を得ていることがわかる。
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