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分類空間のホモトピー論

(最近の話題から)

高知大学・理 逸見 豊 (Yutaka Hemmi)

1 Introduction

代数的位相幾何学において分類空間のホモトピー論に関する研究は重要なテーマの一つ
である. ここでは特に多項式環の空間のコホモロジーとしての実現問題について最近の進

展を解説することにする.

以下 $p$ を素数とし,

$H^{*}=Z/p[x_{1}, \ldots, x_{k}]$ , $\deg x_{i}=2n_{i}$ $(n_{1^{-}}\leq\ldots\leq n_{k})$

とする. $(n_{1}, \ldots, n_{k})$ を $H^{*}$ の type, $k$ を $H^{*}$の rank とよぶ. 遣た $n_{1}\ldots n_{k}\equiv 0mod p$ のと

き $H^{*}$ は modular 多項式環とよばれ, $n_{1}\ldots n_{k}\not\equiv 0mod p$ のとき non-modular 多項式環と
よばれる.

$-$ さて $H^{*}$が実現可能であるとは空間 $X$で, 環として $H^{*}(X;Z/p)\cong H^{*}$ となるものが存

在するときをいう. 問題の出発点は Steenrod ([Ste61]) による.

問題 すべての実現可能な多項式環の type を分類せよ.

多項式環を実現する空間の典型的な例としてはコンパク ト Lie 群の分類空間がある. す
なわちコンパクト Lie 群 $G$ に対し, もし $H_{*}(G;Z)$ が p-torsion をもたなければ, $G$ の分類

空間 $BG$ の $Z/p$ 係数コホモロジー環 $H^{*}(BG, Z/p)$ は有限生成多項式環になる. さらに次

のことが知られている.

定理 1.1 (Borel [Bor57]) $G$ をコンパクト Lie 群, $T$をその極大トーラスとし, $i$ : $BTarrow$

$BG$ を包含写像 $T\subset G$ から誘導される写像とする. 今 $G$ の Weyl 群 $W$の位数 $|W|$ が $p$ で

割れないならば, 次の自然な準同型写像は同型になる.

$i^{*}$ : $H^{*}(BG;Z/p)arrow H^{*}(BT;Z/p)^{W}$

ただし $H^{*}(BT;Z/p)^{W}$ は $H^{*}(BT;Z/p)\cong Z/p[t_{1}, \ldots, t_{k}](\deg t_{i}=2)$ の $W$の作用による不

変式である. さらにこのとき $H^{*}(BG, Z/p)$ は多項式環となり,

$H^{*}(BG, Z/p)=Z/p[x_{1}, \ldots, x_{k}]$ , $\deg x_{i}=2n_{i}$

とすると $|W|=n_{1}\ldots n_{k}$が成り立っ.

問題へのアプローチは上の定理を一般化するという方向で行われてきた.
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2 Rank 1の場合

まず ranklの場合, すなわち

$H^{*}=Z/p[x]$ , $\deg x=2n$

のときを考える.

いま $H^{*}\cong H^{*}(X;Z/p)$ なる空間 $X$が存在するとする. このとき簡単に分かるように

$H^{*}(\Omega X;Z/p)=\Lambda(y)$ , $\deg y=2n-1$

が成り立っ。 よって $H^{*}$が実現可能であることと $2n-1$ 次元球面 $S^{2n-1}$ が $mod p$ ループ空

.間になることとが同値であるのが分かる. rank 1の場合は modp Hopf不変量と深く関係
がある.

$\mathfrak{l}$定理 2.1 ([Ada60], [Gon78], [Su171]) $H^{*}=Z/p[x](\deg x=2n)$ が実現可能である必

要十分条件は $n=1_{2^{-}}2,4(p=2),$ $n|p|-1$ ($p$ : 奇素数) である.

$\mathfrak{l}$ $n|p-1$ ($p$ :-奇素数) のとき $H^{*}$が実現可能であることの証明は Sullivan によるが, 彼は
実際に $H^{*}$を実現する空間を構成している. その構成は定理 1.1の方法と類似している. 今

$n|p-1$ とする. このとき $W=Z/n$ は銑進整数環 $Z_{p}^{A}$の単数群 $(Z_{p}^{A})^{X}\cong Z/p-1$ の部分

群になる. よって $W$ は $BS^{1}$の芦完備化 $BS_{p}^{1A}=K(Z_{p}^{A}, 2)$ に作用する. そこで

$X=EWx_{W_{:}}BS_{p1}^{1A}$ ($EW$は可縮な自由 $W$複体)

とおけば, 自然な写像 $i:BS_{p}^{1A}\simeq EWxBS_{p}^{1\wedge}arrow X$ に対して

$i^{*}$ : $H^{*}(X;Z/p)\cong H^{*}(BS_{p}^{1A};Z/p)^{W_{-}}\cong H^{*}$

$’$

が成り立っ.

3 -Clark-Ewing の方法

-Clark-Ewing は Sullivan の方法を一般化することを考えた. すなわち多項式環が不変式

として与えられるための条件と, それが実現されるための条件を non-modular 多項式環に
関して考えた.

$W$を一般線形群 $GL(k, Z_{p}^{A})$ の有限部分群とする. いま $W$ は $BT_{p}^{kA}$ ( $T^{k}$ は $k$次元トーラス)
に自然に作用する. ここで rank 1のときと同様に $p$-完備空間 $X(W)$ および $i:BT_{p}^{kA}arrow$

$X(W)$ を次で定義する.

$i:BT_{p}^{kA}\simeq EWxBT_{p}^{kA}arrow EWx_{W}BT_{p}^{kA}=X(W)$ .

このとき次が成り立っ.
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補題 3.1 $|W|\not\equiv 0mod p$ ならば次の写像は同型写像になる.

$i^{*}$ : $H^{*}(X(W), Z/p)arrow H^{*}(BT_{p}^{kA};Z/p)^{W}\cong Z/p[t_{1}, \ldots,t_{k}]^{W}$ (deg$; $=2$)

$|W|$ が $p$ で割れるときは上の定理は正しくないことに注意する.

さて次に考えることは不変式 $Z/p[t_{1}, \ldots,t_{k}]^{W}$が多項式環になるための条件を決定する
ことである.

定理 3.2 $([$CE74$])$ 位数が $p$ と素な $GL(k,$ $Z_{p}^{A})$ の有限部分群 $W$ に対し, 次の 3条件は同値

である. ただし $Q_{p}^{A}$ は $p$ 進数体であり 2 (1), (3) における $W$の作用は自然な写像 $Z_{p}^{A}arrow Z/p_{j}$

$Z_{p}^{A}|\subset Q_{p}^{A}$から誘導されたものとする.

(1) $Z_{p}^{A}[t_{1}, \ldots ,t_{k}]^{W}\cong Z_{p}^{A}[x_{1}, \ldots, x_{k}](\deg x_{*}=2n_{i})$ .

(2) $Z/p[.t_{1}, .|..,\cdot t_{k}]^{W}\cong Z/p[x_{1}, \ldots, x_{k}].(\deg x_{i}=2n_{i})-$ .

(3) $Q_{p}^{A}[t_{1}, \ldots, t_{k}]^{W}\cong Q_{p}^{A}[x_{1}, \ldots, x_{k}](\deg x_{i}=2n_{i})$ .
$-$

しかもこのとき $n_{1}\ldots n_{k}=|W|$ が成り立っ.

上の定理より $Q_{p}^{A}[t_{1}, \ldots,t_{k}]^{W}$が多項式環になる $W$ を決定すればよい. これについては

次が成り立っ.

定理 3.3 $GL(k, Q_{p}^{A})$ の有限部分群 $W$に対し, $Q_{p}^{A}[t_{1}, \ldots,t_{k}]^{W}$が多項式環になるための必

要十分条件は $W$が pseudoreflection 群になるこ-と, すなわち -Wが rank $(\rho-1)\leq 1$ である

.ような元 $\rho^{!}\in’ GL(k, Q_{p}^{A})$ で生成されることである.

$|$. 定理 32と定理 33より不変式 $Z/p[t_{1}, \ldots,t_{k}]^{W}$ が多項式環になるような $W$を分類する

ことと勘進 pseudoreflection 群 (すなわち $GL(k,$ $Q_{p}^{A})$ の pseudoreflection 部分群) を分類
することが同値になる.

さて銑進 pseudoreflection 群は自然な包含写像 $GL(k, Q_{p}^{A})\subset GL(k, C)$ により複素 pseu-
doreflection 群と見なせる. 一方複素 pseudoreflection 群は Shephard-Todd [ST54] により

1.完全に分類されている. それでは複素 pseudoreflection 群はいつ管進 pseudoreflection 群
となるか. これにっいては次が成り立っ.

定理 3.4 ( $[$CE74]) 有限位数の pseudoreflec tion 部分群 $W\subset GL(k, C)-$ に対し, $GL(k, Q_{p}^{A})$

$|\mathfrak{l}$

の pseudoreflection 部分群で $GL(k, C)$ において $W$ と共役であるものが存在する必要十分

条件は, 包含写像 WC $GL(k, C)$ の指標体が $p$-進数体 $Q_{p}^{A}$ に含まれることである.

上の定理より Clark-Ewing は複素 pseudoreflection 部分群の分類結果を用いて, 不変式
$Z/p[t_{1}, \ldots, t_{k}]^{W}$ として実現可能な non-modular 多項式環の type を分類した. $(p. 10)$
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4 Adams-Wilkerson の定理

次に問題になることは Clark-Ewing の構成以外に実現可能な non-modular 多項式環が
存在するのかということである. これに関して Adams-Wilkerson は Clark-Ewing の構成
が実現可能な non-modular 多項式環すべてを分類していることを示した. 次にこれにつ

いて解説する.
$A_{(p)}$ を mod pSteenrod 代数とする. ここで $A_{(p)}$上の次数付き多元環 $A^{*}$が unstable であ
るとは, 任意の $x\in A^{*}$ に対して次の unstable 条件がみたされるときをいう. すなわち

$P^{t}x=\{\begin{array}{l}x^{p} (\deg x=2t)\beta P^{t}x=0 (\deg x\leq 2t) (p \text{奇素数})0 (\deg x<2t)’\end{array}$

$Sq^{t}x=\{\begin{array}{ll}x^{2} (\deg x=t)0 (\deg x<t)\end{array}$ $(p=2)$

明らかに実現可能な多項式環は unstable A(p)-多元環になる.

定理 4.1 ([AW80]) $H^{*}$ を non-modulax 多項式環で unstable $\mathcal{A}_{(p)}$ -多元環の構造を持つと
する. このとき有限部分群 $W\subset GL(k, Z_{p}^{A})$ で

$H^{*}\cong Z/p[t_{1}, \ldots,t_{k}]^{W}$ $(\deg t;=2)$

をみたすものが存在する. よって特に与えられた non-modular 多項式環が実現可能である
必要十分条件はその type が Clark-Ewing 表 $(p.10)$ から得られることである.

$|$

さて以後の話の都合上 Adams-Wilkerson の証明のあらすじを見てみよう. 彼等はま
ず unstable $\mathcal{A}_{(p)}$-多元環 $A^{*}$で $A^{odd}=0$ をみたすものからなる category を考えた. その

category における $H^{*}$の代数閉包 $K^{*}$を考える. このとき $K^{*}$はトーラスの分類空間のコホ
モロジー環 $H^{*}(BT^{k\bigwedge_{p}};Z/p)$ と同型になることを示した. よって特に $\mathcal{A}_{(p)}$-部分多元環とし
ての埋め込み

$H^{*}\subset H^{*}(BT_{p}^{kA};Z/p)$

-を得る.
次に $H_{sep}^{*}$を $H^{*}$を含む $H^{*}(BT_{p}^{kA};Z/p)$ の最小部分 Hopf 代数とする. $(H^{*}(BT_{p}^{kA};Z/p)$

の Hopf代数構造は $BT_{p}^{kA}=K((Z_{p}^{A})^{k}, 2)$ のループ構造で与えられている. ) $GL(k, Z/p)=$
Aut$(H^{*}(BT_{p}^{kA};Z/p))$ の部分群 $W$を次で定める.

$W=\{\alpha\in GL(k,$ $Z/p)|$ すべての $x\in H^{*}$ に対し $\alpha x=x\}^{-}$ $(*)$

このとき次が成り立っ.
$(H_{sep}^{*})^{W}\cong H^{*}$ .

ここまでは $H^{*}$ が non-modular であるという仮定は用いていない.
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補題 42 $([$AW80$])$ $W$の位数が $p$ と素であれば,

$H_{sep}^{*}=H^{*}(BT_{p}^{k\wedge};Z/p)$

が成り立っ. よって

$H^{*}\cong Z/p[t_{1}, \ldots,t_{k}]^{W}$ $(n_{1}\ldots n_{\grave{k}}=|W|)$

となる.

さて上の議論では $W$ は $GL(k, Z/p)$ の部分群であった. よって $W$を $GL(k, Z_{p}^{A})$ の部分群

として実現しなくてはならない. しかしこれは容易である-. 実際定義より $Z_{p}^{A}=\lim_{arrow}Z/p^{f}$

;であり, 射影 $GL(k, Z_{p}^{A})arrow GL(k, Z/p)$ の核は銑群になる. よって $|W|\not\equiv 0_{-}mod p$ より包

含写像 WCGL$(k, Z/p)$ は $GL(k, Z_{p}^{A})$ への写像として持ち上がるのである. これにより定

理 41を得る.
-

5 Modular 多項式環

次に modular 多項式環の場合を考える. この場合に non-modular の場合と同じ議論を
展開するための障害となるものは次の 3点である.

(1) $GL(k, Z_{p}^{A})$ の有限部分群 $W$の位数が $p$ の倍数のとき, 必ずしも

$H^{*}(X(W), Z/p)\cong H^{*}(BT_{p}^{kA};Z/p)^{W}$

と なるとは限らない. すなわち不変式 $Z/p[t_{1}, \ldots,t_{k}]^{W}$が多項式環になってもそれが

実現できるとは限らない.

(2) $H^{*}(BT_{p}^{kA}; Z/p)$ の部分多元環である modular 多項式環 $H^{*}t$こ対して,

$H_{sep}^{*}=H^{*}(BT_{p}^{kA};Z/p)$

となるとは限らない.

$-(3)\overline{G}L(k, Z/p)$ の有限部分群 $W$の位数が $p$ の倍数のとき, 包含写像 $Warrow GL(k, Z/p)$

の持ち上げ

$Warrow GL(k, Z_{p}^{A})$

があるとは限らない.

さて上の (2), (3) に対して, 最近 Dwyer-Miller-Wilkerson の 3人はたとえ $H^{*}$が mudular
多項式環であっても, それが実現可能であれば non-modular のときと同様なことが成り
立つことを示した. 彼等はその証明に Lannes の $T$-関手を用いている. そこで次の節では
Lannes の $T$-関手について復習することにする.
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6 Lannes の $T$-関手

$p$ を固定された素数とし, $\mathcal{K}$ を unstable A$(p)$-多元環の category とする. Lannes $([Lan87])$

は elementary abelianp 群 $V$に対し, 関手

$R\in$ Obj $\mathcal{K}$ $\Rightarrow$ $H^{*}(BV;Z/p)\otimes R$

の左随伴関手

$T^{V}$ : $\mathcal{K}arrow \mathcal{K}$, $Mor_{\mathcal{K}}(T^{V}(R), S)\cong Mor_{\mathcal{K}}(R, H^{*}(BV;Z/p)\otimes S)$

$|$ を構成した. さらにこの関手は完全列と tensor 積を保存する.

さて上の対応で $S=Z/p$ のときを考えると, 任意の $A_{(p)}$ 準同型 $\varphi:Rarrow H^{*}-(BV;Z/p)$ に

対しその随伴写像 $T^{V}(R)arrow Z/p$ を得る. これは $T^{V}(R)$ の $0$ 次からの写像 $T^{V}(R)^{0}arrow Z/p$

が与えられたのと同値である. そこでこの写像により $Z/p$ を $T^{V}(R)^{0}$-加群とみなして

$T_{\varphi}^{V}(R)=T^{V}(R)\otimes_{T^{\gamma}(R)^{0}}Z/p$

と定義す拡
次に空間 $X$ に対して, 評価写像 $e:BVxMap(BV, X)arrow X$ から定まる準同型

$e^{*}-:H^{*}(X;Z/p)arrow H^{*}(BV;Z/p)\otimes H^{*}(Map(BV,X);Z/p)$

を考え, これの随伴写像

$\lambda$ : $T^{V}(H^{*}(X;Z/p))arrow H^{*}(Map(BV, X);Z/p)$

$|$ $|$

を考える. ただし Map$(BV,X)$ は $BV$から $X$への (必ずしも基点を保たない) 写像全体の

$-$

空間である. 特に任意の写像 $f:BVarrow X$ に対し Map$(BV, X)_{f}$ を Map$(BV,X)$ の $f$を含

む成分と
$|$r ると, 上の写像は準同型写像

$\lambda_{f}$ : $T_{J}^{V}(H^{*}(X;Z/p))arrow H^{*}(Map(BV, X)_{f};Z/p)$

を誘導する. (ただし $T_{f}^{V}=T_{J}^{V}$. とする. ) このとき Lannes は次の事実を示した.
$-$

定理 6.1 $([Lan87])(1)X$を単連結な $p$ 完備空間とする. さらに $H^{*}(X;Z/p)$ は有限型で

あると仮定する. このとき自然な写像

$[BV, X]arrow Mor_{\mathcal{K}}(H^{*}(X;Z/p),H^{*}(BV;Z/p))\cong Mor_{\mathcal{K}}(T^{V}(H^{*}(X;Z/p)), Z/p)$

は全単射になる. さらに任意に $f$ : $BVarrow X$を固定したとき, $T_{f}^{V}(H^{*}(X;Z/p))$ が有限型
で $T_{f}^{V}(H^{*}(X;Z/p))^{1}=0$ であれば

$\lambda_{f}$ : $T_{f}^{V}(H^{*}(X;Z/p))arrow H^{*}(Map(BV, X)_{f};Z/p)$
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は同型写像になる.

(2) $G$ が compact 連結 Lie 群とし, Rep$(V, G)$ を準同型写写像 $Varrow G$ の共役類全体

$Hom(V, G)/InnG$ とする. このとき自然な対応

Rep$(V, G)arrow[BV, BG]$

は全単射になる.

7 Dwyer-Miller-Wilkerson の定理

さて modular 多項式の実現に関する Dwyer-Miller-Wilkerson の結果を見てみよう.

定理 7.1 ([DMW]) $p$ を奇素数とする. もし $H^{*}$が実現可能ならばそれはある pseudore-
Hection 群 $W\subset GL(k, Z_{p}^{A})$ による不変式 $Z/p[t_{1}, \ldots, t_{k}]^{W}$ と同型になる. よって $H^{*}$ の type
は Clark-Ewing表から得られる.

彼等の証明の方法は次のようである.
$H^{*}$が実現可能な modular 多項式とする. いま Adams-Wilkerson の結果より, $H^{*}$を含む

$H^{*}(BT_{p}^{kA};Z/p)\cong Z/p[t_{1}, \ldots, t_{k}]$ の最小の部分 Hopf代数 $H_{sep}^{*}$に対して

$(H_{sep}^{*})^{W}\cong H^{*}$

が成り立っ. no$n^{}$-modular の場合には純粋に代数的な理由により $H_{sep}^{*}=H^{*}(BT_{p}^{kA}; Z/p)$

が示された. 一方 modular の場合にも $H^{*}$が実現可能という条件のもとで同様のことがわ
かる. 実際 $X$ を $H^{*}$ を実現する $p$ 完備空間とする. すなわち

$H^{*}(X;Z/p)\cong H^{*}$ .
$V$を位数 $p$ の元からなる $T_{p}^{kA}$ の部分群とし, $i$ : $Varrow T_{p}^{kA}$を包含写像とする. このとき

$Bi^{*}$ : $H^{*}(BT_{p}^{kA};Z/p)arrow H^{*}(BV;Z/p)$ は単射になる. 一方, 定理 6.1より $Bi^{*}$ の $H^{*}$への

制限写像はある写像 $f:BVarrow X$ によって声 $=Bi^{*}|H^{*}$で与えられている. そこで

Dwyer-Miller-Wilkerson は

$H_{sep}^{*}\cong H^{*}($Map$(BV,$ $X)_{f};Z/p)$

となることを示した. すなわち $H_{sep}^{*}$が空間のコホモロジー環として得られる. そこでこの

事実.より $H_{sep}^{*}=H^{*}(BT_{p}^{kA};Z/p)$ となることを示した. (ここで $p$ が奇素数であるという

仮定が必要であり, $p=2$ に対してはこれは事実ではない. その理由は Hopf 不変量 1は
$p=2$ のときは $p$ が奇素数のときより多いということからきている. ) 以上より

$H^{*}\cong H^{*}(BT_{p}^{kA};Z/p)^{W}$

を得る. またこの結果から Map$(BV, X)_{f}$ は $BT_{p}^{kA}$のホモトピー型を持ち, さらに評価写像
$e$ : $Map(BV,X)_{f}arrow X$から誘導される準同型写像が包含写像 $H^{*}\subset H^{*}(BT_{p}^{kA};Z/p)$ にな

ることが分かる. よって特に次が分かる.



124

定理 7.2写像 $g:BT_{p}^{kA}arrow X$ で, 単射準同型 $g^{*}:H^{*}(X;Z/p)arrow H^{*}(BT_{p}^{kA};Z/p)$ を誘導す

るものが存在する. さらに\S 4$(*$ $)$ の部分群 $W\subset GL(k, Z/p)$ に対して次の同型が成り立っ

$g^{*}:H^{*}\cong H^{*}(BT_{p}^{kA};Z/p)^{W}$ .

さて次に示さなくてはならないことは, 包含写像 $W\subset GL(k, Z/p)$ の持ち上げ $Warrow$

$GL(k, Z_{p}^{A})$ が存在するということである.
$W(g)$ を自己ホモトピー同値写像 $f$ : $BT_{p}^{kA}arrow BT_{p}^{kA}$ で $gof\simeq g$をみたすもののホモト

ピー類からなる群とする. 明かに自然な写像 $W(g)arrow W$ と $W(g)arrow GL(k, Z_{p}^{\wedge})$ で次の図

式を可換にするものが存在する

$W(g)$ $arrow$ $GL(k, Z_{p}^{A})$

$|$ �
$W$ $arrow-GL(k, Z/p)$

ここで Dwyer-Miller-Wilkerson 1ま準同型写像 $W(g)arrow W$が同型写像になることを示し
$-$

た. すなわち $W(g)$ を $W$ と同一視することにより $W\subset GL(k, Z/p)$ は持ち上げ $|W-arrow$

$GL(k, Z_{p}^{A})$ を持つことが分かった.
上の議論より実現可能な modular 多項式環も Clark-Ewing の表から得られることが分

$t$

$|$

かる.
$-$

しかし逆に Clark-Ewing の表にあるすべての modular 多項式環が実現可能である
わけではない. (実際実現不可能なものも存在する. ) 一方 Aguade [Agu89] は図式のホモ

-
トピー順極限構成を用いてあ-る種の modular 多項式環が実現されることを示した.
さて modular 不変式の中で特に最近話題になったものは $W=GL(k, Z/p)$ のときであ

る. このときの不変式を $\tilde{BX}(k)$ とかくことにする. すなわち

$\tilde{BX}(k)=Z/p[t_{1}, \ldots,t_{k}]^{W}$ , $W=GL(k, Z/p)$ .

この不変式・が多項式環になることは Dickson [Dicll] によって示されており, そのためこ
れは Dickson 不変量とよばれている. 次が成り立っ.

$\tilde{BX}(k)\cong Z/p[x_{1}, \ldots, x_{k}]$ , $\deg x;=2(p^{k}-p^{k-i})$ .

$-$この多項式環の実現可能性は Smith-Switzer によって完全に分かっている.

Theorem 7.$ $([SS83])(1)\tilde{BX}(1)$ は任意の $p$ に関して実現可能.
(2) $\overline{BX}(2)$ が実現可能である必要十分条件は $p=2,3$ .
(3) $\overline{BX}(k)(k\geq 3)$ はすべての $p$ に関して実現可能でない.
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$\overline{BX}(k)$ は $k=1$ のときは $BS_{p}^{2p-1A}$で, $k=2,$ $p=2$ のときは $BSU(3)$ によって実現され

ている. また $k=2,$ $p=3$ のときは Zabrodsky [$Z$ab84] が実現する空間を構成している.

さて前にも述べてあるが $p=2$ のときは $t_{i}$ の次数は 1であってもかまわない. このとき

多項式環 $Z/2[t_{1)}\ldots ,t_{k}]$ は無限次限実射影空間 $RP^{\infty}$ , (あるいは elementary abelian 2群

(Z/2)りのコホモロジーと考えられる. このときの Dickson 不変量を $BX(k)$ で表わすこ

とにする. すなわち

$BX(k)=Z/2[t_{1}, \ldots,t_{k}]^{W}$ $(W=GL(k, Z/2))$ , $\deg x_{i}=2^{k}-2^{k-*}$ .

Smith-Switzer はこの場合に関しても実現可能性に関して部分的な結果を与えている.
$-$

定理 7.4 $([SS83])k=1,2,3$ ならば $BX(k)$ は実現可能である. (実際 $RP^{\infty},$ $BSO(3)_{f}$

$iBG_{2}$によって実現される. ) 一方 $k\geq 6$ ならば $BX(k)$ は実現不可能である.

$-$

上の定理で残っているのは $BX(4)$ と $BX(5)$ である. $BX(5)$ に関しては Jeanneret-Suter
の結果がある.

定理 7.5 $([JS91])BX(5)$ は実現不可能である.

Jeanneret-Suter は実際には上の定理より強い結果を示している. すなわちもし $BX(5)\cong$

$H^{*}(BD(5);Z/2)$ とすると $H^{*}(\Omega BD(5);Z/2)=X(5)$ は代数的な方法で計算ができる. そ

こで彼等は $X(5)$ を実現する空間 (ループ空間ではない) が存在しないことを示したので}

ある.

$|$
さて Lin-Williams は $BX(4)$ が実現不可能であるという論文を発表した $([LW89])$ . 一方

$|$

Dwyer-Wilkerson は最近 $BX(4)$ が実現可能であるという結果を発表している $([DW])$ . こ

の二っの結果は明らかに矛盾しているが, 最近の一般的な考えでは Dwyer-Wilkerson の結
果が正しいであろうということになっている. また Lin-Williams は自分たちの間違いを認
めたという情報もある.

Dwyer-Wilkerson の方法もやはりホモトピー順極限構成を用いたものであり, Jackowski-
McClure による Lie 群の分類空間のホモトピー順極限分解 ([JM]) をヒントにしている.
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Clark-Ewing 表
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