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Essential independence of random indices

福岡大・理 杉万 郁夫 (Ikuo Sugiman)

\S 1 序

確率変数列 $\{Y_{n}\}$ が定義されている確率空間 $(\Omega, \Theta, P)$ 上で定義さ

れた確率添字、即ち、正整数値の確率変数の列 $\{\tau_{n}\}$ が与えられてい

るとき、

$Y_{\tau_{\hslash}}(\omega)=Y_{\tau_{n}(\omega)}(\omega)$ $(\omega\in\Omega)$

で定義される確率変数の列 $\{Y_{\tau_{n}}\}$ は” 確率添字を伴った確率変数列”

と呼ばれている。 また、通常の極限定理、即ち、確率変数の列 $\{Y_{n}\}$

とその極限分布 $F\cdot(Y_{n}\Rightarrow F)$ が与えられ、 $\{\tau_{n}\}$ が $\infty$ に確率収束

する $(\tau_{n}arrow\infty)$ とき、 $\{Y_{\tau_{n}}\}$ の分布が $\{Y_{n}\}$ と同じ $F$ に収束する

$(Y_{\tau_{r\}}}\Rightarrow F )$ ことを \rangle

” 確率添字を伴った極限定理 (Random Limit

Theorem, R L T) と呼び、 この為の $\{Y_{n}\}$ , $\{\tau_{n}\}$ に関する条件が数

多く研究されてきた。

これまでに行われてきた RL $T$ に関する研究は、扱われている条件

によって大きく二っに分類することができる。一方は、 $\{Y_{n}\}$ と $\{\tau_{n}\}$

の間の独立性が RL $T$ の十分条件であることに着目し、この独立性の

概念を弱めることでその適用範囲を広げようとするものである。 しか
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し、 この類の条件は $\{\tau_{n}\}$ を停止規則の列とする最も一般的な実用例を

考えれば、その応用的価値に基本的な問題点を持っものであることは

明瞭である。他方、 $\{Y_{n}\}$ と $\{\tau_{n}\}$ の間の独立性に関する仮定を全く設

けず、 $Y_{\tau_{n}}-Y_{n}$ の退化条件を一般化しようとするものは Anscombe 条

件と呼ばれ、統計的逐次推定法や再生理論に幅広い応用を持つ為、研

究成果も豊富である。 しかし、 この条件は、確率論的一様連続性とい

う極めて強い制約を要求する為に、より一般化され、 より広い適用範

囲を持っ結果に拡張することが必要と思われる。

ここでは、独立性について I.Sugiman[9] により、 また、Anscombe

条件について、D.Aldous 等 ([1],[3],[8]) により与えられたそれぞれの条

件によって極限定理に導入できる確率添字の列の族の決定を統一的に

扱うことを目的とする。この報告では、次節以降も次のことを仮定する。

$(\Omega, \Theta, P)$ ; 確率空間

$\{Y_{n}\}$ ; $(\Omega, \Theta, P)$ 上の実数値確率変数の列

$F$ ; 分布関数

[仮定] $Y_{n}\Rightarrow F$ (法則収束)

$\{\tau_{n}\}$ ; $(\Omega, \Theta, P)$ 上の確率添字の列

[仮定] $\tau_{n}arrow\infty$ (確率収束)
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\S 2 一様 $\epsilon$ -独立性

この節では、\S 1で述べた $\{Y_{n}\}$ と $\{\tau_{n}\}$ の間の独立性の中で最も適

用範囲の広い一様 $\epsilon-$独立性にっいて述べる。

$\epsilon>0$

定義 2. 1

$\{\tau_{n}\}$ が $x$ で $\{Y_{n}\}$ と一様 $\epsilon$ -独立であるとは、次の条件を満たす

正整数 $N_{)}M$ が存在することである。

任意の $m_{k}\geq N(k\in N)$ を満たす数列 $\{m_{k}\}$ と任意の可算分割

$\{A_{k}\}\in\bigcup_{m\geq M}\prod(\tau_{m})$ に対して、

$|\Sigma_{k=1}^{\infty}\Phi(\{Y_{m_{k}}<x\}, A_{k})|<\epsilon$

が成り立っ。

. 任意の $x\in C(F)$ について一様 $\epsilon-$独立のとき $\backslash$

$x$ で” を省略する。

任意の $\epsilon>0$ にっいて一様 $\epsilon-$独立のとき、単に” 一様独立” と

呼ぶ。

(記号)

. $\Phi(A, B)=P(A\cap B)-P(A)P(B)$

$\Pi(X)$ ; $\Omega$ の $\sigma(X)-$可測な可算分割全体のなす族

$C(F)$ ; $F$ の連続点の集合
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定理 2. 2

$\{\tau_{n}\}$ が $\{Y_{n}\}$ と一様独立のとき、 RL $T$

$Y_{\tau_{\hslash}}\Rightarrow F$

が成り立っ。

この結果を極限定理に導入できる確率添字の決定、または、導入で

きる確率添字の族による条件の特徴付けという立場から見ると次のよ

うな条件及び結果となる。

$\{\Theta_{n}\}$ ; $\Theta$ の sub- $\sigma$ -algebra の列

定義 2. 1の $\sigma(\tau_{n})$ を $\Theta_{n}$ に置きかえて ’
$\{\Theta_{n}\}$ が $\{Y_{n}\}$ と一様独

立” であることを定義することにより次の結果が得られる。

定理 2. 3

$\{\Theta_{n}\}$ が $\{Y_{n}\}$ と一様独立である為の必要十分条件は、 RL $T$ が条件

’
$\tau_{n}$ が $\Theta_{m}-$可測となる $m\geq n$ が存在する。”

を満たす全ての $\{\tau_{n}\}$ について成り立っことである。
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\S 3 Anscombe 条件

ここでは、古典的な Anscombe 条件を $\tau_{n}/n$ が確率収束する速さに

よって耳, 一臨の退化条件を細分化し、それぞれの条件にっいて、導

入できる確率添字の列の族による特徴付けを与える。

定義 3. 1

$\{Y_{n}\}$ が Anscombe 条件を満たすとは、任意の $\epsilon>0$ に対して、

次式を満たす $\delta>0$ が存在することである。

$\lim\sup_{narrow\infty}P(\max_{i;|i-n|\leq\delta n}|Y:-Y_{n}|\geq\epsilon)\leq\epsilon$

$\{\delta_{n}\}$ を非増加な正数列とするとき、 $\{Y_{n}\}$ が条件 A $(\{\delta_{n}\})$ を満

たすとは、

$\max_{i;|i-n|\leq\delta_{n}n}|Y_{1}-Y_{n}|$

が $narrow\infty$ のとき退化することである。

$\Gamma$ ; $\tau_{n}/narrow 1$ を満たす確率添字の列 $\{\tau_{n}\}$ の集合

$\Gamma(\{6_{n}\})$ ; $P(|(\tau_{n}/n)-1|>\delta_{n})arrow 0$ を満たす確率添字の列 $\{\tau_{n}\}$ の

集合
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定理 3. 2

. $\{Y_{n}\}$ が Anscombe 条件を満たす必要十分条件は、全ての $\{\tau_{n}\}\in\Gamma$

について RL $T$ が成り立っことである。

$\{Y_{n}\}$ が条件 A $(\{\delta_{n}\})$ を満たす必要十分条件は、全ての

$\{\tau_{n}\}\in\Gamma(\{\delta_{n}\})$ にっいて RL $T$ が成り立っことである。

ここで、 $\Gamma=\bigcup_{\delta_{n}\downarrow 0}\Gamma(\{\delta_{n}\})$ となることに注意すれば、次のように

Anscombe 条件を細分化できる。

定理 3. 3

$\{Y_{n}\}$ が Anscombe 条件を満たす必要十分条件は、 $\delta_{n}\downarrow 0$ を満たす

任意の正数列 $\{\delta_{n}\}$ について、 $\{Y_{n}\}$ が条件 A $(\{\delta_{n}\})$ を満たすこと

である。

\S 4 Essential part における一様 $\epsilon-$独立性

$\{\Theta_{n,m}\}$ ; $\Theta$ の sub- $\sigma$ -algebra の二重列

$\{D_{n}\}$ ; $N$ の部分集合の列で、 $l_{n}=minD_{n}arrow\infty$ を満たすもの

$\epsilon>0$
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定義 4. 1

$\{\Theta_{nm}\}$ が $x$ で $(\{Y_{n}\}, \{D_{n}\})$ と $\epsilon-$独立であるとは、次式を満

たす正整数 $N$ が存在することである。任意の正整数 $n$ に対して、 $N$

から $D_{n}$ への関数の $m_{n}$ と可算分割 $\{A_{n,k}\}_{k}\in\bigcup_{m}\Pi(\Theta_{n,m})$ をとり、関

数列 $\{m_{n}\}$ と可算分割の列 $\{A_{n,k}\}_{k}$ をっくると、

$|\Sigma_{k=1}^{\infty}\Phi(\{Y_{m_{\hslash}(k)}<x\}, A_{n,k})|<\epsilon$

が成り立っ。

”
$x$ で” と $\epsilon-$の省略は定義 2. 1に同じ。

定理 4. 1

$\{\Theta_{n,m}\}$ が $(\{Y_{n}\}, \{D_{n}\})$ と独立である為の必要十分条件は、 $R$

L $T$ が、次の二っの条件を満たす全ての $\{\tau_{n}\}$ について成り立っこと

である。

$\tau_{n}$ が $\Theta_{n,m}-$可測となる $m$ が存在する。

. $\lim_{narrow\infty}P(\tau_{n}\in D_{n})=1$

(証明)

必要性を示す。任意の $\epsilon>0$ と $x\in C(F)$ に対して、正整数 $N_{1}$ が

存在して、 $n\geq N_{1}$ のとき、任意の $k\in D_{n}$ に対して、

$|P(Y_{k}\leq x)-F(x)|<\epsilon$
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が成り立っ。 ここで、

$\nu_{n}=\{\begin{array}{l}\tau_{n}on\{\tau_{n}\in D_{n}\}l_{n}otherwise\end{array}$

とおくと、 $\nu_{n}$ は $\Theta_{n,m}$ - 可測となる $m$ が存在し、かつ $\nu_{n}\in D_{n}$ であ

る。 よって、 $n\geq N_{2}$ のとき、

$|P(Y_{\tau_{\hslash}}\leq x)-P(Y_{\nu_{\hslash}}\leq x)|$

$\leq 2P(\tau_{n}\neq\nu_{n})$

$=2P(\tau_{n}\in D_{n}^{c})$

$<\epsilon$

となる正整数 $N_{2}$ が存在し、かっ、 $n\geq N_{1}$ のとき、

$|P(Y_{\nu_{n}}\leq x)-F(x)|$

$\leq|\Sigma_{k\in D_{n}}\Phi(\{Y_{k}\leq x\}, \{\nu_{n}=k\})|$

$+\Sigma_{k\in D_{n}}|P(Y_{k}\leq x)-F(x)|P(\nu_{n}=k)$

$<2\epsilon$

が成り立っ。 これらより、 RL $T$ が示される。

十分性を背理法で示す。独立性を否定すると、次の条件を満たす

$x\in C(F),$ $\epsilon>0,$ $N$ から $D_{n}$ への関数列 $m_{n}$ , 可算分割 $\{A_{n,k}\}_{k}\in$

$\bigcup_{m}\Pi(\Theta_{n,m})$ の列と $N$ の部分列 $\{n’\}$ が存在する。

$|\Sigma_{k=1}^{\infty}\Phi(\{Y_{m_{n’}(k)}\leq x\}, A_{n’,k})|\geq\epsilon$

ここで、 $\nu_{n}=m_{n}(k)$ on $A_{n,k}$ とおくと、 $\{\nu_{n}\}$ は定理の確率添字に対

する条件を満たすが、

$|P(Y_{\nu_{n}}, \leq x)-\Sigma_{k=1}^{\infty}P(Y_{m_{n}’(k)}\leq x)P(A_{n’k,)})|\geq\epsilon$
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より、 $Y_{\nu_{n}}\Rightarrow F$ が成り立たない。 ロ

これを用いると、\S 2で述べた一様 $\epsilon$ -独立性に対する定理 2. 3は,

定理 4. 1において、

$\Theta_{n,m}=\Theta_{n+m-1}$

$D_{n}=[n, \infty)$

とおくことにより、 $\{\Theta_{n,m}\}$ と $\{D_{n}\}$ の持つ単調減少性から得られる。

また、\S 3で述べた細分化された Anscombe 条件 A $(\{\delta_{n}\})$ に対する

定理 3. 3 も、 定理 4. 1において、

$\Theta_{n,m}=\Theta$

$D_{n}=\{i\in N;|i-n|\leq n\delta_{n}\}$

とおくことにより得られることが証明できる。

さらに、定理 4. 1は、 これらの条件の導入できる確率添字の列の

族による特徴付けを統一的に行えるだけでなく、今後発展するこれら

の中間的条件の特徴付けも与えることができるものと思われる。
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