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疎な多項式の補間のためのモジュラー算法

東京大学大型計算機センター 村尾裕一 (Hirokazu MURAO) 1

(E-mail: murao@cc.u-tokyo.ac.jp)

1 はじめに

疎な多項式を補間により求めるための, 実用的な算法が開発されたのは, ここ数年のことである. 本
稿では, その算法を中国剰余定理と組み合わせ, モジュラー算法へと拡張する方法を示す. 同時に, 目

的とする多項式の, その多項式の決定のために必要な値の個数 (評価の回数) を減らす改良策についても
言及する.

11 多項式補間とは?

数式処理における多項式の補間とは, ある多項式を求めることを目的とする計算において, その未知
の多項式の値を充分に多くの点において求め, それらの値から目的の多項式を決定する手法である. こ

れにより, 数式処理でしばしば問題となる, 中間式の爆発的膨張を避けることが可能である. 本稿では
目的とする多項式は Z上の多項式と限定する. 我々の問題を具体的に述べると次のとおりである.

多項式補間の問題
$Z$上の多項式 $P(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n})$ が, 任意の点における値を評価しうるブラックボックスと
して与えられた時, $P(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n})$ の次数に対する適当な上限 (全次数 $\leq d$) の元に, そ

の多項式を決定せよ. 但し, 付随的に, 各変数 $x_{i}$ に対する次数の上限値 $d_{i}(d_{i}\geq\deg_{x}:(P)$ ,
$i=1,2,$ $\ldots,$

$n$ ) や項数の上限値 $\prime r$ を設けてもよい.

この問題は, 今更述べるまでもなく, 古くから様々な解法が知られているが, その代表的算法と特徴を
列挙すると, 以下のとおりである.. 解法としては, 古典的には Newton や Lagrange による補間式が良く知られており, 次の特徴が挙

げられる.

- 算法自体は, 次数の上限の元で考え得る全ての単項式の, $P$ 中の数係数を求めるに過ぎない.

$-$ よって, 多変数の場合, $\prod_{i=1}^{n}(d_{i}+1)$ 個という極めて多くの $P$ の値が必要となる.

- そのために, $P$ がよほど密であると予め判っていない限り, 評価の回数が多過ぎて実用上使
いものにならない. ( $P$ が一変数の場合は密であると仮定して構わない. なぜなら, 疎であ
るならば, 適当な幕乗を独立な変数で置き換え, 多変数で疎な多項式として扱えば良い. ). 行列式の展開を初めとした, 式の膨張が著しい等途中の計算が複雑な計算において, 多項式を扱う

計算を数値に対する同等の計算に置き換えることができ, 途中の計算の複雑さが軽減される.. 様々な応用が考えられる. 例えば, 基本的な計算では, 正規多項式表現への簡約化, 行列式, 逆行
列等が挙げられるし, 最近の研究 [KT90] によれば GCD や因数分解にも適用可能である.

1本研究は, 一部, 文部省科学技術研究費奨励研究 (A) 「スーパーコンピュ $\frac{-}{}f$ と数式処理算法」 (課題番号 03780023) の
補助を受けて行われました.
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12 動機と目的

近年, 上記の問題で, 多項式が疎である場合について, 必要とされる評価の回数を大幅に減らして,
充分実用性を持たせた効率の良い算法が開発された (次節参照). 一方, 筆者は, スーパーコンピュータ

を数式処理に応用する研究において, 多項式補間を用いた算法が途中の計算を全て数値処理に置き換え
ることに着目し, 中国剰余算法と組み合わせることにより, 高効率で有効なベクトル処理が適用可能と
なり, スーパーコンの豊富な計算機資源を活用できることを示した $[Mur9lc, Mur9lb]$ . これまでの研究
では, 一変数の行列式の場合のみを実証的に示したが (全く同じ手法が, 既に 30年前に, 高橋と石橋に
より発表されていたことが [TI60] 後に判明した), 次の段階として, その計算手法を多変数の場合へと拡
張するに際し, 上記算法をこの応用に適した形へと拡張することが必要となった. 本稿の目的は, 実際
にその拡張を行い, その算法を示すことである. 即ち,

我々の問題
前記の問題に, 次の点を付け加える. $P$ 中の数係数の絶対値の上限値 $C$ が与えられるとす
る. 算法としては, その積が $>2C$ となるような複数の法 $q$ に対し, $Pmod q$ を求めた
後, 中国剰余算法を適用して $Z$上の $P$ を求める, というモジュラー算法を開発せよ.

具体的には, このモジュラー算法を開発する上で, 以下の点について論ずる.. モジュラー写像を用いた場合何が問題となるか, 換言すれば, Kaltofen らの拡張 [KLW90] が何
故に確率的算法になってしまうのか, を明確にし, その対処法を示す.. 同時に, 行列式の展開等の実際の問題では, 評価に最も時間を要することが多いことを考慮し, 評

価回数をさらに減らす方法も示す.. 以上をまとめ, 疎な多項式補間のためのモジュラー算法を新たに開発する.

2 疎な多項式に対する補間アルゴリズムの最新の動向

我々の問題に入る前に, ここ数年で開発された多項式補間のための算法を以下に列挙し, その特徴と
要点をまとめておこう.. Ben-Or と Tiwari の算法 (1988年 STOC) $[BT88]-$ 詳細は次節.

$-$ 求める多項式 $P$ 中の項数に対し, 上限値 7 のみを設定する.

- 多項式の評価には, Grigoriev と Karpinski [GK87] による値を用いる. これにより次のこ
とが可能となる.

- $\ll$.の値の列から正則な Toeplitz 行列を構成する. その次数が $t$ を与え, また, その方程式の
解から作られる一変数多項式の線形因子から, $P$ 中の全ての単項式が決定される.

- 各数係数は, 単項式と多項式両方の値から構或される転置 Vandermonde 方程式を解くこと
により得られる.. Kaltofen と Lakshman (1988年 ISSAC 88) [KL88]

前項の算法中の各ステップに, 効率の良い既知の算法を適用した.

-Toeplitz 方程式の解法に Brent らによる算法 [BGY80] を用いる.
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ー転置 Vandermonde 方程式の解法に, 古くから知られた算法 [Zip90] を適用することを提案
し, 計算量を改善した.. Kaltofen, Lakshman と Wiley (1990年 ISSAC 90) [KLW90]

- 上記算法では, 特に Toeplitz 行列の扱いにおいて, 数係数の膨張が, 実用性を損なうほどに,
著しいことを報告した.

- この問題を回避するために, $mod p^{k}$ によるモジュラー算法を開発した.
$*$ 但し, 法 $P$ によっては失敗する.

* その確認は, 求めた多項式の値と評価の結果の値との比較等による.
$*$ 失敗する確率を充分に小さくするための, 法の選択法を示した.
$*$ さらに, $Q$上の多項式を求めるために, Wang らの方法 [WGD82] を適用した.. 村尾 (1991 Sep. . . ) $[Mur9la]$ 一本稿.

但し, ここで取り上げた算法は, Ben-Or と Tiwari の算法に基づいたもののみで, [$Zip79|$ や $[Zip90|$

のように, 疎であることを考慮して, 古典的な算法に確率的手法を持ち込んだり, その対処を行ったも
のは除外した.

3. Ben-Or と Tiwari の算法

本節では, 我々の拡張の基礎となる, Ben-Or と Tiwari による算法を示す. 先ず, そのための記法を
若干用意する. 但し, $P$ 及び $\tau$ は冒頭のとおりとする. 加えて, $P$ 中の本当の項数を $t(\leq\ell r)$ とし, 求
める多項式表現を $P(x_{1}, x_{2}, \ldots , x_{n})=\sum_{k=1}^{t}c_{k}x_{1}^{e_{k.1}}x_{2}^{e_{k,2}}\cdots x_{n}^{e_{k,n}}$ とする (すべて未知). 小さい方から $i$

番目の素数 $(2, 3, 5, \ldots)$ を $p$: で表し, $P(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n})$ を $(p_{1}ip_{2}i\ldots,p_{n}^{j})$ で評価した値を

$a_{j} \Leftarrow P(p_{1}^{j},p_{2}^{j}, \ldots,p_{n^{j}})=\sum_{k=1}^{t}c_{k}b_{k^{j}}$ ,

とおく. 但し, $b_{k}$ は各単項式を評価した値砿 $=p_{1}^{e_{k,1}}p_{2}^{e_{k,2}}\cdots p_{n^{k,n}}^{e}$ である. さらに, $a_{j}$ を要素とする
$u\cross u$ の Toeplitz 行列 $A_{u}$ と列ベクトル $\vec{a}_{u,v}$ を定義する :

ノ $u=(\begin{array}{llll}a_{O} a_{1} a_{u-1}a_{1} a_{2} a_{u}| | \ddots |a_{u-1} a_{u} a_{2u-2}\end{array})$ , $\vec{a}_{u,v}=(\begin{array}{l}a_{u}a_{u+1}|a_{u+v-1}\end{array})$ .

図 1に具体的な算法を示す. 以下に, そのアイディアの詳細と改良点を列挙する.. [GK87] で示された評価点の選択法 (各変数に対して異なる素数の幕) を用いることに依り, $b_{k}$ の

値は互いに全て異なり, また $b_{k}$ の素因数分解により指数 $(e_{k,1}, e_{k,2}, . . . , e_{k,n})$ が定められるように
なる.. Toeph-htz 行列 $A_{u}$ は, $u=t$ ならば正則, $u>t$ ならば非正則である. 何故なら,

$V_{t}=(\begin{array}{llll}1 1 1b_{1} b_{2} b_{t}| | \ddots |b_{l}^{t-1} b_{2}^{t-1} b_{t}^{t-1}\end{array})$
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Ben-Or と Tiwari の算法

入力 : $P\in Z[x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n}]$ 及び $\tau$ .
出力 : $P$ の多項式表現 $\sum_{k=1}^{t}c_{k}x_{1}^{e_{k,1}}x_{2}^{e_{k,2}}\cdots x_{n}^{e_{h,n}}$ .
ステップ 1: $a_{j},j=0,1,$ $\ldots,$

$2\tau-1$ を評価し, 行列 $A_{\tau}$ の階数を求める. その値が $t$ で

ある.

ステップ 2 : 正則な $t\cross t$ の Toephtz 方程式 $A_{t}\vec{\lambda}_{t}=-\vec{a}_{t,t}$ を解き, $\vec{\lambda}_{t}=(\lambda_{1}, \lambda_{2}, \ldots, \lambda t)^{T}$

を求める.

ステップ $: 一変数多項式 $\Lambda(z)=1+\sum_{i=1}^{t}\lambda_{i}z^{i}=\prod_{k=1}^{t}(1-b_{k}z)$ を構成し, 因数分
解の結果 $b_{k}$ を得る. 各 $b_{k}$ を素因数分解 ($p:,$ $i=1,2,$ $\ldots,$

$n$ による除算でよい) し,
$P$ 中の各単項式の指数 $(e_{k,1}, e_{k,2} , 1 \cdot. , e_{k,n})$ を求める $(k=1,2, \ldots, t)$ .

ステップ 4 : 最後に, 下記の転置 Vandermonde 方程式を解き, 数係数 ci $(1 \leq i\leq t)$ を

定める.

$(\begin{array}{llll}1 1 \cdots 1b_{1} b_{2} \cdots b_{t}| | \vdots b_{1}^{t-1} b_{2}^{t-1} \cdots b_{t}^{t-1}\end{array})(\begin{array}{l}c_{1}c_{2}|c_{t}\end{array})=(\begin{array}{l}a_{0}a_{1}|a_{t-1}\end{array})$ .

図 1: Ben-Or と Tiwari の算法

と置けば,

$A_{t}=(\begin{array}{llll}a_{O} a_{1} a_{t-1}a_{1} a_{2} a_{t}| | \ddots |a_{t-1} a_{t} a_{2t-2}\end{array})=V_{t}(\begin{array}{llll}c_{1} 0 c_{2} \ddots 0 c_{t}\end{array})V_{t}^{T}$ ,

$\theta)\grave{x}$ ,

$\det(A_{t})=\prod_{1=1}^{t}c_{i}\prod_{j<:}(b_{i}-b_{j})^{2}$ . (1)

よって $\det(A_{t})\neq 0$ , 即ち $A_{t}$ は正則である. 非正則であることは, 全ての $j\geq 0$ に対し

$a_{j+t}+ \sum_{i=1}^{t}\lambda;a_{i+t-i}=\sum_{k=1}^{t}c_{k}b_{k^{j+t}}\Lambda(b_{k}^{-1})=0$ ,

となることから示される. また, この線形関係 $(i=0,1, \ldots, t-1)$ が $\vec{\lambda}_{t}$ に対する Toeplitz 方程
式を導 \langle . Toeplitz 方程式の解法については, 様々な研究成果がある [Bla85, BGY80].. 符合理論では, 上の線形関係を満たす多項式 $\Lambda(z)$ を, 数列 $a_{0},$ $a_{1},$ $\ldots,$ $a_{2t-1}$ に対する connection
polynomial と呼ぶ [Mas69, Bla85] :

$\Lambda(z)=\prod_{k=1}^{t}(1-b_{k}z)=1+\sum_{i=1}^{t}\lambda_{i}z^{i}$ . (2)
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この多項式を導くには, Berlekamp-Massey の算法 [Mas69, Bla85] を用いれば良いことが知られ
ており [BT88], 実際 [KLW90] で用いられた. その算法を用いれば, $t$ と $\Lambda(z)$ が同時に求められ
るので, Toeplitz 行列を扱う必要はなくなる.. 転置 Vandermonde 方程式を解くための効率の良い算法が知られており [Zip90, KL88], その算法
は, Vandermonde 行列が正則である限り, モジュラー算法へと直接に拡張可能である.

4. Berlekamp-Massey の算法

Berlekamp-Massey の算法は, 本来, 符合理論において, 最短の linear feedback shift register を

設計するための算法である. 特別な数列 $a_{0},$ $a_{1},$ $\ldots,$ $a_{2t-1}$ に対して行われる我々の応用では, 最低次の

connection polynomial が求められる. 図 2に算法を示す.

Berlekamp-Massey の算法

入力 : 数列 $s_{0},$ $s_{1},$ $\ldots,$
$s_{2\tau-1}\in K$ , 但し, $K$ は任意の体.

出力 : 数列に対する最低次の connection polynomial $\zeta(z)\in K[z]$ .

[初期化] $\zeta(z)\Leftarrow 1$ ; $L\Leftarrow 0$ ; $\phi(z)\Leftarrow 1$ ;
[connection polynomial 等を更新するルー岡

for $j:=0$ to $2\tau-1$ do
begin

$\delta\Leftarrow Sj+\sum_{k=1}^{L}s_{i-k}\zeta_{k}(z)$ ; % discrepancy;
if $\delta=0$ then $\phi(z)\Leftarrow$ z)

else if $2L>j$ then $(\begin{array}{l}\zeta(z)\phi(z)\end{array})\Leftarrow(\begin{array}{l}\delta((z)-z\phi(z)z\phi(z)\end{array})$

else $(\begin{array}{l}((z)\phi(z)L\end{array})\Leftarrow(\begin{array}{l}((z)-\delta z\phi(z)\phi(z)/\delta j+1-L\end{array})$

end;

図 2: Berlekamp-Massey の算法

この算法を我々の問題に適用する場合, 以下の点に注意しなければならない.. $K=Z/(q)$ の時, ($(z)$ が (2)のモジュラー像 $(\Lambda(z)mod q)$ に等しいとは限らない.. さらに, $K=Z/(q^{k})$ 上で適用した場合除算に失敗する可能性がある. しかし, その確率を充分
に小さくすることは可能である [KLW90].

・ 我々の多項式補間への応用では, 必要とされる多項式は, 最初の $2t$ の繰り返しで求まってしまい,

ループの残りは確認をしているに過ぎない.
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5 中国剰余定理との組合せでモジュラー算法へと拡張するには?

5.1 留意点および問題点

以下に, モジュラー算法へと拡張する上で問題となる点を列挙する.. $Z/(q)$ では $A_{t}$ は必ずしも正則とは限らない. 正則でなくなるのは, 次の条件のいずれ
か或は両方が成り立つ場合である :

1. $c_{i}\equiv 0$ $(mod q)$ なる $i$ が存在する,

2. $b_{i}\equiv b_{j}$ $(mod q)$ となる $i,j(i\neq j)$ が存在する.

この非正則な場合, connection polynomial は如何なる多項式か? また, $P$ 中の全て

の単項式を特定することが可能であろうか? ここで, 上の非正則性をもたらす添字を
除いた添字の集合 $\sigma_{q}$ を定義しておく.

$\sigma_{q}=\{k|1\leq k\leq t\wedge c_{k}\not\equiv 0 (mod q)\wedge\forall j<k, b_{k}\not\equiv b_{j} (mod q)\}$

. 複数の法 $q\iota$ に対する $(b_{k}mod q_{l})$ の値から, 如何にして指数 $(e_{k,1}, e_{k,2}, \ldots, e_{k,n})$ を求
めるか.

$\bullet$ 法の選択

$-Z$での数係数を求めるには, 2 $\cross$ (法の積) $\geq C$ は必須である.
- 法の選択によって上記の非正則性を検知できるだろうか?. 異なる $i,j$ に対して $b;\equiv b_{j}$ $(mod q)$ となる $i,j$ が存在する場合, 転置 Vandermonde
行列稀も正則でなくなり, 係数を決定できない.

5.2. モジュラー算法への拡張の方法

上記の問題点に対する解決策を示し, モジュラー算法へと拡張する方法を述べる.

1. $Z/(q)$ 上での connection polynomial.

数列 $a_{0},$ $a_{1},$ $\ldots,$ $a_{N}(N\geq 2t-1)$ に対する, $Z/(q)$ 上の最低次の connection polynomial $\Lambda_{q}(z)$

は unique で,

$\Lambda_{q}(z)=\prod_{k\in\sigma_{q}}(1-b_{k}z)mod q$

である. このことは, $Z/(q)$ 上において数列が $( \sum_{k\in\sigma_{q}}c_{k,q}b_{k}mod q)$ のように振舞うことを考え
れば明らかである.

2. 未知の正の整数 $b$ に対し, $b$ を求めずに, 法 $q\iota(l=1,2, \ldots, s)$ についての剰余 $(bmod q\iota)$ のみ

から, その素因数分解 $p_{1^{e_{1}}}p_{2^{e_{2}}}\cdots p_{n}^{e_{n}}$ を得るには, 剰余 $(bmod q_{l})$ を変換し $b$ の混合基数表示
[Knu81, 273-275 ページ] を用いれば良い. 但し, 素因数 $p_{1},p_{2},$ $\ldots p_{n}$ は既知とし, $\prod_{l=1}^{s}q\iota>b$

とする.

(a) 混合基数表示 $b=v_{1}+v_{2}q_{1}+v_{3}q_{1}q_{2}+\cdots+v_{s}q_{1}q_{2}\cdots q_{s-1}$ における剰余の組 $(v_{1}, v_{2}, \ldots, v_{s})$

を, 次のようにして求める

$v_{1}$ $=$ $bmod q_{1}$

$v_{j}^{(1)}$ $=$ $bmod q_{j}$ , $v_{j}^{(i+1)}=(v_{j}^{(i)}-v_{i})q_{i}^{-1}mod q_{j}$ , $v_{j}=v_{j}^{(j)}$ .



55

(b) 各々の $p_{i},$ $i=1,2,$ $\ldots,$
$n$ に対し, 以下を繰り返す. 但し, $p_{i}$ は $p$ と略す.

$i$ . $q_{k}$ を $p$ で割った商と余りを各々 $\gamma_{k},$
$\delta_{k}$ とする $(q_{k}\Rightarrow\gamma_{k}p+\delta_{k}, 1\leq k\leq s-1)$.

$e_{i}\Leftarrow 0$ .
ii. $v_{1}+ \sum_{j}^{s-1}v\prod_{k=1}^{j}\delta_{k}$ mod $P$ が $0$ に等しくなければ, 次の素数 $pi+1$ へ.

iii. $e_{i}\Leftarrow e_{i}+1$ . $(v_{1}, v_{2}, \ldots,v_{s})$ を, $p_{i}$ で割った商へと, 更新する.

$(\begin{array}{l}v_{s}r\end{array})$ . や $(\begin{array}{ll}\lfloor v_{s}/p\rfloor mv_{s}od p\end{array})$ .

$(\begin{array}{l}v_{j}r\end{array})$ $\Leftarrow$ $(\begin{array}{ll}\lfloor(\delta_{j}r+v_{j})/p\rfloor+ \gamma_{j}rm\delta_{j}r+v_{j}od p\end{array})$ , $j=s-1,s-2,$ $\ldots,$
$1$ .

3. $P$ 中の単項式とその個数 $t$ を定めるには?

$Z/(q)$ 上の Toephhtz 行列や上の $\Lambda_{q}(z)$ から, $t$ や $P$ 中の全単項式を決定することは, 次の理由に
より, 殆んど不可能に近い.. 単項式の値 $b_{k}$ の取り得る値の最大値を

$B=0 \leq e_{j}\leq d_{j},\sum_{j=1}^{n}e_{j}\leq d\max\{p_{1}^{\epsilon_{1}}p_{2}^{c_{2}}\cdots p_{n}^{e_{n}}\}$

と置く. 法の積 $\prod_{l}q_{l}$ が

$\prod_{l}q_{l}>CB^{\tau(\tau-1)/2}\geq CB^{t(t-1)/2}>C\prod_{j\neq k}|b_{j}-b_{k}|$

であれば, (1) より, 全ての法 $q_{l}$ に対して $\det(A_{t})$ が $0$ とはなり得ず, いずれかの法で $t$ が

$\deg(\Lambda_{q_{l}}(z))$ として求まる. しかし, 上の法の積に対する条件は, 大抵の場合, 大き過ぎて非
実用的である.. たとえ $t$ が正確に得られたとしても, 異なる $q_{l}$ の問で $(b_{k}mod q_{l})$ の対応が定まらず, その

組合せが多大であるのみならず, $t4$固以上の指数が求まり得る.

前者の問題については, 法を適切に選べば, 高い確率で $t$ が得られることが解っており, そのた

め, 最終的な答が正しくないと判明した場合でも, 法を新たに選び直して算法を繰り返せば, 実用
上はあま り問題にはならない. [KLW90]. しかし, 数値による評価の段階と数式を構築する段階
とを明確に分離する我々の実現手法 $[Mur9lc]$ では, そのような確率的算法は, その分離を損なう
ことにつながり, 不適切である. しかも, 失敗が判明した場合には, 新たな法に対して, 評価も含

めた類似の計算を繰り返すことになり効率が悪い. これらの問題に対する我々の解決策は, 上記の

二番目の問題点が示唆するように,

「 $\Lambda_{q}(z)=0$ の根は, $P$ 中の単項式を定めるのではなく, 存在し得る単項式を限定する」

と見なすことである. 即ち, Ben-Or と Tiwari の算法における 「疎な多項式中の単項式を決定す
る」 ための主要なアイディアに固執せずに, 疎であることを活かしながら, 存在しそうな全ての項
に対し数係数を決定するのである (多項式補間の原点に立ち帰ることに他ならない). 実用上は, 法
を充分に大きくとれば, $\Lambda_{q}(z)=0$ の次数は $t$ となり, その根は $b_{k}mod q$ に限定され, 疎である

ことは保存されると予想する.
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4. 単項式の限定と法に対する条件

変数の個数が少なく, しかも次数が低ければ, $B$ の値は小さくなり, $q>B$ と選択することが可
能な場合もあり得る. その場合には, $c_{k}\equiv 0$ $(mod q)$ なる $k$ を除いて全ての $(e_{k,1}, e_{k,2}, \ldots, e_{k,n})$

は決定される. さらに, 2 $\cross$ (法の積) $\geq C$ は必須条件であり, その全ての法が上の条件を満たす
ならば, 前項で掲げた問題は起きず, 直接 Ben-Or と Tiwari の方法により指数を決定することが
可能である.

また, そのような条件が成り立たなくとも, 次数の制限を満たす全ての ( $e_{1},$ $e_{2},$ $\ldots,$
$e$のから, 全

ての $q_{l}$ に対し次の条件を満たす組を選び出せば, 単項式はかなり限定される :

$\Lambda_{q_{1}}(p_{1}^{-e_{1}}p_{2}^{-\epsilon_{2}}\cdots p_{n}^{-e_{n}})\equiv 0mod q_{l}$

この条件を満たすかの確認は,

(a) [CZ81] の確率的算法によ り $\Lambda_{q_{1}}$ を一次因子に分解し, 各因子の数係数を求めておき (算法は
確率的でも, 全て一次因子まで分解することは既知であるから結果は確定する),

(b) $(e_{1}, e_{2}, \ldots, e_{n})$ に対応する $b=p_{1^{e_{1}}}p_{2^{e_{2}}}\cdots p_{n}^{e_{n}}$ の値について, いずれの $q_{l}$ に対しても,
$bmod q_{l}$ が, 前項で求めた数係数中に存在するかを調べる

という方法によって, 極めて簡単に行われる. この方法は, 計算量の観点からは, 我々の算法を古
典的な手法と同等の $\prod_{i}(4+1)$ にまで劣化させることになるが, 上記の値の照合の計算コストは,
多項式の評価に比較すれば, 遥かに安価である. よって, 目的とする多項式の変数の個数をある程
度限定すれば, 充分に実用性を有するであろう. 実際, スーパーコンを用いれば, 全ての $b$ mod
$q$ は, 下表のとおり, 充分に実用的な計算時間で求められる.
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さらに, (法の積) $>B^{\tau}\geq B^{t}$ なる条件を満たすだけ多くの法を用いることが可能ならば, $\prod_{k=1}^{t}(b’-$

$b_{k})$ は $0$ でないが法の積の倍数となるような不要な $b’$ は除外されるので, 単項式の限定に寄与す
る.

5. 係数を決定するには?

それぞれの法 $q$ について,

(a) $P$ 中に存在する可能性のある全ての単行式に対し $b_{k,q}$ を計算する.

(b) $b_{k,q}$ の全ての異なる値 (重複する分は一つのみをとる) から Vandermonde 方程式を構成し,
解く.

(c) 値の重複していない $b_{k,q}$ に対応する $c_{k,\mathfrak{g}}$ は, そのままで求める係数である.

(d) 重複した分については, Vandermonde 方程式の解は, $b_{k,q}$ に等しくなる $k$ に対する $c_{k,q}$ の

和を与える.

(e) 今度は存在し得る単項式が定まっているので, $P$ から上で定まった単項式を差し引いた多項
式に対し, 新たに評価した値から係数を定めれば良い.
(多項式補間の基本)

6 多項式の評価の回数を減らすには?

少なくとも, $A_{t}$ が正則であることが判っていれば (整数上, あるいは $q>B$ が成り立つ), 下記のよう
に, Toeplitz 行列の特定の行 / 列を取り出して考えれば, Berlekamp-Massey の算法のループ中で, 連
続する $\tau$ 個の値 $(a_{s}, a_{s+1}, \ldots, a_{s+\tau-1})$ に対して connection polynomial が不変であれば, 最初の $s+1$

行 / 列に線形関係が存在することに他ならず, その多項式が求めるべき connection polynomial である
ことが判る.

$A_{\tau}=\{\begin{array}{lll}a_{0} a_{1} a_{\tau-1}a_{1} a_{2} a_{\tau}| | |a_{s} a_{s+1} a_{s+\tau-1}| | |a_{\tau-1} a_{\tau} a_{2\tau-2}\end{array}\}$

7. 転置 Vandermonde 方程式の解法

最後に, $c_{t}arrow=(c_{1}, c_{2}, \ldots, c_{t})^{T}$ 及び $\vec{a}_{0,t}=(a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{t})^{T}$ として, 既に上で触れた, 転置 Vander-
monde 方程式 $V_{t^{C}t}^{arrow}=a_{0}arrow$

, に対する効率の良い解法を示しておこう.
Vandermonde行列罵の転置行列を $B=V_{t}^{T}$ とし, $(\beta_{0,j},\beta_{1,j}, \ldots,\beta_{t-1,j})^{T}$ が $B^{-1}$ の第 $i$ 列ベクト
ルを表すとする. その要素を係数とする一変数多項式 $B_{j}(z)=\beta_{0,j}+\beta_{1,j}z+\cdots+\beta_{t-1,j}z^{t-1}$ を定義す
る. 行列の積 $BB^{-1}=V_{t}^{T}B^{-1}$ は単位行列ゆえ, $B_{j}(b_{i})=\delta_{ij}$ . よって, $(t-1)$ 次多項式 $B_{j}(z)$ は

$B_{j}(z)= \prod_{1\leq k\leq tk\neq j},\frac{z-b_{k}}{b_{j}-b_{k}}=\frac{B(z)}{\alpha_{j}(z-b_{j})}$
$f\underline{B}$ し

$\alpha_{j}=\prod_{1\leq k\leq tk\neq j},(b_{j}-b_{k})=B’(b_{j})$
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転置 Vandermonde 方程式の解法

入力 : $V_{t}$ 及び高,t.
出力 : $c_{t}arrow$ .
ステップ 1: 一変数多項式 $B(z)$ を $B(z) \Leftarrow\prod_{k=1}^{\ell}(z-b_{k})$ とおく. この多項式は

$\Lambda(z)$ から直接与えられる.

ステップ 2 : さらに, もうひとつの一変数多項式 $D(z)$ を $D(z)= \sum_{k=0}^{t-1}a_{k}z^{t-k}=$

$a_{0}z^{t}+a_{1}z^{t-1}+\cdots$ 十果-lz と定義する.

ステップ $S$ : 上の二つの多項式の積 $B(z)D(z)$ 中の $z^{j}(j=t+1, t+2, \ldots, 2t)$ の

係数を求め, 各々を $qj$ とする. この $qj$ を係数とする一変数多項式 $Q_{t}(w)$ を

$Q_{t}(w)= \sum_{jq_{t+i}}^{\iota_{=1}}w^{j-1}$ と定義する.

ステップ 4 : 解 $c_{j}$ は, $c_{j}=Q_{t}(b_{j})/B’(b_{j})$ により与えられる.

図 3: 転置 Vandermonde 方程式の解法

となる. すると, 解は 嶢 $=V_{\iota a_{0,t}}^{-1arrow}=(B^{-1})^{T_{arrow}}a_{0,t}$ ゆえ, その各要素 $c_{j}$ は $\sum_{k=0}^{t-1}\beta_{k,j}a_{k}$ で与えられ
る. この値は $B_{j}(z)D(z)$ 中の $z^{t}$ に他ならず, $Q_{t}(b_{j})$ により求められる. 図 3が, その算法である.

8 おわりに

本稿では, 記号多項式を求める計算においてベクトル処理を適用するために必要となる, 多項式補間
のモジュラー算法を示した. モジュラー算法への拡張では, ベクトル処理という観点からは, 多倍長演
算を除去することが最大の目的なのだが, 一方では, 全ての単項式の指数を決定するステップを除けば,
各々の法に対する処理は, 互いに独立であるため, 並列処理が可能となっている. 即ち, 本稿で示した
モジュラー算法は, 疎な多項式の補間の問題に対する, 有効な並列処理算法の可能性を示唆している.
また, 複数の法を用いる算法では, 数係数の上限値は不当に大きく与えられるのが普通であるから, 通
常はかなり多くの法が必要となる. このため, 並列もしくはベクトル処理を適用できない場合には, 多
倍長演算を伴うとはいえ, Kaltofen らのモジュラー算法 [KLW90] を用いた方が高速であろう.
本稿の算法は, 単項式の決定において, 古典的な算法と同程度の計算量となることを述べたが, つい

最近, この問題も解決されたことだけを [Mur92] 最後に報告しておこう.
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