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流れの中での 3 次元渦糸の形

名大・工 福本康秀 (Yasuhide Fukumoto)

1 序

縮まない流体においては, 空間の各点において渦度を指定すれば, その
速度場は完全に定まる. 強い渦度をもつ領域が線状もしくは層状に局在し
ている状況は普遍的に現れる. その場合, 速度場よりも, 渦度場の発展を追
跡することによって, 問題を簡単化することができる.
本稿では, 細長い渦 ( $=$渦糸) の 3次元運動に着目する. 特に, 流れの中

で渦糸の平衡形が容易に求められることを示す.

2 局所誘導近似

流体は非圧縮性であり, 粘性も無視できると仮定する. このとき, 渦度場
$\omega(x)$によって誘導される流速 $v$は Biot-Savart の法則によって与えられる :

$v(x)= \frac{1}{4\pi}\int\frac{\omega(x’)\cross(x-x’)}{|x-x’|^{3}}dx’+V(x)$ (1)

右辺の $V$ は境界の存在や外部流による渦なし流を表す. 運動量保存則から
導かれる Kelvin-Helmholtz の渦定理によれば, 渦糸は, その上に誘導される
流速と同じ速度で動くことがわかる.
渦核の半径が曲率半径に比べて十分に小さいとき, (1) は

$v(x)=- \frac{\Gamma}{4\pi}\int\frac{(x-X’)\cross\delta X’}{|x-X’|^{3}}+V(x)$ (2)

と書ける. ここで, $\Gamma$ は循環, $X’$ は渦糸の中心をなぞる曲線上の位置を
表す. (2) を渦糸の直上で評価すると対数発散を生ずるので, 渦核の半径 $\delta$

の部分からの寄与を抜く. さらに, 局所的な誘導が卓越すると考えて,
. (2)

の積分領域を, $X$ を中心とする長さ $2L$ の曲線上の部分だけに限る (局所

誘導近似 ;localized induction approximation: LIA). 得られた渦糸の発展方
程式は以下のような形をとる:
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$\frac{\partial X}{\partial t}=\frac{\Gamma}{4\pi}[\log(\frac{L}{\delta})]\kappa b+V(X,t)$ (3)

あるいは,

$X_{t}=AX_{s}\cross X_{ss}+V^{r}(X,t)$ , (4)

with
$A= \frac{\Gamma}{4\pi}\log(\frac{L}{\delta})$ (5)

ここで, $\kappa$ は曲率, $b$ は陪法線ベクトルを表す. 下付添字は微分を表す.

3 流れがないとき

(4) 式で, $V=0$ とおき, 接ベクトノ t $=\partial X/\partial s$ を使って表すと,

$t_{t}=At_{s}\cross t_{ss}$ , (6)

となり, Heisenberg の等方的なスピン鎖の連続極限と一致する.2) Da $Rios^{1,3)}$

は (4) , (6) を, 曲線の曲率 $\kappa$ とれい率 $\tau$ だけを用いて書き改め, 曲線の内
在的幾何の観点を導入した :

$\kappa_{t}$ $=$ $-(\kappa\tau)_{s}-\kappa_{s}\tau$ , (7a)

$\tau_{t}$ $=$ $[(\kappa_{ss}-\kappa\tau^{2})/\kappa]_{s}+\kappa_{s}\kappa$ . (7b)

橋本 4) は, $\kappa$ と $\tau$ を組み合わせたある複素変数を導入すれば, (7) が非線形
Schr\"odinger 方程式に帰着することを発見した :

$\psi(s,t)=\kappa\exp\{i\int^{s}\tau ds\}$ (8)

$i \psi_{t}+\psi_{ss}+\frac{1}{2}|\psi|^{2}\psi=0$ (9)

(9) 式はソリトン方程式であるから, 無限個の保存量が構成できる. 最初の
ものは

$\int|\psi|^{2}ds=\int\kappa^{2}ds$ (10)

である. さらに, (4) から直接, 渦糸の長さが変わらないことが証明できる :
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$\int ds=const$ . (11)

閉曲線のトポロジーの情報を与える量として, 閉曲線 $C$ の全曲率

$K(C)= \int_{C}\kappa ds$ (12)

がある. Fenchel5) は, $K(C)\geq 2\pi$ であることを, $F\acute{a}ry^{6)}$ と Milnor7) は, 閉曲
線が knot をもてば,

$K(C)>4\pi$ (13)

であることを証明した. 式 (10), (11) と (13) および Schwartz の不等式を用
いれば, 渦糸が knot をもたないための条件が導かれる;

定理
初期条件として, 閉じた渦糸 $C$の全曲率に次の制約がつけば,

$\int_{C}\kappa ds\leq(\int_{C}\kappa^{2}ds)^{1/2}(\int_{C}ds)^{1/2}\leq 4\pi$ (14)

渦糸が, (その発展において) knot をもつことは不可能である.

要するに, 近似方程式 (4) は複雑な渦糸運動をシミュレートするのには適
さない.

4 流れの中での渦糸の平衡形

流れの中での渦糸運動の解析は, その重要性にも関わらず, あまり手をつ
けられていない問題の 1つである. $10,11$ ) 思い切って問題を単純化しよう. 定
常流 $V(X)$ 中で流れと釣り合って静止している渦糸の形を求める. $X_{t}=0$

とおくと, (4) は

$AX_{s}\cross X_{ss}+V(X)=0$ (15)

の形の常微分方程式に還元される. (15) と $t=X_{s}$ との外積をとると,

$AX_{ss}=X_{s}\cross V(X)$ (16)

が得られる. 長さ $s$ を時間 $t$ , 外部流 $V(X)$ を磁場 $B(X),$ $A=m/q$ と読み
換えると, (16) は質量 $m$ , 電荷 $q$ を持つ荷電粒子の磁場 $V(X)$ 中での運動
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を記述する方程式と等価になる. すなわち, ローレンツカを受けて運動する
荷電粒子の軌跡と, 流れの中の渦糸の形が等価である. 前者については, プ

ラズマの閉じ込めの問題に関連して比較的多くの研究がなされている. そ
れらの結果を翻訳すれば, 豊富な知見が容易に得られる.
ついでに, 定常な低マッハ数の流れ $U(X)$ 中での音響射線の伝播を支配

する方程式も (16) と等価であることを注意しておこう:

$\frac{dn}{dt}=-n\cross rotU(X)$ (17)

ここで, $7l$ は射線方向の単位ベクトルである.

4.1 静止流体中での形を変えない渦糸

前述のアナロジーの御利益を明らかにする例は, 静止流体中を形を変え
ないで運動する渦糸である. 木田 13) はそのような運動が,

$AX_{s}\cross X_{ss}=-c_{0}X_{s}+\Omega e_{z}\cross X+Ve_{z}$ (18)

に従うことを示した. ここで, $e_{z}$ は 1つの方向 ( $z$方向) の単位ベクトルで,
$V$ はその方向の渦糸の並進速度, $\Omega$ は $z$ 軸まわりの回転の角速度, $c_{0}$ は渦
糸に沿ってのすべり速度を表す. これらはすべて定数である. 木田は (18) を
直接積分することによって, 解のクラスを定めた. 解は楕円関数を用いて書
き下すことができる.
ところで, (18) と (15) , (16) を比較すると, (18) は

$A\tilde{X}=\dot{X}\cross B(X)$ , (19a)

$B=-\Omega e_{z}\cross X-Ve_{z}$ (19b)

と書き換えられる. 長さ $s$ による微分を dot で表した. $(19b)$ を与えるベク
トルポテンシャル $\hat{A}$ は,

$\hat{A}=(-\frac{i\nearrow}{2}y$ , $\frac{V}{2}x$ , $\frac{\Omega}{2}(x^{2}+y^{2})$) (20)

である. そして, $(19a)$ を生む Lagrangian $L$ は

$L$ $=$ $\frac{A}{2}\dot{X}^{2}+\dot{X}\cdot\hat{A}$

$=$ $\frac{A}{2}(\dot{r}^{2}+r^{2}\dot{\theta}^{2}+\dot{z}^{2})-(\frac{V}{2}r^{2}\dot{\theta}-\frac{\Omega}{2}\dot{z}r^{2})$ (21)
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である. ここで円柱座標 $(r, \theta, z)$ を用いた. (21) より $\theta$ と $z$ が循環座標で
あることが直ちに読み取れて, 保存量 (積分) $P_{z}=\partial L/\partial\dot{z},$ $P_{\theta}=\partial L/\partial\dot{\theta}$ が計
算できる. これらを組み合わせると,

$A \dot{z}=\frac{1}{2}(D-\Omega r^{2})$ (22a)

$\Omega r^{2}+V\dot{z}=c_{0}$ (22b)

が得られる. ここで, $D$ と $C_{0}$ は積分定数で, $c_{0}$ は式 (18) におけるすべり速
度と一致する. (22) と

$|t|^{2}=|\dot{X}|^{2}=\dot{r}^{2}+r^{2}\dot{\theta}^{2}+\dot{z}^{2}=1$ (23)

を合わせたものは, 木田が最終的に積分した方程式系と一致する. 我々のア
ナロジーの利点は, Lagrangian を経由することによって, 2つの積分 (22) が

容易に見つかるということである.
木田クラスは, 橋本の 1 ソリトン解 4) を含む. 従って, 磁場のパラメータ

$\Omega,$ $V$ と初期条件 $\dot{X}(0)$ をうまく調整すれば, 荷電粒子に橋本ソリトンを描
かせることができる.

4.2 対称こま

形を変えない渦糸は, 式 (4) (で $V=0$ としたとき) の進行波解に相当す
る. Ricca14) が注意したように, 以前に $Levi- Civita^{15)}$ が同等な解を (7) 式を
積分することによって求めていた.
一方, 橋本-神部 16)は (18) が細い円形断面の弾性のある針金 $X(s)$ の内部

応力 $T(s)$ 及びそのモーメント $M(s)$ の釣り合いを表現することを見抜いた.
天下り的ではあるが, 棒の曲げ剛性を $A(=EI)$ , ねじり剛性を $C$ , 単位

長さ当りのねじれ角を $\gamma$ とすると,

$M=A(X_{s}\cross X_{ss})+C\gamma X_{s}$ (24)

のように書けることが確かめられる.17) 右辺の第 1項のようにまとめられる
のは, 棒の断面が円形であることが効いている. $c_{0}=C\gamma$ とおいて, $T=\Omega e_{z}$

と思うと, (18) は,

$T_{s}=0$ , (25a)

$M_{s}+t\cross T=0$ (25b)
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と同じことであり, まさに, 弾性棒の応力の釣り合いを表す式になる. 式
$(25a)$ は, 外力 (体積力) が働かないことを意味している.
歴史をさかのぼると, Kirchhoff によって, 弾性棒 (ピアノ線) の形と対称

独楽 (Lagrange’s top) の運動とが完全に等価であることが見出だされてい
る.18) Euler 角を用いた証明は鶴による文献 19)に譲ることにして, このアナロ
ジーを直接的に検証してみよう. Euler 角による証明は物体 (独楽) に固定
した座標系で行うのに対して, 以下に展開する証明は, 空間に固定した座標
系で行うのが特色である.
弾性棒の軸方向の単位ベクトルを $t(s)$ とし, 棒に沿っての単位長さ当り

の接ベクトルの回転角を $\omega^{(s)}$ とする. 長さ $s$ による微分を dot で表せば, 定
義により,

$i=\omega^{(s)}\cross t$ (26)

となる. 一方, (18) または (19) より, 弾性棒の方程式は

$Ai=(\Omega e_{z}\cross X+Ve_{z})\cross t$ (27)

である. (26) と (27) が等しいためには,

$A\omega^{(s)}=\Omega e_{z}\cross X+Ve_{z}-c_{1}t$ (28)

でなければならない. $c_{1}$ は定数である. ここで,

$\omega_{3}$ $=$ $\gamma=\omega^{(s)}\cdot t$ , (29a)

$c_{1}$ $=$ $(C-A)\omega_{3}$ (29b)

とおいて, (28) に代入すると,

$M$ $=$ $A(\omega^{(s)}-\omega_{3}t)+C\alpha i_{3}t$ , (30a)
$\dot{M}$

$=$ $t\cross(-\Omega e_{z})$ (30b)

が得られる.(実は, 以上の議論は, (24), (25) を敷延しているに過ぎない.)

さて, 対称独楽が 1点を固定して運動しているとしよう. 固定点から独楽
の重心までの距離を $l$ として,

$\Omega=mgl$ (31)



132

とおく. もちろん, $g$ は重力加速度である. $t$ を独楽の軸方向の単位ベクト
ルとすると, $(30a)$ は, 対称軸のまわりの慣性モーメント $C$ , 他の軸のまわ
りの慣性モーメント $A$ をもつ独楽の角運動量と見なせる. $(30b)$ は独楽の
角運動量の変化を表す式と解釈できるので, これと (26) とで独楽の軸 $t$ の

運動が記述できることになる.
物体に固定した座標系から見た, 角運動量の成分を $m=(m_{1}, m_{2}, m_{3})$ ,

回転角速度の成分を $\omega^{(c)}$ , 鉛直軸 $e_{z}$ の成分を\gamma とおくと, $(30b)$ と $\dot{e}_{z}=0$

(cf. $(25a)$ ) は

$\frac{dm}{dt}+\omega^{(c)}\cross m=mgl\gamma\cross\chi$ (32a)

$\frac{d\gamma}{dt}+\omega^{(c)}\cross\gamma=0$ (32b)

with $m_{1}=A\omega_{1}^{(c)},$ $m_{2}=A\omega_{2}^{(c)},$ $m_{3}=C\omega_{3}^{(c)}$

となって, 確かに, よく知られた Euler-Poisson の方程式が得られる.20) ここ

で, $\chi$ は固定点と重心とを結ぶ (物体系で見た) 単位ベクトルである.
眠りごまとは, つねに鉛直方向に直立して回っている独楽のことで, 直線

渦に対応づけられる. 軸まわりの角速度が十分に大きいとき, すなわち,

$\omega_{3}^{2}>\frac{4Agl}{C^{2}}$ (33)

のとき, 眠りごまは安定であるが, そうでないときは, 不安定である. (大

ざっぱに言って) 摩擦のために, 角速度 $\omega_{3}$ が減少して, 眠りごまが目を覚
ました状態が橋本ソリトンに対応する.
頭を整理するために, 様々な量の間の対応関係を表 1にまとめておく.

4.3 わき出し (吸い込み) 流中の渦糸

強さ $Q$ のわき出し流

$V= \frac{QX}{4\pi r^{3}}$ : $r=|X|$ (34)

中におかれた渦糸の静止形を計算しよう. この問題は磁気単極子によって跳
ね返される荷電粒子の運動と同じであって, すでに答は求められている.21)
$V$ が (34) の形をとるとき, (16) より,

$J=X \cross\dot{X}-\frac{QX}{4\pi r^{3}}$ (35)
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が保存量であることは容易に確かめることができる. 式 (35) と $e_{r}=X/r$ の

内積をとると, $J$ と $e_{r}$ のなす角を\mbox{\boldmath $\theta$} とおいて,

$\cos\theta=-\frac{Q}{4\pi AJ}$ (36)

となって, $\theta$ が一定であることがわかる. つまり, 荷電粒子は, モノポール

を頂点とする円錐上に束縛されている. 式 (35) の自乗をとると,

$|X \cross\dot{X}|^{2}+(\frac{Q}{4\pi A})^{2}=J^{2}$ (37)

となり, $r_{0}=|X\cross\dot{X}|$ も保存する. さらに, 式 (16) と (34) より直接,

$\frac{d^{2}}{ds^{2}}r^{2}=2$ (38)

が導けるので, 答は次のように求められる :

$r^{2}$ $=$ $s^{2}+r_{0}^{2}$ , (39a)

$\varphi$ $=$ $\frac{1}{\sin\theta}$ arctan $( \frac{s}{r_{0}})$ (39b)

ただし, $\varphi$ は $J$ のまわりの回転角である.
図 1に, 吸い込み $(Q<0)$ が弱い場合 ;

$\hat{Q}=Q/[r_{0}\Gamma\log(\frac{L}{\delta})]=-5.0$

$r_{0}=|X_{0}\cross t_{0}|=2.0$ ,

図 2に, 吸い込み $(Q<0)$ が強い場合 ;

$\hat{Q}=-15.0$ , $r_{0}=4.0$

の計算結果を図示した. 結果は $(39a, b)$ において, $s\geq 0$ に限ってある.
次に, 2次元的な吸い込み流中でバランスしている渦糸の形を計算して

みよう. これは, 直線状の磁気単極紐と相互作用する荷電粒子の軌跡でもあ
る. 流れ, もしくは, 磁場は,

$V(X)=( \frac{Q_{2}X}{2\pi r^{2}}\frac{Q_{2}Y}{2\pi r^{2}’}0)$ (40)

によって与えられる. この問題は, 球積法で積分することが可能であるが,
式 (16) と (40) を直接数値積分した.
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図 3は, 吸い込み $(Q_{2}<0)$ が弱い場合 ;

$\hat{Q}_{2}=2Q_{2}/[\Gamma\log(\frac{L}{\delta})]=-2.0$

図 4は, 吸い込み $(Q_{2}<0)$ が強い場合 ;

$\hat{Q}_{2}=-5.0$ ,

である. 点状の吸い込みの場合と, 軌跡の形がそれほど変わらないという
のが印象である.

表 1: アナロジ –
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$|^{\backslash }\sim\neg\underline{\neq}$
$|$

. $QR\iota\backslash$ A $2_{j}\grave{/}\wedge\bigwedge_{\backslash \searrow}’7$ $0$) $/^{-}-|^{l}\mathfrak{h}_{z}’$?
$Q\wedge\simeq Q/[\Gamma_{0}|^{\urcorner}h(\frac{\llcorner}{\sigma})]$

$—S$ . $o$

/

$\ulcorner_{0}-\sim|X_{\theta}\cross k_{o}|-\sim$之. $O$
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$\prod^{\backslash }\underline{\vee A}2$ . $\not\subset K^{t)}\sim L^{\backslash \eta}/^{\backslash \bigwedge_{1^{\backslash }}}\neg\searrow^{\backslash }fo\gamma/^{\sim}\backslash |a4_{1^{\backslash _{\backslash }}}$,

$0 \wedge--Q\int[\ulcorner_{o}ph(_{-}\frac{\llcorner}{\Gamma})^{-}]---[s$ . $o$

$\vdash_{0^{\backslash }}$ $–$ $|X$。
$\cross\not\in 0|=+$. $v$
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図 3. $2_{-}$丈天」$(\llcorner\hslash*\#*)$ 零 L $1$ ) $ZlJ->^{*_{\backslash }}\searrow\uparrow\sigma)_{/^{\backslash }l)\prime}\sim a_{Q}\epsilon_{J^{\backslash \text{、}}}$

$\mathcal{Q}_{l}\wedge\wedge-zO_{z}\int\zeta\int^{\urcorner}h(T\llcorner)]$

$=-2$. $O$

$|_{1}$

.
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$*$ .
$1^{J}A_{-/\backslash }^{7,}\backslash \nu\sim(_{\sim}\llcorner\ovalbox{\tt\small REJECT}\Re)wR\iota)\grave{\Delta}^{\underline{\lambda}9}\dagger)^{\backslash \sim\eta}\nearrow\backslash ^{4}\prime 07_{\tilde{4}\gamma}^{\backslash \iota_{l}3_{2}}k_{1\backslash }$,

$Q_{z}\wedge=z\Theta\sqrt{}[\lceil^{7}h(\frac{L}{\theta})]=$ $-\zeta$. $0$


