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W-infinity 代数の諸相

京都大学総合人間学部 高崎金久 (TAKASAKI Kanehisa)

最近数理物理において “W-infinity 代数” と呼ばれる無限次元 Lie 代数がしばしば話

題に登場するようになってきた. ここでは非線形可積分系との関わり合いを中心にこの代

数の果たす役割を解説する.

1 . W-infinity 代数とは何か ?[1]

W-infinity 代数は大きく分けて “量子版” の $W_{\infty}$ 代数と “古典版” の $w_{\infty}$ 代数とがあり,

これらの中にも様々なタイプがある. その他にもいろいろな変形や拡張が考えられている.

W-infty algebras $\{\begin{array}{l}W_{\infty}(quantum’ version)w_{\infty}(classical’ version)othervariations\end{array}$

典型的な場合としては, 1変数の擬微分作用素 (あるいは Laurent 級数係数の微分作用

素) のなす代数

$W_{\infty} \approx\{\lambda^{n}(\frac{\partial}{\partial\lambda})^{l}\}\approx\langle x^{l}(\frac{\partial}{\partial x})^{n}\}$

が $W_{\infty}$ のひとっの実現を与える. 対応する 2次元シンプレクティック多様体上の函数 (つ

まりそれら作用素の symbol’) に対する Poisson 括弧の代数あるいは無限小シンプレク

ティック写像の代数

$w_{\infty} \approx\langle\lambda^{n}\mu^{\ell}\}\approx\langle\frac{\partial F}{\partial\lambda}\frac{\partial}{\partial\mu}-\frac{\partial F}{\partial\mu}\frac{\partial}{\partial\lambda}\rangle$

$\{\lambda, \mu\}=1$ , $F=F(\lambda, \mu)$ .
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が $w_{\infty}$ のひとっの実現を与える. これらに適当な 1次元中心拡大を付け加えることもある.

このような代数の存在はもちろん昔から知られていたが, 80年代末, 共形場の理論

の対称性 (Virasoro 代数) をさらに拡張するためのひとっの候補として (W-infinity 代

数という新しい名前まで貰って) 場の理論の観点から研究されるようになった [2]. しか

も, 思いがけないことに, 間もなく発見された 2次元量子重力理論の厳密解 (これは K $P$

ヒエラルヒーなどの非線形可積分系の理論と密接な関係がある) を特徴付けるのにもこの

代数が大変役に立つことがわかり, たちまち多くの物理学者の関心を集めることになった.

これまでに W-infinity 代数との関わり (多少怪しげなものも含め) が明らかになっている

数理物理の話題を列挙すると以下のようになる.

O W-infinity 対称性をもっ 2次元場の理論の模型

$O$ 非線形可積分系 (ソリトン方程式, 自己双対重力, その他)

$O2$ 次元量子重力, 2次元弦模型, black hole

$O$ 量子 Hall 効果, Chern-Simons 理論, 1次元量子流体

$O$ $2$ 次元完全流体, その差分スキーム

$O$ . . .

これらのうち最初の 4 っは実際には互いに密接に関連し合っている. しかも, いずれの場

合も W-infinity 代数がなんらかの意味で問題の可解性・可積分性の鍵となっているらしい.

2 . 2次元の場の理論における共形 (Virasoro) 対称性の拡張

共形場の理論 [3] の基本的対称性は Virasoro 代数であるが, 実際に得られる共形場の模型

はもっと大きい対称性をもち, それによって模型の構造が決まることが多い. そのような

拡大された対称性の代数として早い時期に見いだされたのは Zamolodchikov の $W_{N}$ 代数

と呼ばれるものである [4] . Virasoro 代数は物理的には spin 2’ の対称性とみなせるの

だが, $W_{N}$ 代数はさらに spin 3, $\ldots,$
$N$ ’ の生成元をもっ. ただしこれは Virasoro 代数

と違って Lie 代数ではない.

$W_{N}$ はソ リトン方程式の Hamilton 構造とも関係がある [5] . $KdV$ 方程式の Hamilton

構造 (実は二通りあるが, そのうちのひとっ) は Virasoro 代数の実現を与えることが以前

からわかっていた. $KdV$ 方程式の 2階の Lax 作用素を $N$ 階に置き換えて得られる “一般

化 $KdV$ 方程式” の Hamilton 構造についても同様にして一種の代数構造 (Gelfand-Dikii
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代数) が現れるが, それが $W_{N}$ 代数の一種なのである. この Hamilton 構造は一般化され

た変形 $KdV$ 方程式あるいは $s1(N)$ 戸田場の方程式によっても記述することができる. ま

たその幾何学的な意味は $s1(N)$ に関連した Hamiltonian reduction として説明される. さ

らに, 本来の共形場の理論における $W_{N}$ 代数に対しても同様の解釈ができる [61.

Bakas と Bilal はこのような $W_{N}$ 代数に対して適当な意味で $Narrow\infty$ の極限が存在

すること, その極限 (彼等はそれを $W_{\infty}$ と名付けたが, 現在の記号の慣用ではむしろ $w_{\infty}$

である) は 2次元多様体上の面積保存微分同型 (つまりシンプレクティック写像) の群の

Lie 代数 $sdiff(\Sigma)$ に他ならないこと, などを見いだした [7]. 図式的に言えば次のように

なる.

$\lim_{Narrow\infty}W_{N}\approx w_{\infty}\approx sdiff(\Sigma)$ .

正確に言えば, $sdiff(\Sigma)$ よりもむしろそれに付随する Poisson 代数 Poisson $(\Sigma)$ が現れる

のだが, 物理学者はよくこの二っを混同するので, 我々もそれらの区別についてあまりう

るさく言わないことにする. とにかく, この極限は Lie 代数であり, 従って数学的にはも

との $W_{N}$ 代数よりもわかりやすいものである.

当然, このような代数がどのような場の理論の模型と対応しているのか, ということ

が問題になる. Bakas [2] は $W_{N}$ 代数と戸田場の方程式の関係に注目し, $Narrow\infty$ の極限

において戸田場の方程式

$\partial_{z}\partial_{\overline{z}}u_{n}+\exp(u_{n+1}-u_{n})-\exp(u_{n}-u_{n-1})=0$ ,

$u_{n}=u_{n}(z,\overline{z}),$ $n\in Z$

(正確には $s1(N)$ に付随するもの) のスケール極限

$\partial_{z}\partial_{\overline{z}}u+\partial_{l}\exp(\partial_{\delta}u)=0$ ,

$u=u(z,\overline{z}, s),$ $s\in R$

が $w_{\infty}$ と関係するだろう, と主張した. このことは Park [81によって実際に確かめられた.

ただし, Park は Hamilton 構造よりもむしろ模型の対称性としての $s1(N)$ が $Narrow\infty$ の

極限において $w_{\infty}$ に移行することを指摘している. その意味で Park の示したことは Lie

代数のレベルでは

$\lim_{Narrow\infty}sl(N)\approx w_{\infty}\approx sdiff(\Sigma)$
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というように要約できる. (Bakas 自身は Saveliev-Vershik の “continuous Lie algebra” [9]

に基づくやや異質の分析を行っている.)

$s1(N)$ の $Narrow\infty$ 極限が $sdiff(\Sigma)$ になる, という主張は以前から物理学者には知られ

ていて [101 , それを Yang-Mills 理論や相対論的膜 (membrane) の理論に応用する試み

もなされていた [11]. Park はおなじ視点から 4次元の自己双対重力を 2次元の $s1(N)$ 対

称性をもつ模型の $Narrow\infty$ 極限として導く試みを行っている [12].

3 . なぜ $s1(N)$ は $Narrow\infty$ において W-infinity に化けるのか ?[13]

次のような $NxN$ 行列を考える.

$g=(\begin{array}{lllll}1 \omega \omega^{2} \ddots \omega^{N-l}\end{array})$ , $h=(\begin{array}{lllll}0 1 0 1 \ddots \ddots 0 11 0\end{array})$ ,

ここで $\omega=\exp(2\pi i/N)$ . この 2つの行列は次のような代数的関係式を満たす.

$hg=\omega gh$ , $g^{N}=h^{N}=1$ .

この $hg=qgh$ ( $q$ な $0$ でない定数) という形の代数は昔の Weyl 型正準交換関係の研究

から, 最近の非可換トーラスや量子群の研究にいたるまで, 様々な問題に顔を出す. 上の

$g,$
$h$ という行列はその一っの表現を与えるわけである.

$s1(N)$ との関係を見るため, $g$ ,んを用いて

$T_{m}^{(N)}= \frac{iN}{4\pi M}\omega^{m_{1}m_{2}/2}g^{m_{1}}h^{m_{2}}$

という行列をっくる. ここで $m$ は整数値をとる double index $m=(m_{1}, m_{2})$ , また $M$ は

あとで $Narrow\infty$ の極限をとるときに用いるパラメータである. 上のような $g,$
$h$ の代数的

関係式からこれらが

$[T_{m}^{(N)}, T_{n}^{(N)}]= \frac{N}{2\pi M}\sin(\frac{2\pi M}{N}mxn)?_{m+n}^{\{N)}$,

$mxn=m_{1}n_{2}-m_{2}n_{1}$ ,



235

という交換関係を満たすことはすぐにわかるが, さらに $m=(0,0)$ を除いておけば $s1(N)$

の生成系 ((($sine$ generator”) になることも知られている. [ $m=(0,0)$ を加えれば $g1(N)$

の生成系になる.]

さてここで $Narrow\infty$ の極限を Lie 代数の構造定数に対してとることを考える. これ

には二通りの場合がある :

$\ovalbox{\tt\small REJECT} iMNarrow\infty$ この極限で得られる交換関係は

$[T_{m}, T_{n}]=mxnT_{m+n}$

となる. この形の交換関係は 2次元の Poisson 代数 Poisson $(\Sigma)$ に特徴的なもので, 例え

ばトーラス $T^{2}=S^{1}xS^{1}$ 上の Poisson 代数の場合

$T_{m}=e^{im\theta}=\exp i(m_{1}\theta_{1}+m_{1}\theta_{2})$

(ただし $(\theta_{1},$ $\theta_{2})$ はトーラス上の角変数座標) という対応によって上のような交換関係を

Poison 括弧の意味で満たす生成系が得られる. この他にも平面 $R^{2}$ , 円柱 $RxS^{1}$ などで

同様の生成系がっくれる. これらは $w_{\infty}$ 代数の実現を与える.

(ii) $M,$ $Narrow\infty$ . $M/Narrow\Lambda(\neq O1$ . この極限で得られる交換関係は

$[T_{m}, T_{n}]= \frac{1}{2\pi\Lambda}\sin(2\pi\Lambda mxn)T_{m+n}$

となる. これはもとの $T_{m}^{(N)}$ の交換関係と実質的に同じで, パラメータの rescaling によ

り $N$ 依存性を消して普遍的な形に書き直したものと思ってもよい. 非可換トーラス代数

を初めとして, この Lie 代数の実現もいろいろある. 例えば円周上の角変数 $\theta$ を使って定

義される作用素

$T_{m}=\exp[im_{1}\theta+2\pi\Lambda m_{2}\partial_{\theta}]$

(1次元における Heisenberg-Weyl 作用素そのもの) はその一つの実現を与える. これは

円周上の函数のなす可換環とその上に作用する shift $\thetaarrow\theta+2\pi\Lambda$ の生成する離散群との

接合積とみなすこともできる. もう一っの重要な実現としては, トーラス上の函数に対す

る Moyal 括弧

$\{F, G\}_{A}=\frac{1}{2\pi\Lambda}\sin[2\pi\Lambda(\frac{\partial^{2}}{\partial\theta_{1}\partial\theta_{2}’}-\frac{\partial^{2}}{\partial\theta_{2}\partial\theta_{1}’}I]F(\theta)G(\theta’)|_{\theta=\theta}$
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がある. いずれの場合も特徴的なのは, Poisson 代数の場合と違って, Lie 積が結合代数の

交換子として書けるということである. 最初の場合については定義によりそうなっている.

Moyal 括弧の場合も結合代数の構造を star product

$F*G= \exp[2\pi\Lambda i(\frac{\partial^{2}}{\partial\theta_{1}\partial\theta_{2}’}-\frac{\partial^{2}}{\partial\theta_{2}\partial\theta_{1}’})]F(\theta)G(\theta’)|_{\theta=\theta}$

により入れると, ( $2\pi\Lambda$ というパラメータで正規化した) 交換子として書ける. star product

は実は (Weyl ordering” で書いた (擬) 微分作用素の合成規則そのものである. [定義式右

辺の中の

$\frac{\partial^{2}}{\partial\theta_{1}\partial\theta_{2}’}-\frac{\partial^{2}}{\partial\theta_{2}\partial\theta_{1}’}$

においてどちらか一方のみを残せば通常の “normal ordering” または (anti-normal order-

$ing$’での合成規則になる.] これらは $W_{\infty}$ 代数の実現を与えている.

(ii) は $\Lambdaarrow 0$ の極限において (i) に帰着する. $\hslash=4\pi\Lambda$を Planck 定数と思えばこれ

は量子論から古典論への極限をとることに相当する. もともと $W_{\infty}$ と $w_{\infty}$ の関係はその

ような関係にある.

4 . K $P$ ヒエラルヒー戸田ヒエラルヒーと W-infinity

K $P$ ヒエラルヒーや戸田ヒエラルヒーの理論 [14] に W-infinity が現れるのは理論の構成

(擬微分作用素や差分作用素を基本的な構成要素としている) から見て当然のことではあ

る. 具体的には次のような形で現れる.

$\bullet$ K $P$ ヒエラルヒーの場合 :

$W_{\infty} \approx\{x^{\ell}(\hslash\frac{\partial}{\partial x})^{n}\rangle\approx\{\lambda^{n}(\hslash\frac{\partial}{\partial\lambda})^{\ell}\}$

ここで $x$ は空間座標, $\lambda$ はそれに双対なスペク トルパラメータ, $n\in Z,\ell\geq 0$ .
$\bullet$ 戸田ヒエラルヒーの場合 :

$W_{\infty} \approx\langle s^{l}e^{n\hslash\partial/\theta\iota}\}\approx\{\lambda^{n}(\hslash\lambda\frac{\partial}{\partial\lambda})^{\ell}\}$

ここで $s$ \dagger ま格子の空間の座標, $\lambda$ は $\log s$ に双対なスペク トルパラメータ, $n\in Z,$ $l\geq 0$ .
s-空間での表示は前節で触れた円周上の角変数による $T_{m}$ の実現 (実質的には差分作用素)

に似ていることに注意.
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いずれの場合も準古典極限 $(\hslasharrow 0)$ を考える際の Planck 定数の入れ方を示してある.

通常は $\hslash=1$ とする. 戸田ヒエラルヒーの場合, 上の定式化では んが格子間隔の役割を

果たしていることに注意されたい. これは表現論的に見て戸田格子の各格子点が量子論的

エネルギー準位に相当することによる. また, Bakas, Park の仕事に現れた戸田場の方程

式のスケール極限の導出もこの格子間隔の選び方によるものであって, 実は一種の準古典

極限なのである.

これらの $W_{\infty}$ 代数の構造は大別して二通りの形で K $P$ および戸田ヒエラルヒーの理

論に現れる. $-$っは Lax 方程式系の Hamilton 構造 (Gelfand-Dickey 理論の拡張) とし

て現れる [15]. もう一っは理論の対称性 (頂点作用素から得られる) として現れる [14].

これはちょうど, 既に述べたような $KdV$ . 変形 $KdV\cdot s1(N)$ 戸田場の方程式における $W_{N}$

と $s1(N)$ の関係に相当する. これらは同じ代数構造 (上に示した擬微分作用素や差分作用

素により与えられる) が二っの異なる形態で現れてきたものと考えられる.

$KP$ ヒエラルヒーの場合について, 以上のことをもう少し詳しく説明しておく [16].

K $P$ ヒエラルヒーの理論には通常は Planck 定数が入っていないが, 量子力学の通常

の処法にならって Planck 定数を入れて定式化することもできる. そのとき Lax 表示は

$\hslash\frac{\partial L}{\partial t_{n}}=[B_{n}, L]$ , $B_{n}=(L^{n})\geq 0$

で与えられる. ここで $($ $)_{\geq 0}$ は例のごとく擬微分作用素の $\partial^{n},$ $n\geq 0$ , の 1次結合の部分

(つまり微分作用素部分) をあらわす. Lax 作用素は

$L= \hslash\partial_{x}+\sum_{n=1}^{\infty}u_{n+1}(\hslash, t, x)(\hslash\partial_{x})^{-n}$ , $\partial_{x}=\partial/\partial x$

というように $\hslash\partial_{x}$ で展開され, その係数はゐに関して

$u_{n}(\hslash, t, x)=u_{n}^{(0)}(t, x)+O(\hslash)$ $(\hslasharrow 0)$

というように振舞うことを要請する. このとき新たに $k$ という変数を導入して

$\mathcal{L}=k+\sum_{n=1}^{\infty}u_{n+1}^{(0)}(t, x)k^{-n}$

という Laurent 級数をっくると交換子を Poisson 括弧で置き換えた形の Lax 方程式系

$\frac{\partial \mathcal{L}}{\partial t_{n}}=\{\mathcal{B}_{n}, \mathcal{L}\}$ , $\mathcal{B}_{n}=(\mathcal{L}^{n})\geq 0$
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を満たす. ここで Poisson 括弧は

$\{A, B\}=\frac{\partial A}{\partial k}\frac{\partial B}{\partial x}-\frac{\partial A}{\partial x}\frac{\partial B}{\partial k}$

で定義され, また $($ $)_{\geq 0}$ は $k^{n},$ $n\geq 0$ , の 1次結合の部分 (つまり多項式部分) をあらわ

す. これが無分散 K $P$ ヒエラルヒーの Lax 表示に他ならない. このように無分散 K $P$ ヒエ

ラルヒーは K $P$ ヒエラルヒーの準古典極限として得られる [17]. Lax 表示において確かに

$W_{\infty}$ (擬微分作用素の代数) から $w_{\infty}$ (Poisson 括弧の代数) への縮約が起きていること

に注意されたい.

$KP$ ヒエラルヒーを上のように定式化するとき, Baker-Akhiezer 函数と $\tau$ 函数も ゐ

に依存し, $\hslasharrow 0$ において次のような漸近形をもたねばならないことがわかる.

$\Psi(\hslash, t, x, \lambda)=\exp[\hslash^{-1}S(t, x, \lambda)+O(\hslash^{0})]$ ,

$\tau(\hslash, t)=\exp[\hslash^{-2}F(t)+O(\hslash^{-1})]$ ,

ここで

$S(t, x, \lambda)=\sum_{n=1}^{\infty}t_{n}\lambda^{n}+x\lambda+\sum_{n=1}^{\infty}S_{n+1}(t, x)\lambda^{-n}$ ,

$S_{n+1}(t, x)=- \frac{1}{n}\frac{\partial F(t)}{\partial t_{n}}|_{t_{1}arrow t_{1}+x}$ .

Baker-Akhiezer 函数の漸近形は量子力学でよく知られたWK $B$ 形である. $\tau$ 函数の方は 2

次元量子重力理論などで知られた分配函数と自由エネルギーの関係式に対応している. 実

際, 無分散 K $P$ ヒエラルヒーとその仲間は 2次元量子重力理論や位相的共形場の理論の解

を特殊解として含んでいて [18], その場合には確かにそのような解釈ができる. その意味

で無分散 $KP$ ヒエラルヒーの一般の解に対しても $F(t)$ を自由エネルギーと呼ぶ.

さらに頂点作用素や自由 fermi 場の理論を利用すれば, $KP$ ヒエラルヒーの $W_{\infty}$ 対

称性から無分散ヒエラルヒーの $w_{\infty}$ 対称性を導出することもできる. 詳しいことについて

は引用文献にゆずる [16].

戸田ヒエラルヒーとその準古典極限 (無分散 $KP$ ヒエラルヒーにならって無分散戸田

ヒエラルヒーと呼ばれるが, あまりよい呼び名とは思えない) の関係も同様に説明できる

[19].
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5. 自己双対重力とその可積分変形

自己双対重力 (自己双対真空 Einstein 方程式) を Monge-Amp\‘ere 型方程式 (物理学者は

Plebanski 方程式と呼ぶ)

$\frac{\partial^{2}\Omega}{\partial p\partial\hat{p}}\frac{\partial^{2}\Omega}{\partial q\partial\hat{q}}-\frac{\partial^{2}\Omega}{\partial p\partial\hat{q}}\frac{\partial^{2}\Omega}{\partial q\partial\hat{p}}=1$

の形に書くと $w_{\infty}$ 代数の構造が見えてくる. 例えば $(\hat{p},\hat{q})$ という変数の組に注目して

$\{A, B\}=\frac{\partial A}{\partial\hat{p}}\frac{\partial B}{\partial\hat{q}}-\frac{\partial A}{\partial\hat{q}}\frac{\partial B}{\partial\hat{p}}$

という Poisson 括弧を考えると, Plebanski 方程式は

$\{\frac{\partial\Omega}{\partial p}, \frac{\partial\Omega}{\partial q}\}=1$

と書ける. これは偶然ではな \langle , twistor 理論の立場から分析を進めることで実は $w_{\infty}$ の

ループ代数

$\mathcal{L}w_{\infty}=C[\lambda, \lambda^{-1}]\otimes w_{\infty}$

がこの $w_{\infty}$ 代数の背後に隠れていることがわかる [20]. 既に触れたように Park はこのこ

とを $s1(N)$ の $Narrow\infty$ 極限の立場から説明している [12].

ところで, K $P$ ヒエラルヒーと無分散 K $P$ ヒエラルヒーが Lie 代数のレベルで

$W_{\infty}\hslasharrow 0arrow w_{\infty}$

という関係に結ばれていることを考えると

$\mathcal{L}W_{\infty}\hslasharrow 0arrow \mathcal{L}w_{\infty}$

という関係によって自己双対重力と結ばれる可積分系 ( $W_{\infty}$ のループ代数 $\mathcal{L}W_{\infty}$ に対応す

る) があってもおかしくない. じっはそのような方程式が Strachan によって提案されてい

る [21] . これは Plebanski 方程式の Poisson 括弧 $\{$ , $\}$ を既に説明したような Moyal

括弧 $\{$ , $\}$ゐで置き換えたもの

$\{\frac{\partial\Omega}{\partial p}, \frac{\partial\Omega}{\partial q}\}_{\hslash}=1$
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である.

この Moyal 代数により変形された自己双対重力も実は可積分であることがわかる

[22] . しかもこの場合には Plebanski 方程式と違って $KP$ ヒエラルヒーの dressing operator

$W=1+w_{1}\partial_{x^{-1}}+\ldots$ に相当するものがっくれる. (実際には戸田ヒエラルヒーのように 2

個の dressing operator $W,\hat{W}$ が必要.) これは Moyal 括弧の背後に star product による

結合代数の構造があることによっている. これらの dressing operator を使って $KP$ . 戸田
ヒエラルヒーの理論に近い解の記述が得られる.

6 . W-infinity に関連するその他の話題

$\bullet$ $W_{\infty}$ 代数における余随伴軌道法

余随伴軌道法を $W_{\infty}$ 代数の様々な実現に対して適用して得られる Lax 方程式や零曲

率方程式の研究がいくっかなされている [23]. その中には K $P$ . 戸田ヒエラルヒーに関連
する見慣れない方程式や以下に述べる 2次元流体の方程式のいわば ‘ q-変形” というべき

ものが含まれている.

$\bullet$ 2次元理想流体の余随伴軌道法による記述, 差分スキーム

2次元の理想流体の運動方程式を $sdiff(\Sigma)$ に関する余随伴軌道により説明したのは

Arnold である [24] . これは様々な応用をもっている. さらに, $sdiff(\Sigma)$ を $s1(N)$ で近似

して余随伴軌道法を適用することにより, 保存則の存在など, もとの問題の特徴を保った

差分スキームが得られることを Zeitlin が指摘している [25].

$\bullet$ Moyal 代数係数の非可換 K $P$ . 戸田ヒエラルヒー
K $P$ . 戸田ヒエラルヒーの多成分版は擬微分作用素の係数を $NxN$ 行列値に置き換

えることにより得られる. ここで $Narrow\infty$ の極限をうまく取れば Moyal 代数が係数に現

れるだろう. これは発見的な議論だが, そのような Moyal 代数係数の K $P$ . 戸田ヒエラル
ヒーの理論を実際に ( $Narrow\infty$ の極限によらずに) 直接つくることができる. またその準

古典極限をっくることもできる. これらは高次元における可積分ヒエラルヒーの例を与え

る. その中には自己双対重力やその Strachan による変形が自然に埋め込まれることもわ

かる [26].

$\bullet$ 2次元量子重力と弦理論
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2次元量子重力とそれに関係する弦の理論は W-infinity 代数が様々な形で関わってい

る. いわば問題の宝庫である.

$Oc<1(d<1)$ の弦模型, 重力と結合した共形場 – ここでは K $P$ や戸田ヒエラル

ヒ ー の解に対する “W-consraint” という形で W-infinity 代数が現れる [27]. また

Painleve 方程式 (I, II 型) を初めとする \yen ノドロミー保存変形の理論が関わってい

る [28].

$O$ 位相的弦模型, 重力と結合した位相的共形場一既に触れたように, 位相的共形場は

無分散 K $P$ ヒエラルヒーなどと関係があるが, それが重力と結合したものはむしろ $K$

$P$ ヒエラルヒーに関係が深い [29]. この模型は上の模型の極限的な場合とも見なせる

が, 少し取扱いやすくなっていて, Kontsevich 積分という形で解を具体的に書くこと

ができる [30]. この場合も W-constraint が現れる.

$Oc=1$ $(d=2 )$ の弦模型における “タキオン” の動力学 – ここでも W-infinity に関

連する非線形可積分系が解を特徴付ける方程式として現れる [31].

$Od=2$ の弦模型における “ BR $S$ コホモロジー” の構造 – これは理論に含まれる物理

的状態を決定するものであるが, そこに新たな $w_{\infty}$ 代数が現れる [32].

この他に black hole の問題などさまざまな話題がある.

$\bullet$ 4次元における $N=2$ の超弦理論

$d=4,$ $N=2$ の超弦理論に現れる物理的状態の運動方程式は Plebanski 方程式に他な

らない [33]. 従って間接的にではあるが, それを通じて $\mathcal{L}w_{\infty}$ と関係していることになる.

$\bullet$ 量子 Hall 効果, Chern-Simons 理論

量子 Hall 効果は 2次元系に垂直に磁場がかかっている系で起きる. 磁場の存在は問

題の自由度を実質的に空間 1次元 (相空間では 2次元) に落とす. 例えばこの系に関する

Chern-Simons 力学系と呼ばれる模型は変数 $(A_{1}, A_{2})$ と Lagrangian

$L \sim-\frac{k}{8\pi}\epsilon_{ij}A_{i}A_{j}$

をもつ. これはいわゆる特異系であって, $A_{i}$ の正準共役量を計算すると

$P_{i}= \frac{k}{8\pi}\epsilon_{ij}A_{j}$
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というように $A_{i}$ で書けて, $(A_{1}, A_{2})$ が正準共役になる. この系の Hamilton 形式では

Hamiltonian が消えて 2次元のシンプレクティック多様体だけが残る. 系の対称性として

は $sdiff(\Sigma)$ っまり $w_{\infty}$ 代数が現れる訳である. 以上のことを量子力学的に扱うと今度は

$W_{\infty}$ が現れる [34].

7 . 様々な W-infinity 代数

これまで説明してきた以外にも W-infinity 代数の概念には様々な変形がある [1].

$O$ supersymmetric W-infinity (超対称性をもっ拡張).

$O$ topological W-infinity (Witten の位相的場の理論に習った拡張).

$OW_{\infty}^{N}$ 代数. これは $W_{\infty}$ に $s1(N)$ あるいは $g1(N)$ 内部対称性をとり入れたもので, 例

えば $N$ 成分 K $P$ ヒエラルヒーの対称性として現れる.

$OW_{\infty}^{\infty},$ $w_{\infty}^{\infty}$ 代数. これは $W_{\infty}^{N}$ において $Narrow\infty$ の極限をとったもの. 非線形可積分

系においては, $W_{\infty}^{\infty}$ は Moyal 代数係数非可換 K $P$ ヒエラルヒーの対称性として, ま

た $w_{\infty}^{\infty}$ はその準古典極限として実現されると期待される.

$O$ 任意次元のシンプレクティック多様体 $M$ 上の Moyal 代数 Moyal $(M)$ ならびに Poisson

代数 Poisson(M) . 上の $W_{\infty}^{\infty},$ $w_{\infty}^{\infty}$ は $\dim M=4$ の場合と考えられる. このような

代数は自己双対重力を高次元化した hyper K\"ahler 幾何学に伴って現れる [20].

$O$ 体積保存微分同型の Lie 代数 sdiff(V), $\dim V=3$ . これは W-infinity とはかなり異

質だが, 自己双対重力のある種の可積分変形 (特殊な電磁場と結合したものなど) に

現れる [35] . また高次元の多様体上の $sdiff(M)$ を用いてある種の Calabi-Yau 多様

体などを理解する試みもある [36].

8. まとめ

W-infinity 代数は様々な可積分系, 特に K $P$ . 戸田ヒエラルヒーや自己双対重力などにお
いて, 基本的な役割を果たす. また, 2次元量子重力など様々な物理系にも姿をあらわす.

これらの W-infinity 代数はなんらかの意味で問題の可積分性・可解性と深く関わっている.

また共通の W-infinity 代数の構造をもっ系の間にはなんらかの内在的な関連があると期待

される. さらに W-inifinity 代数の概念自体も様々な形で拡張されている. 以上のような

ことについて解説してきた.
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W-infinity 代数が K $P$ . 戸田ヒエラルヒーにおいて演じる役割は Kac-Moody 代数

がこれらの reduction として得られる可積分系 ( $KdV$ , Sine-Gordon, など) において演

じる役割に比べることができる. W-infinity 代数はどちらかといえばこのように, 様々な

reduction を行う前の, より普遍的な可積分系を理解することに向いている. また見方を

逆転して Kac-Moody 代数やそのもとになる $s1(N)$ から $Narrow\infty$ という極限を考えるこ

とによって W-infinity 代数に到達することもできる. これは高次元の可積分系を見っける

重要な手がかりを与える. 実際, そのようにして 2次元の可積分系から 4次元の自己双対

重力の方程式を導いたり, K $P$ や戸田ヒエラルヒーの高次元化を探ったりすることがなさ

れている.
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