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Character of a singular unitary highest weight
representation of $Sp(n,\mathbb{R})$ .

述: 西山享 (京都大学・総合人間学部)
記: 志村弘之 (京都大学・理学部)

1 設定

シンプレクティックリー群のリー環 1を

$\mathfrak{g}=\epsilon p(n, \mathbb{R})\cong\{X=\{\begin{array}{ll}A BC -tA\end{array}\}|A\in \mathfrak{g}\mathfrak{l}(n),$ $B,$ $C:symmetric\}$

その極大コンパク ト部分環 $\epsilon=u(n)$ とする 2。極く普通に対角行列の所で考えてルー
ト系を考える。非コンパク トルートの全体 $\triangle_{n}=\{\pm(\epsilon_{i}+\epsilon_{j})\}$

、 コンパク トルート全

体 $\triangle_{c}=\{\epsilon_{i}-\epsilon_{J}\cdot|i\neq j\}$ と書く $(1\leq i, j\leq n)$ 。
$j$レートベク トルを $X_{ij}=X_{\epsilon;+8j}$ と書

く (以降 $(\epsilon_{i}+\epsilon_{2})$ のルートベク トルを主に扱うので只 $X$りと記す) 。 具体的には、

$X_{ij}= \frac{1}{2}\{\begin{array}{ll}E_{i_{\prime}j}+E_{j_{\prime}} \sqrt{-1}(E_{i,j}+E_{j,i})\sqrt{-1}(E_{i,g}+E_{j,i}) -E_{*\prime j}-E_{j,i}\end{array}\}$ .

2 特異ユニタ リ表現について

斉藤 (正彦)[Sa] 、 柏原-Vergne[KV] の結果として次が有る。

事実 2.1 全ての特異ユニタリ最高ウェイ ト表現は、 オシレイター (oscillator) 表現の
テンソル積表現の部分表現である。

1 この集会では $S_{P}(2, \mathbb{R})$ にっいての詳しい講演があって本来は西山の講演でも $S_{P}(2, \mathbb{R})$ にっいて

話をすべきであるが、 ここではリー群 $S_{P}(n, \mathbb{R})$ (”般の n) について議論する。実は $n=2$ ではよく

知られた結果しか出てこない。
2ここではコンパクトカルタン部分群が対角行列になるように $Sp(n, \mathbb{R})$ を実現することにする。詳

しくは本講究録の三上氏の講演録を参考にされたい。
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ここで注意しておくと、特異とは限らず全てのユニタリ最高ウェイ ト表現がオシレイ

ター表現のテンソル積の中に実現する [Sa, $KV$ ] 。特に、正則離散系列表現、及びそ
の極限もである (証明はユニタ リ最高ウェイ ト表現の分類等を検討することによる) 。

それら以外を、特異と言う。兎に角、 オシレイター表現は扱い易い物なので、 これは

良いことであった。

3 オシレイター表現

オシレイター表現とそのテンソル積を定義する。

$V_{osc}=P[z_{i}|1\leq i\leq n]=$ ( $z_{i}$達の多項式)

がオシレイター表現の K-有限ベク トルの全体である。 コンパク トな所は普通に作用

し ( $U(n)$ の自然表現の対称テンソル積への表現) 、 非コンパク トな所では次の様に作

用する。

$X_{\epsilon_{i}+\epsilon_{J}}=z_{i}z_{j}$ , $X_{-(\epsilon_{i}+\epsilon_{j})}=\partial z_{i}\partial z_{j}$.

その $m$ 階のテンソル積は次の様に実現できる。やはり K-有限ベク トルは

$V_{osc}^{\otimes m}=P[z_{i_{J}},|1\leq i\leq n, 1\leq j\leq m]$

であって作用は

$X_{\epsilon_{i}+\epsilon_{j}}= \sum_{k=1}^{m}z_{i,k^{Z_{J}},k}$ , $X_{-(\epsilon;+\epsilon_{j})}= \sum_{k=1}^{m}\partial_{i,k}\partial_{r^{k}}\cdot,\cdot$

特にコンパク トな所は、

$X_{\epsilon_{i}-\epsilon_{j}}= \sum_{k=1}^{m}z_{i,k}\partial_{r^{k}}\cdot,+\frac{m}{2}\delta_{i,j}$ .

但し $\partial_{i_{J}},\cdot=\partial z_{i,k}$ と書いた。最後の $\frac{m}{2}\delta_{i,j}$ の項は重要である。 $i=j$の時、 カルタン部分

環の作用を記述している。 この Vo駆は無限個のユニタリ表現の直和に分れる。 これ

はバーマ加群 (Verma module) とは違って完全可約でありながら、一方ではそれと同
様に最高 (最低) ウェイ トベク トルによってその直和分解が記述される。 即ち、

事実 3.1 $V_{osc}^{\otimes m}$ の最低ウェイ トベク トル $v$ に対し、 $U(\mathfrak{g})v(\subset V_{osc}^{\otimes m})$ は既約ユニタリ表

現になる。
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全ての最低ウェイ トベク トルを持ってくれば、全体の既約ユニタリ分解が得られるわ

けである。

4 最低ウ ェ イト表現

ここで $1\in V_{osc}^{\otimes m}$ という最低ウェイ トベク トルにたいして、 $U(\mathfrak{g})\cdot 1$ を考えよう。 そ

の最低ウェイ トは (作用をみれば明らかに) $(7, \frac{m}{2}, \cdots, \frac{m}{2})$ である。 (以下ウェイ トは

$\lambda=(\lambda_{1}, \lambda_{2}, \cdots, \lambda_{m})$ と書く。 )

$m>2n$ のとき正則離散系列表現、

$m=2n$ のとき正則離散系列表現の極限、

$m=1$ のときオシレイター表現、

である。前二者はよく知られている表現である。オシレイター表現も、その指標は

Torasso により計算されている [T] 。したがってこの講演では $m<2n( \frac{m}{2}<n)$ の場

合に注目したい。 (ほかにこのような研究をしてる人はいるのだろうか $?$ )

5 $U(p^{+})$

カルタン分解を $\mathfrak{g}=p^{-}\oplus k\oplus P^{+}$ とする (以下リー環は全て複素リー環とする) 。 $U(\mathfrak{g})\cdot 1$

は、 $Ind_{t\mathfrak{p}-}^{g_{\oplus}}1$ の (既約) 剰余加群であり、 その $Ind_{l\oplus P^{-1}}^{\mathfrak{g}}$ は $U(P^{+})$ とベク トル空間と

しては同型であるから、次のような K-準同型 (equivariant map) が存在する。

$\psi$ : $U(P^{+})arrow U(\mathfrak{g})\cdot 1$

ここで $p^{+}$ は可換だから、 $U(p^{+})\simeq S(p^{+})$ であることに注意する。 これで問題は. $S(p^{+})$

のイデァル $ker\psi$ が何か、 と言う所に帰着した。 これに対し次が成り立っ。

定理 5.1 $m\geq n$ であれば $ker\psi=0$ が成り立っ。

$m\geq 2\uparrow$? で $ker$ が無いことはよく知られている。次の事実の応用である。

事実 5.2 正則離散系列表現の最低 K-タイプを $\tau$とする時

正則離散系列表現 $\simeq Ind_{f\mathfrak{p}-\mathcal{T}=}^{\mathfrak{g}_{\oplus}}U(p^{+})\otimes_{\mathbb{C}}\tau$ .
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これはプリ ミティブには Harish-Chandra [Ha] の結果である 3。一次元表現からの誘
導と思って、最後の等号が定理の主張と同等である。

系 5.3 $m\geq n$ のときコンパク トカルタン部分群上で指標が次のように与えられる。

Char $(U( \mathfrak{g})1)=\frac{e^{(\frac{m}{2},\cdot\cdot,\frac{m}{2})}}{\prod_{\alpha\in\triangle_{n}^{+}}(1-e^{\alpha})}=\frac{\Sigma_{w\in W_{cpt}}\det we^{w\rho_{cpt}}}{D}$

ここで、 $W_{cpt}$はコンパク トワイル群 (今の場合 $6_{n}$ ) 、
$D$ は Weyl denominator 。 $W_{cpt}$

はコンパク トワイル群だったが、 $D$は群全体の denominator な事に注意する。 また
$\rho_{cpt}=(\frac{n-1}{2}, \frac{n-3}{2}, \cdots, \frac{1-n}{2})$ である。

この系により $m\geq n$ では指標の形は正則離散系列表現と同じであることが分かる

(つまり同じ coherent family に属する) 。無限小指標 (infinitesimal character) は、
$\lambda+\rho_{cpt}=(\frac{m+n-1}{2}, )\frac{m+1-n}{2})$ である。

6 証明の概略

定理の証明の面白いところを説明する、あとで条件 $m<n$ の場合にこの議論が役に

立っ。

$\det(k)\equiv\sum_{\sigma\in \mathfrak{S}_{k}}$
sgn $\sigma\prod_{\iota=1}^{k}X_{n-k+l,n-k+\sigma(l)}\in U(p^{+})$

と定義する。像は元としては $U(P^{+})$ の元だが、定義 (和の取り方) が行列式によく似
た写像である。積の順だが、 ウェイ トを低いほうに低いほうにとっていくのでこんな

並べ方になる。 ここで $\lambda=(\lambda_{1}, \cdots, \lambda_{n})(\lambda_{i}\in Z_{\geq 0})$ に対し、

$v(\lambda)\equiv\det(1)^{\lambda_{1}}\det(2)^{\lambda_{2}}\cdots\det(n)^{\lambda_{n}}$

と置く。 (これは $U(P^{+})$ の元で、 $P^{+}$ は可換だからこのような書き方が許される。 )
この $v(\lambda)$ は $\epsilon-$最低ウェイ トベク トルであり、 これらが全てである。特に $U(P^{+})$ は $\epsilon$

加群として次の様に分解される。

$U(p^{+})=\oplus_{\lambda}U(g)v(\lambda)$ .

3但しきちんとまとめられたものとしては Varadarajan [V] が見易い。
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これは本質的には Schmid の結果 [Sch751 である。最低ウェイ ト $2\lambda$の有限次元表現

$U(e)v(\lambda)$ で分解されたわけだが、 この $v(\lambda)$ の $\psi$ による像を具体的に知りたい。 そ

こで実際に計算すると $m\geq n$ では

$\psi(\det(k))|_{z_{i,k+j}=0}(n-k+1\leq i\leq n)1\leq j\leq$mm-k)
$=|\begin{array}{lll}Z_{n-k+11)} z_{n-k+1,2} z_{n-k+1,k}z_{n-k+2,1} z_{n-k+22\rangle} z_{n-k+2,k}\cdots \cdots \cdots z_{n,1} z_{n,2} z_{n,k}\end{array}|$

となる。 では $\psi(v(\lambda))=0$ となるのはいっだろうか。 $m<n$ では $\psi(\det(k))$ の像は上

の表示において $z_{ij}=0(j\geq m)$ とすればよいので

$\psi(\det(k))=0\Leftrightarrow m<k$ .

これで次の、 $\lambda$に関する条件が分かる。

$\psi(U(p^{+}))\simeq\oplus_{\lambda}U(f)v(\lambda)$ (但し和は $\lambda_{k}=0(m<k)$ となる $\lambda$ にわたる).

この観察から先の定理が証明されるわけであり、実際に指標を計算することができる

ようになる ($m<n$ への進展) 。

7 指標

一般にコンパク トカルタン部分群上での指標は次のように与えられる。

定理 7.1

Char $(U(g) . 1)$ $=$
$\sum_{\lambda,\lambda_{k}=0(k>m+1)}Char(U(e)\psi(v(\lambda)))$

$=$ $\sum_{i_{1},\cdots,i_{m}\geq 0,\sigma\in W_{cpt}}\frac{sgn\sigma e^{\sigma(\rho_{cpI}-2i_{1}\epsilon_{1}-2i_{2}(\epsilon_{1}+\epsilon_{2})}-2i_{m}(\epsilon_{1}+\cdots+\epsilon_{m}))}{D_{cpt}}$

$=$ $\sum_{\sigma\in \mathfrak{S}_{n}}\frac{sgn\sigma e^{\sigma\rho_{cpt}}}{D_{cpt}(1-e^{\sigma 2\epsilon_{1}})(1-e^{\sigma 2(\epsilon_{1}+\epsilon_{2})})\cdots(1-e^{\sigma 2(\epsilon_{1}+\cdots+\epsilon_{m})})}$ .
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これは形式的幕級数環

{
$\sum^{l}$

$\sum$ $c_{\lambda}^{i}e^{\mu i+\lambda}|c_{\lambda}^{i}\in \mathbb{C}$ (有限個の $\mu_{i}(1\leq i\leq l)$ に対して)}
$i=1$ \mbox{\boldmath $\lambda$}:優整形式

の中で考えている。 さらに計算してもっと簡単な形にしよう。 まず計算の簡単な所。

$m=n$ のとき。

上式 $= \frac{e^{(\frac{n}{2},\cdot\cdot,\frac{n}{2})}}{\Pi_{\alpha\in\triangle_{n}^{+}}(1-e^{\alpha})}$

になっている筈 (離散系列ではないがそれとよく似ていた指標) 。

$m=n-1$ のとき。

上式 $= \frac{e^{(\frac{n}{2},\cdot\cdot,\frac{n}{2})}}{\Pi_{\alpha\in\triangle_{n}^{+}}(1-e^{\alpha})}(1-e^{(2,\cdots,2)})$

これに応じて次の予想を得る 4。

予想 7.2 ([N92, Th 6.2] を参照) 最低ウェイ ト $( \frac{m}{2}, \cdots, \frac{m}{2})$ の最低ウェイ ト表現の指

標は以下の通り。

$m>n$ : $\frac{\sum_{w\in \mathfrak{S}_{n}}sgnwe^{w\lambda}}{D}$ (離散系列の場合 $m>2n$ を含む)

$m=n-1$ : $\frac{\sum_{w\in \mathfrak{S}_{n}}\sum_{\tau\in Z_{2}}sgn(w\tau)e^{w\lambda}}{D}$

$m=n-k$ : $\frac{\Sigma_{w\in \mathfrak{S}_{n}}\Sigma_{\tau\in Z_{2}^{k}}sgn(w\tau)e^{w\lambda}}{D}$

但し $Z_{2}$ はワイル群を $6_{n}\ltimes Z_{2}^{n}$と見て、 $Z_{2}=\{1, (-1, \cdots, -1)\}\subset Z_{2}^{n}$ で与えられるも

の。一般の最後の式 $(m=n-k)$ における符号の部分ははっきりしていない。

8 非コンパク トカルタ ン部分群上での指標

以上コンパク トカルタン部分群での話だったが、 [He] と同じようにすれば、他のカル
タン部分群上でも指標の形は全く同じであることが分かる。

4はっきりしていない、とは断っているもののこれは実は誤っている。講演当時はこの誤った予想し
かなかったが、その後 (正しい) 指標の形が [N92] により与えられている。
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