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無限コンパクト複素対称三重対角行列の固有値問題
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無限複素対称三重対角行列 $A$ の単純固有値の近似計算問題を考える. ただし $A$ は複素

ヒルベルト空間 $l^{2}$内でコンパクト作用素を表すものとする. コンパクト性を保証するための

必要十分条件は, よく知られているように, 上位対角成分, 主対角成分, 下位対角成分が, いず

れも $0$ に収束することである. 近似固有値としては $n$ 次主座小行列 $(n=1,2, \ldots)$ の適当な

固有値をとる. 特殊関数への応用を考慮して, 固有ベクトルの成分の挙動に関するいくつか

の条件をつけ加えた結果, 不等式ではなく, 等式の形で一般的な誤差評価式を導くことができ

た. これは数値解析において珍しい例に属する. その応用例として, 正則クーロン波動関数の

零点, 極大点, 極小点, ベッセル関数の零点の計算問題を論ずる.

定理 1[3,Theorem $1.4|$ : 複素対称三重対角行列

(1) $A=[^{f_{2}}d_{0^{1}}$

$df_{3}^{2}f_{2}$

$d_{3}f_{3}$

.

$0..]$ ,

ただし $d_{k}arrow 0,$ $fkarrow 0(karrow\infty),$ $fk\neq 0(k=2,3, \ldots)$ ,

が与えられているものとする. そして $\tilde{A}_{n}$ を $A$ の $n$ 次主座小行列とし,An $=\{\begin{array}{ll}\tilde{A}_{n} OO O\end{array}\}(n=$

$1,2,$ $\ldots$ ) とする. また\mbox{\boldmath $\lambda$}を $A$ の単純固有値とし,\mbox{\boldmath $\lambda$}n\rightarrow \mbox{\boldmath $\lambda$}を満たす $\tilde{A}_{n}$の固有値の列 $\{\lambda_{n}\}$ をと

る. ( $\lambda_{n}$の存在は, 前述の仮定と [4,Theorem 18.1] により保証される.) ここで次の仮定を

置く.

数理解析研究所講究録
第 832巻 1993年 104-115



105

$a$ . $x=[x^{(1)},$ $x^{(2)},$ $\ldots|^{T}$ を\mbox{\boldmath $\lambda$}に対応する固有ベクトルとするとき $x^{T}x\neq 0$

$b$ . 十分大きな全ての $n(n\geq n_{0})$ に対して $x^{(n)}\neq 0$ かつ $x^{(n+1)}/x^{(n)}$が有界である.

以上に述べた仮定のもとで, 次の評価式が成り立つ.

(2) $\lambda-\lambda_{n}=\frac{f_{n+1}x^{(n)}x^{(n+1)}}{x^{T_{X}}}(1+o(1))$ $(narrow\infty)$

コメント:[3,Theorem $1.4|$ 中では条件 $\Vert A_{n}-A\Vertarrow 0$ が陽に仮定されているが, 実は, この

条件は常に成立することを示すことができる. ゆえにこの条件は上の定理の仮定から削除し

てある.

$A$ が無限実対称三重対角行列であるときは, 固有ベクトルからなる正規直交基底の存在

性 $[5,p.228]$ よりこの誤差評価式を導びけることはよく知られている. 本定理の意義は, 実行

列の場合に導くことができたこの誤差評価式を, 別のアプローチで複素行列の場合にも導き

出せることを示したところにある.

応用例 1: 非負整数 $L$ と実数\etaが与えられているときの正則クーロン波動関数 $F_{L}(\eta, \rho)$ の零

点計算問題を考える. この問題は以下に示す無限コンパクト実対称三重対角行列 $T_{L,\eta}$の固有

値問題として再定式化される. すなわち $\rho\neq 0$ が $F_{L}(\eta, \rho)$ の零点であるための必要十分条件

は,1/\mbox{\boldmath $\rho$}が $T_{L,\eta}$の固有値であることである $[1|$ .

(3) $T_{L,\eta}=[^{-\eta d_{+}}e_{L}0^{L_{1}+1}$

$-\eta d_{+^{1}}^{+_{L_{2}+2}}e_{L}^{L}e$

$-\eta d^{+_{L^{2}+3}}e_{L}..\cdot$

$0.\cdot]$

$d_{k}= \frac{1}{k(k+1)}arrow 0$ ,

$e_{k}= \frac{1}{k+1}\sqrt{\frac{(k+1)^{2}+\eta^{2}}{(2k+1)(2k+3)}}arrow 0$ .

また, 固有ベクトル\varphi (\mbox{\boldmath $\rho$}) の形は定数倍を除いて一意に定まり, $\varphi(\rho)=[W_{L+1}, W_{L+2}, \ldots]^{T}\pi\in$

$l^{2}$ , TWVk= $\sqrt{}$l]乙環 $($ \eta , $\rho)$ で与えられる $[2|$ .
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定理 1を適用するために,(1)A \equiv TL,7’の固有値が全て単純である (すなわち, どの固有

値に対しても固有ベクトルは定数倍を除いて一意に定まり, かつ二階一般固有ベクトルは存

在しない), (2) 定理 1中の条件 $(a),(b)$ を満足する, ことを示すことができる. 定理 1をこ

の問題に適用すると, $\lambda=1/p,$ $\lambda_{n}=1/\rho_{n}$であるので, 相対誤差の予測値として次式が得ら

れる,

$\frac{\rho_{n}-p}{\rho}=\rho\cdot(\lambda-\lambda_{n})(1+o(1))$

(4)
$= \rho\cdot\frac{1}{\varphi^{T}\varphi}$

$\frac{\sqrt{(L+77+1)^{2}+\eta^{2}}}{L+n+1}F_{L+n}(p)F_{L+n+1}(\rho)(1+o(1))$

表 1, 2は凡 $(5, \rho)$ の零点のうち, 原点から数えて 1番目と 5番目の零点に対する近似値の収

束について, 相対誤差の実測値と予測値を比較したものである.

応用例 2: $F_{L}(\eta, \rho)$ の極大, 極小点\mbox{\boldmath $\rho$}を求める問題は,FL(\eta , p) の 1階微分の零点を求めればよ

い. $F_{L}(\eta, p)$ の零点計算と同様に, 下に示す無限コンパクト実対称三重対角行列 $\tilde{T}_{L,\eta}$の固有

値問題として再定式化される. すなわち, \mbox{\boldmath $\rho$}が $F_{L}(77, \rho)$ の極大または極小点であるための必要

十分条件は, 1/\mbox{\boldmath $\rho$}が$\tilde{T}_{L,\eta}$の固有値であることである $[2|$ .

(5)

この場合にも固有ベクトル\varphi \tilde (\mbox{\boldmath $\rho$}) の形は定数倍を除いて一意に定まり,

(6) $\tilde{\varphi}(\rho)=[\sqrt{\frac{L+1}{2L+1}}W_{L}, W_{L+1}, W_{L+2}, \ldots]^{T}=[\sqrt{\frac{L+1}{2L+1}}W_{L}|\varphi(p)^{T}]^{T}\in l^{2}$

である $[2|$ .

$A\equiv\tilde{T}_{L,\eta}$が応用例 1のときと同様の条件を満足することを示すことができるので, 定理

1をこの問題に適用することができる. $\lambda=1/p,$ $\lambda_{n}=1/\rho_{n}$であるので, 近似極大, 極小点 $p_{n}$
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の相対誤差の予測値として次式が得られる.

$\frac{p_{n}-p}{\rho}=\rho\cdot(\lambda-\lambda_{n})(1+o(1))$

(7)
$=p \cdot\frac{1}{\tilde{\varphi}^{T}\tilde{\varphi}}\cdot\frac{\sqrt{(L+n)^{2}+\eta^{2}}}{L+n}F_{L+n-1}(\eta, p)F_{L+n}(\eta, \rho)(1+o(1))$

表 3, 4は $dF_{5}$ (5, p)/d\mbox{\boldmath $\rho$}の零点のうち, 原点から数えて 1番目と 5番目の零点に対する近似値

の収束について, 相対誤差の実測値と予測値を比較したものである.

これら 2つの応用例に現れた行列は,無限実対称三重対角行列であり, 必ずしも複素にま

で拡張した本定理を適用しなくても, それぞれ同じ誤差評価式が得られる. しかし, 次のべ $\backslash y$

セル関数 $J_{m}(z),$ ( $m$ : 実数) の零点計算に現れる行列は無限複素対称三重対角行列であり, 本

定理でなければ誤差評価のできない例である.

応用例 3[3]: ベッセル関数 $J_{m}(z)$ の零点計算を考える. ここにー $\infty\infty$ $<m<\infty,$ $m\neq$

$-1,$ $-2,$ $\ldots$ である. この問題は下の無限コンパクト複素対称三重対角行列 $A$ の固有値問

題として再定式化される. すなわち $z$力’ $J_{m}(z)$ の零点であるための必要十分条件は, $4/z^{2}$が

$A$ の固有値であることである [1].

(8) $A=[^{f_{2}}d_{0^{1}}$

$d_{2}f_{3}^{2}f$

$d_{3}^{3}f.$

.

$0.\cdot$ $]$ ,
$d_{k}=f^{k}= \frac{\frac{2}{(\alpha_{k}-1)(\alpha_{k}+1)1},k=}{(\alpha_{k}-1)\sqrt{(\alpha_{k}-2)}\sqrt{\alpha_{k}}},k=2,31,2,$$\ldots\ldots$

$\alpha_{k}=m+2k$ , $k=1,2,$ $\ldots$

ここに $A$ は $rn>-2$ のとき実行列であるが, $?n<-2$ のときは $f_{j}(j=\lceil-771/2\rceil)$ が複素数

になり, 複素行列になる. この場合も固有ベクトル $x$ は定数倍を除いて一意に定まり,

(9) $x=[\sqrt{m+2}J_{m+2}(z), \sqrt{rm+4}J_{m+4}(z), \ldots]^{T}-\in l^{2}$

である. $A$ が先の 2例と同様の条件を満たすことを示すことができるので, 定理をこの問題

に適用することができる. $\lambda=4/z^{2},$ $\lambda_{n}=4/z_{n}^{2}$であるので, 近似零点の相対誤差の予測値と

しては次式が得られ, 数値的にもその精密さは [$3|$ 中で確かめられている.

(10) $\frac{z_{n}-z}{z}=\frac{z^{2}}{8}\cdot(\lambda-\lambda_{n})(1+o(1))=\frac{J_{m+2n}(z)J_{m+2n+2}(z)}{2J_{m+1}^{2}(z)(?77+2\uparrow z+1)}(1+o(1))$
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表 5, 6は $J_{-7.25}(z)$ の零点の原点に 1番近いものと $J_{-9.25}(z)$ の零点のうち原点から 5

番目の零点に対する近似値の収束について, 相対誤差の実測値と予測値を比較したものであ

る. また [3] 中では $J_{0}(z)-iJ_{1}(z)$ の零点計算についても, 無限複素対称三重対角行列の固有

値問題として再定式化を行い, この定理を適用した結果, 非常に精密な誤差評価式が得られて

いる.

応用例に対する考察: 応用例 3では近似零点の相対誤差の予測値と実測値は, その値が 2\sim 3

桁も一致していることを数値的に確認できるが, 応用例 1,2ではそれほどには一致していな

い. このことについて考察する. 近似固有値の誤差評価式は,\mbox{\boldmath $\lambda$}--\mbox{\boldmath $\lambda$}n $=(\lambda-\mu_{n})+(\mu_{n}-\lambda_{n})$

と分解して, 右辺の第 1項と第 2項を別々に評価し,77を十分大きくとれば第 2項は第 1項に

(11) $\frac{|\mu_{n}-\lambda|}{|\lambda-\mu_{n}|}\leq\frac{|f_{n+1}x^{(n+1)}|}{|x^{(n)}|}\Vert(A-\lambda I)^{-1}\Vert_{S}(1+o(1))$ .

するとこの右辺は定理の条件から確かに $0$ に収束する. しかし $|f_{n+1}|$ の $0$ への収束がおそ

\langle , $| \frac{x^{(n+1)}}{x^{(n)}}|$が小さくなく, また, $\Vert(A-\lambda I)^{-1}\Vert_{S}$が大きいといった理由により全体として

(11) の収束がおそいということが考えられ, そのような場合, 計算結果を出力した $n$ の範囲

では島 $-\lambda_{n}$を無視できない可能性がある. そこで応用例 1の場合に実際に–\mbox{\boldmath $\mu$}\mbox{\boldmath $\lambda$}n--\mbox{\boldmath $\mu$}\mbox{\boldmath $\lambda$}nnを計算
した (表 7). $\mu_{n}-\lambda_{n}$ は\mbox{\boldmath $\lambda$}--\mbox{\boldmath $\mu$}7O にくらべ, 1割程度の大きさであるところも見られるが, その

大きさは順に小さくなっていることが分かる. 実際, 近似零点が 4倍精度いっぱいの精度ま

で収束する間に, 相対誤差の予測値は実測値に確かに近づいている.

まとめ

1. 無限コンパクト複素対称三重対角行列 $A$ の近似固有値に対する誤差評価式を理論的に

導き出すことができた.

2. この誤差評価式の精密さは応用例からも確認できた.
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表 1: $F_{5}(5.0,p)$ の 1番目の零点の収束状況

真の零点 $=18.00546022945859742416159206211768$
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表 2: $F_{5}(5.0, p)$ の 5番目の零点の収束状況

真の零点 $=34.83493631442577902935805434310459$
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表 3: $dF_{5}$ (5.0, p)/d\mbox{\boldmath $\rho$}の 1番目の零点の収束状況

$dF_{5}(5.0, \rho)/dp$の 1番目の零点の収束状況
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表 4: $dF_{5}$(5.0, \mbox{\boldmath $\rho$})/d\mbox{\boldmath $\rho$}の 5番目の零点の収束状況

$dF_{5}(5.0, p)/dp$の 5番目の零点の収束状況
真の零点 $=32.92248394450433713822754973548144$
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$c^{\not\supset}\llcorner’\forall_{)}\infty$

$\triangleleft\vee\wedge$

$\infty\triangleleft\infty$

$\Phi\approx\triangleleft$

$\infty c$

$\llcorner 0$
$\forall\sigma\sigma$;

$\dot{\overline{\not\equiv}}\preceq R_{\sim}*$

$\triangleright_{1}^{Q}\infty_{\circ}^{\circ}\triangleleft\infty\vee LLL$

$\dot{\overline{\not\equiv}}\neg’\not\leq A_{\sim}^{-}$

$\triangleright^{1}C9\circ\triangleleft\vee\wedge\wedge\check{N}$

$\circ,-$

,
$\llcorner\triangleleft_{Q}\mathscr{C}_{1}$

$A^{-2},\bigotimes_{\backslash }-$

$c\infty\infty$

.
$\underline{-\prec^{\backslash }\grave{\otimes^{\sim_{-}’}}}$

$r\circ-\infty_{\iota}\tau\dot{\infty}$

$\frac{...\{-\otimes}{-s}$

$\underline{o’c\circ\triangleleft}$
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$\grave{*}\infty$
$\triangleright\circ ItD$

$\circ$

$f-d\vee\wedge$ $\bigotimes_{-}$
$\infty^{\rangle}\infty c$

$\underline{\aleph}$

$\vee-\wedge-\vee$

$\aleph$

$\underline{\infty\infty}$

$\backslash ^{L}\sim_{1}^{\bigwedge_{\overline{d}}}$

$\underline{\frac{\vee}{\vee}\wedge\wedge\vee}$

$\backslash ^{\wedge}-\iota_{I}\sim\iota_{!}$

.
$\check{o^{l}\triangleleft 0\triangleleft}$

$L\ddot{Q}$ $\check{\underline{\vee\vee\wedge\wedge oc}}$

$\ddot{o}$

$N^{t}\triangleleft\theta 1$

$\dot{ccoo}$

$-’\backslash _{(}\triangleleft$

$:_{\int}.\triangleleft^{\dagger}$

$\frac{\llcorner 0}{N}$

$tc\frac{\overline\circ}{N}$

$\vee\supset\wedge$

$\vee\wedge 0$
$\infty\circ t\circ$

$\frac{o}{||}$ $\triangleright^{t}-\Phi\triangleleft$.

$\overline{\hat{\overline{\grave{\Psi}}\otimes^{t’,}}}$. $11$

$Jg_{\Lambda}$

$-\overline{u}\sim\grave{\Re’}t$

,

$\grave{\gamma}ff\circ_{)\backslash }$
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表 7: $F_{5}(5.0, p)$ の 1番目の零点の第 1項と第 2項の比


