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凸関数の方向微分可能性について

富山大学経済学部経営学科
白石俊輔

Abstract: 凸関数の方向微分可能性は、通常その微分商 (dk 甑 1 quotient) $tarrow[f(x+\phi-flx)yt$

の単調性によって説明される。 ここでは、 凸関数を max型関数として捉えることによって、 今一度
その方向微分可能性について考察することを試みる。

1. 準備: $f:\mathbb{R}^{n_{arrow(-\infty,+\infty]}}$ は下半連続な真凸関数で、 int (dom$f$ ) $\neq\emptyset$ とする。 微
分不可能計画問題では、 関数が微分不可能な点 $X$ においても方向微分:

$f’(xfl)= \lim_{t}\downarrow 01\lambda x+u)-J\langle x)]/t$ ,

が任意の方向 $d$ に関して存在する事を前提とする事が多い。 凸関数は int (dom$f$ )

上でこの性質を持つ。 ここでは、 凸関数を $\max$型関数として捉えることによって,

今一度方向微分可能性について考察することを試みる。そこで次のような $R^{n_{x}}R$

の集合を用意する。

$L(f)$ $:=\{(\alpha,\beta)\in \mathbb{R}^{n_{x}}\mathbb{R}|<\alpha,z>+\beta\leq J(z), \forall z\in \mathbb{R}^{n}\}$ .

この時次の定理が成立する。

Theorem 1. (Rockafellar [25] Theorem 12.1)

$f(x)= \sup\{<\alpha,x>+\beta|(\alpha,\beta)\in L(f)\}$ . (1)

即ち、 凸関数は一次関数のmax型関数として表わされる。

2. 方向微分可能性: $\max$型関数の微分可能性定理として、最も広く知られている
のは次の定理であろう。

Theorem 2. (Danskin [81 Chap.III Theorem 1) 連続関数 $\varphi:\mathbb{R}^{n_{x}}Tarrow \mathbb{R}$ に対し新たに

関数 $\Phi;\mathbb{R}^{n_{arrow(-\infty,+\infty]}}$ と解集合写像 $M:\mathbb{R}^{n}arrow T$ を次式で定める:

$\Phi(x)=\sup\{\varphi(x,t)|_{t}\in T\}$ ,

$M(x)=\{r\in T|\varphi(x,t)=\Phi(x)\}$ .

数理解析研究所講究録
第 835巻 1993年 120-124



121

今もし $\mathbb{R}^{m}\supset T$ がコンパク トで、 $\nabla_{X}\varphi(x,t)$ が存在し、 しかも両変数に関して連続

であれば、 $\Phi$ は任意の方向に方向微分可能であり次の式が成立する :

$\Phi’(x4)=\max\{<\nabla_{X}\varphi(x,t),d>|_{t}\in M(x)\}$ .

この公式を (1)に直裁適用しようとすると一箇所困難が生じる。 それは, 定理 2の $T$

にあたる $L(P$ がコンパクトではない事にある。併し、 定理 2において $T$ 自身のコン

パクト性は実は本質的ではなく、 $M$ に適当な有界性があればよい。

Theorem 2’. (Auslender [3] Chap.IV Theorem 1.7) 定理 2において $T$ は必ずしもコン
パクトではないとする。その代わり、集合値関数 $M$が $X$の近傍で (i) 空ではなく、
(ii)一様有界であるとする。 この時次式が成立する:

$\Phi’(x;d)=\sup\{<\nabla_{X}\varphi(x,t),d>|_{t}\in M(x)\}$ .

こちらの定理を (1)に適用する事によって、 凸関数の方向微分可能性を帰結する。
(1)で $M(x)$ にあたる集合は :

$M_{J}(x);=\{(\alpha,\beta)\in L(D|<a,x>+\beta=f(x)\}$,

となる。 この $M_{J}(x)$ について (i) は $(x,J(x))$ と $\varphi if$との分離定理によって示され

る。 (u)を示すために $\epsilon>0$ を用いて聯\Leftarrow )を膨らました (有界)集合を定義する:

$M_{f)}^{\epsilon_{(x):=\{(a,\beta)\in L(f1<a,x>+\beta\geq f(x)-\in\}}}$ .

Lemma. $x\in int$ (dom$f$ ) に対し $x$ の近傍 $U$ があって、 適当な $\epsilon>0$ をとれば:

$M_{f^{\epsilon}}(x) \supset\bigcup_{y\in U^{M}\oint \mathcal{Y})}$ (2)

が成立する。従 $’\supset$て $M \oint x$) は (i)を満たす。

以上の結果を併せる事によって凸関数の方向微分可能性を得る。

Remark: $M_{J}(x)$ と $M_{f^{\epsilon}}(x)$ の第一成分への射影を考えると、 各々劣微分畝 x) およ

び $\epsilon$- 劣微分 $\partial J(x)$ になることが容易に確かめられる。 ここで:

$\partial flx)=\{a\in \mathbb{R}^{n_{1<\alpha,z-x>\leq J(z)-J(x)}}, \forall z\in \mathbb{R}^{n}\}$ ,



122

$\partial_{6}f(x)=\{a\in \mathbb{R}^{n}|<a,z-x>\leq J(z)-j(x)+\epsilon, \forall z\epsilon \mathbb{R}^{n}\}$ .

従って (2) の表わす関係式は :

$\partial_{6}f(x)\supset\bigcup_{y\epsilon U}\partial fiy)$

となるが、 これは微分不可能凸最小化アルゴリズムのひとつである、 バンドル法
の基礎となる関係式である。 (LemaI$\propto$化m1[20], Zowe[29])

3. 二階の方向微分: ここでは、 二階の $D\ddot{m}$ の方向微分について考察する :

$r(x \beta)=\lim_{t}\downarrow 0^{[f(x+d\cdot\beta)-f’(x;d)yr}$ (3)

前述註により、

$f’(xfl)= \max\{<\alpha d>|\alpha\in\partial\lambda x)\}$

となることが分かる。 それゆえ、 二階の $D^{\cdot}$ の方向微分を調べる際も、 $\max$型関数

X\rightarrow f\sim 幼 の微分可能性を考察する事になる。但し今回は制約集合がパラメトリッ
クな形であることに注意する。 この関数の連続性から調べよう。勿論この関数は
連続ではないのだが、畝 x) の単調性によって次のような連続性は成り立つ。

Proposition.

$1\dot{r}_{t}\downarrow_{0}f’(x+dd)=f’(x\beta)$ .

残念ながら、 凸関数は一般には二階方向微分可能でないことは次の例からも分か
る。

$f(x)=|_{X}|^{r}$ , $1<r<2$ .

二階の \supset 蚕方向微分可能性が欠落するのはパラメトリックな問題:

maximize $<\alpha,d>$

$xt$ . $f(x)$ 十戸 (\alpha )- $<\alpha x>\leq 0$ . (4)

カ ‘. 凸計画問題ではあるけれども、 Slater条件のような正則性条件が成立しないこ
とに起因している。研は $f$ の共役関数) この難点を解決するためには、 $\partial_{6}f(x)$ に対

応するいま一つの $\max$型関数 $Xarrow f_{\epsilon’}(x$紛 $= \max\{<\alpha,d>|\alpha\in\partial_{6}f(x)\}$ を用いればよ

い。 これは、 (4)に摂動を与えて Slater条件が成立するようにしたものになる:
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$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

.
$<\alpha,d>$

$s.t$. J(X) 十戸 (\alpha )-- $<\alpha x>\leq\epsilon$ .

Theorem 3.(Lemar\’echal&Nurminsk\"u [21], Auslender [4]) 関数 $Xarrow f_{\epsilon’}(x$幼は常に次

の形で方向微分が可能である。

$f_{\epsilon’’}(x\beta)=1\dot{m}_{t}\downarrow 0^{[f_{\epsilon’}(x+d;d)-f_{\epsilon’}(x;d)]/t}$

この $f_{\epsilon}(x$切が我々が本来知りたかった (3)と緊密な連絡があることも分かってい

6 $0$ (Shiraishi [281)
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