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作用素環の束の可微分性について

大阪女子大学 大内本夫 (Moto O’uchi)

1. はじめに

C*-環の理論では、表現の分解や接合積の構成において C*-環の束 (bundle また

は field) がしばしば現れる。最近では、 トーラス上の回転環 $A_{\theta}$が C*-環の continuous

field $(A_{\theta})_{\theta\in[0,1]}$ になるという事実に基づいた証明 [2] や, C*-力学系に関連した $C^{*}-$

環の束の連続性についての研究 [21] がある。具体的に構成される作用素環の多くは

基礎となる空間が可微分多様体であり、現れる群は離散的でなければ Lie 群である。

従ってそのような作用素環に関連した束にたいして微分構造を考えることは不自然な

ことではない。

一方、 C*-環の理論ではトポロジーや微分幾何学的な概念が数多く導入されてい

る。代表的なものとして、K-理論と Connes の非可環微分幾何があげられる。 $C^{*}$ -環

の K-理論は与えられた C*-環上の projective module の同値類を対象としている。 ま

た Connes の非可環微分幾何においても接続 (connection) や曲率の概念が作用する群

が Lie群であるような $c*$-力学系に対して導入されている。 この場合でもこれらの概

念は与えられた $C^{*}$ -環の C\infty 級の元からなる部分環上の projective module を基礎と

して定義されている $([5],[6])$。古典的な K-理論でも微分幾何においてもこれらの概
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念は研究対象となる位相空間 $X$上のベク トル束 $B$ に関連して考えられている。有限

次元のベク トル束 $E$ にたいしては、連続な切断の集合 $\Gamma(E)$ は $X$上の連続関数の作

る環 $C(X)$ 上の有限生成の projective module になり、有限次元ベク トル束を考える

こととこのような projective module を考えることとは同値になる ([1] \S 1.4の最後

の Proposition)。従って、 これらの理論を代数的な方法で C*-環に導入するためには

projective module を基礎に置くのは自然なことである。 しかし無限次元の C*-環の理

論においてはベク トル束的な考え方と projective module 的な考え方は同値になると

いう保証はない。筆者の目標はベク トル束的な考え方でどの程度まで微分幾何学的概

念が C*環の理論に導入でき、有効なものになるかを調べることである。その第一歩

として [17] で、 C*-環の可微分束とその接続、更にそのような接続の曲率を定義した。

ここでは、 Lie 群の多様体への作用から reduced 接合積を作る際に自然に表れる $C^{*}-$

環の束の可微分性について考察してみたい。更に、 もとの Lie群の作用を横断的な部

分多様体に制限することによって、離散的な軌道を持つ groupoid が得られ、 このよ

うな groupoidから作られる reduced C*-環は横断多様体が異なれば一般に同型ではな

い。上で述べたような束の接続の曲率を考えることにより、このような C*-環の不変

量を構成したいというのが筆者の希望である。先ずこの問題に関連して筆者が念頭に

置いている具体例にっいて述べてみたい。

2. 研究対象

(i) 無理数回転環と Kronecker 葉層
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無理数 $\theta$に対して、二次元トーラス $T^{2}=R^{2}/Z^{2}$上の $R$ の作用 $\{F_{t}^{\theta}\}$ を $F_{t}^{\theta}(x, y)=$

$(x+t, y+\theta t)$ によって定義する。このとき、各 $\xi\in T^{2}$を通る $R$の軌道 $L_{\xi}=\{F_{t}^{\theta}(\xi);t$ 欧

$R\}$ を葉とするような葉層構造 $(T^{2}, \mathcal{F}_{\theta})$ , 但し $\mathcal{F}_{\theta}=\{L_{\xi} ; \xi\in T^{2}\}$ , が得られる。 こ

れを Kronecker 葉層と呼ぶ。 $(T^{2}, \mathcal{F}_{\theta})$ の holonomy groupoid $\mathcal{G}_{\theta}=T^{2}\cross \mathcal{R}$ から作

られる reduced $C^{*}$-環 $C_{r^{*}}(\mathcal{G}_{\theta})$ が葉層 $c*$-環 $C^{*}(T^{2}, \mathcal{F}_{\theta})$ である $([3],[4])$ 。横断多様

体 $T=\{0\}\cross T$ への $\mathcal{G}_{\theta}$の reduction を $\mathcal{G}_{\theta}|T$で表すと、 これは $T$ 上の角度 \mbox{\boldmath $\theta$}の

転によって得られる groupoid と同型になる。 このことは、 $Z$ の $T$ 上への作用 \beta を

$\beta_{n}(x)=x+n\theta(x\in T, n\in Z)$ によって定義すると、

$L_{(0,x)}\cap T=\{\beta_{n}(x);n\in Z\}$

となることを意味する。 この $\beta$による作用から接合積によって構成される C*-環が無

理数回転環 $A_{\theta}$である。上の議論から $A_{\theta}$ と $c_{r^{*}}(\mathcal{G}|T)$ が同型であることがわかる。

次に $S=(\begin{array}{ll}a bc d\end{array})$ を $SL(2, Z)$ の元とする。 $S$は $T^{2}$上の微分同相写像であり、 $\tilde{F}_{t}=$

$SF_{t}^{\theta}S^{-1}$もまた Kronecker 葉層 $(T^{2}, \mathcal{F}_{\rho})$ を定義する。 このとき

$SF_{t}^{\theta}S^{-1}(x, y)=(x+(a+b\theta)t, y+(c+d\theta)t)$

だから $\rho=(c+d\theta)/(a+b\theta)$ である。 このことは $C^{*}(T^{2}, \mathcal{F}_{\theta})$ と $C^{*}(T^{2}, \mathcal{F}_{\rho})$ が同型、

すなわち $A_{\theta}$ と A\mbox{\boldmath $\rho$}が stably に同型であることを意味する $([19],[9])$ 。しかし、一般には

$A_{\theta}$ と $A_{\rho}$は同型ではない。例えば、 $\theta=\sqrt{2},$ $S=(\begin{array}{ll}1 21 3\end{array})$ とすると $\rho=(11-\sqrt{2})/7$

で \mbox{\boldmath $\theta$}の fractional part $\{\theta\}\approx 0.1414\in[0,1/2]$ と $\{\rho\}\approx 0.3694\in[0,1/2]$ とは等しくな

い。 よってこの時 $A_{\theta}$ と $A_{\rho}$は同型でない。 ([19], Theorem 2.)
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ところで、 $\xi\in T^{2}rightarrow S^{-1}\xi\in T^{2}$ が $(T^{2}, \mathcal{F}_{\rho})$ から $(T^{2}, \mathcal{F}_{\theta})$ への同型を与えるから

$(\eta=\tilde{\alpha}_{t}(\xi)$なら$S^{-1}\eta=\alpha_{t}(S^{-1}\xi))$
、

$\mathcal{G}_{\rho}|T$を $\mathcal{G}_{\theta}$の reduction $\mathcal{G}_{\theta}|S^{-1}T$とみなすことが

できる。すなわち、 1 っの Kroneckr 葉層 $(T^{2}, \mathcal{F}_{\theta})$ に対して、その横断多様体は数多

くあり、 それらに関する $\mathcal{G}_{\theta}$の reduction から得られる groupoid $C^{*}$-環 $A_{\rho}$は互いに同

型であるとは限らない。 これからの研究の目標の一っとして、 $C^{*}(T^{2}, \mathcal{F}_{\theta})$ に自然に付

随する C*-環の可微分束に、与えられた横断多様体の方向微分を何らかの意味で表す

接続を構成し、その曲率によって、対応する環 A\mbox{\boldmath $\rho$}の不変量である $\{\rho\}$ または $1-\{\rho\}$

$(\in[0,1/2])$ を表したいと考えている。

最後に K-理論との関係を述べると、上の $A_{\theta}$ と $A_{\rho}$は stably に同型だから $A_{\theta}$ と $A_{\rho}$

の Ko-群は抽象群としては同型 (共に $Z^{2}$ ) である。 しかし $A_{\theta}$ と $A_{\rho}$には一意的に決ま

る正規化された trace があり、 その trace によって Ko-群を ordered group と考えれ

ばそれぞれの K0-群は同型ではない。 ( $R$ の部分群として $\theta Z+Z$ と $\rho Z+Z$ となる。)

これによって $A_{\theta}$ と A\mbox{\boldmath $\rho$}が同型でないことが示される。

(ii) ある半直積群の作用に付随した環

$S$を $SL(2, Z)$ の元、 $\lambda$をその固有値、 $(\begin{array}{l}1\theta\end{array})$ を $\lambda$に属する固有ベク トルとする。以下

$\theta$は実の無理数であるとする。集合 $Z\cross R$ は次のような積を与えることにより $Z$ と $R$

の半直積群になる;

$(n, t)(m, s)=(n+m, \lambda^{-m}t+s)$ $(n, t),$ $(m, s)\in Z\cross R$

この群を $G$ と書く。 (i) で定義した $R$ の $T^{2}$上への作用瓦 $=F_{t^{\theta}}$ と $T^{2}$の自己同型 $S$は
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関係 $SF_{t}=F_{\lambda t}S$を満足する。 この関係により、 $G$ の $T^{2}$上への作用を

$(n, t)\cdot\xi=S^{n}F_{t}\xi$ $(n, t)\in G,$ $\xi\in T^{2}$

によって定義することができる。 この作用によって得られる groupoid を $\mathcal{G}$とする

と、 $\mathcal{G}$は $T^{3}$の minimal な葉層構造の holonomy groupoid の reduction と同型になる

([16],Proposition 1.1) 。 minimal な葉層構造の葉層 $c*$-環は simple ([8], Th\’eor\‘eme

2.6. [14], Theorem 6.4も参照) で、 $C_{r^{*}}(\mathcal{G})$ はその環と stably に同型だから simple に

なる。 $T=\{0\}\cross T$ を (i) と同じ $T^{2}$の部分多様体とするとき、 $B(S, \lambda)=C_{r^{*}}(\mathcal{G}|T)$ は

興味深い性質を持っ。

まず、 $B(S, \lambda)$ の別の構成法について述べる。 $R$ の部分群 $K_{\theta}=Z+\theta Z$ に対して、

集合 $Z\cross K_{\theta}$は次のような積を与えることにより $Z$ と $K_{\theta}$の半直積群になる:

$(n, k)(m, l)=(n+m, k+\lambda^{n}l)$ $(n, t),$ $(m, t)\in Z\cross K_{\theta}$ .

この群を $Z\cross K$ と書く。上の式が積を定義することは $\lambda=$ a+b\mbox{\boldmath $\theta$}だから $\lambda K_{\theta}=K_{\theta}$

となることが本質的である。従ってここでの議論は一般の無理数 $\theta$に対しては適用で

きない。 $\tilde{G}=Zx_{\lambda}K_{\theta}$の $R$ への作用を $(n, k)\cdot t=\lambda^{n}t+k((n, k)\in\tilde{G},$ $t\in R$ ) に

よって定義する。更に、 $\tilde{G}$ と $L^{\infty}(R)$ の $Tt=L^{2}(R\cross\tilde{G})$ 上への表現 $u$ : $\tilde{G}arrow \mathcal{B}(H)$ と

$\rho:L^{\infty}(R)arrow \mathcal{B}(\mathcal{H})$ を

$(u(g)\xi)(t, g’)=\xi(t, g^{-1}g’)$ ,

$(\rho(f)\xi)(t, g’)=f(g’\cdot t)\xi(t, g’)$

$(g\in\tilde{G}, f\in L^{\infty}(R),$ $\xi\in?t,$ $(t, g’)\in R\cross\tilde{G})$ によって定義する。 $Z$ は $K_{\theta}=Z+\theta Z$

の部分群であり、 $\tilde{G}$の部分群でもある。 それを $H$と書く。 $f\in C_{c}(R),$ $g\in G$ に対し
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て、 X(f, g)\in B(H) を

$X(f, g)= \sum_{h\in H}\rho(h\cdot f)u(hgh^{-1})$

によって定義する。但し、 $(h\cdot f)(t)=f(h^{-1}\cdot t)$ であり、上の和は弱収束する ([15])

Proposition 1.1) 。 $X(f, g)(f\in C_{c}(R), g\in G)$ 全体の元で生成された C*-環を $\tilde{B}(S, \lambda)$

と書く と、 $\tilde{B}(S, \lambda)’$ の 中心は $L^{\infty}(T)$ と同型になる。そこで $\tilde{B}(S, \lambda)$ の恒等表現 $\iota$ の

中心的分解 $\iota=\int_{T}^{\oplus}\Phi_{s}ds$ を考えることにより、 $C^{*}$ -環 $B_{s}(S, \lambda)=\Phi_{s}(\tilde{B}(S, \lambda))$ が

得られる。中心的分解によって得られる表現 $\{\Phi_{s} ; s\in T\}$ は $T$ の測度 $0$ の集合上では

曖昧さが残るが、 $sarrow\Phi_{s}$が連続となるように定めると一意的に決まる。 $B_{s}(S, \lambda)$ は互

いに同型であり ([17]) Lemma 3.1) 、 しかも $B(S, \lambda)$ とも同型になる ([16], Theorem

4.3) 。

$C_{r^{*}}(\mathcal{G}|T)$ は simple $C^{*}$-環 $C_{r^{*}}(\mathcal{G})$ と stably に同型となるから $B(S, \lambda)=C_{r}^{*}(\mathcal{G}|T)$ も

simple である。 また $B(S, \lambda)$ は可分で単位元を持ち無理数回転環 A\mbox{\boldmath $\theta$}を含む。 この時、

$A_{\theta}$の単位元は $B(S, \lambda)$ の単位元である。自然な条件付き期待値 $E$ : $B(S, \lambda)arrow A_{\theta}$が存

在するが、 A\mbox{\boldmath $\theta$}上の一意的な trace $\tau$ との合成 $\tau oE$は trace にならない。実際、各 $n\in Z$

に対して、 $x\in B(S, \lambda)$ で $xA_{\theta}x^{*}=A_{\theta},$ $\tau(xx^{*})=\lambda^{n}\tau(x^{*}x)$ となるものが存在する。更

に、 このような $x$ の集合は $B(S, \lambda)$ を生成する。またこれらのことから異なる $\lambda$にたい

しては、 $(B(S, \lambda),$ $A_{\theta}$ ) は pair として同型にならない。そして同一の $\theta$に対して、同型で

ない pair が存在する ([15]) 。 $(B(S, \lambda),$ $A_{\theta},$ $E$) は A\mbox{\boldmath $\theta$}上への離散群 $G_{0}$の作用 $\alpha$によって

$(C_{r^{*}}(A_{\theta}, G_{0}),$ $A_{\theta},$ $E_{0}$ ) と表すことはできない。但し、 $E_{0}$ : $C_{r^{*}}(A_{\theta}, G_{0})arrow A_{\theta}$は自然な条

件付き期待値である。何故なら、 $C_{r^{*}}(A_{\theta}, G_{0})$ の任意の元 $x$ は $x=\Sigma_{g\in G_{\text{。}}}a_{g}\lambda_{g}(a_{g}\in A_{\theta})$
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と書けるが、 \mbox{\boldmath $\tau$}は一意的だから $\tau 0\alpha_{g}$ =\mbox{\boldmath $\tau$}なので、

$\tau oE_{0}(x^{*}x)=\sum_{g\in G_{0}}\tau(\alpha_{g}(a_{g}^{*}a_{g}))=\sum_{g\in G_{0}}\tau(a_{g}^{*}a_{g})$

$= \sum_{g\in G_{0}}\tau(a_{g}a_{g}^{*})=\tau oE_{0}(xx^{*})$
.

よって $\tau oE_{0}$は trace になり、これは既に述べた事実と矛盾する。更に $B(S, \lambda)$ は trace

を持たないのではないかと予想しているが、 このことはまだ証明できない。

(i) と (ii) で考えている環はどちらも Lie群の多様体上の作用から得られる groupoid

$C^{*}$-環と、 その groupoid の reduction による groupoid C*-環であるが、 $(\ddot{u})$ のほうが

はるかに複雑になっている。 (ii) で考えている群 $G$ は非可換の unimodular でない群

であり、連結でもない。更に $G$ の $T^{2}$上への作用は free ではない。 $((0,0)\in T^{2}$は $S$

の不動点) 。 従って、 (i) と (ii) を共に含む形で議論を進めるためには、連結でない

Lie 群も考える必要がある。

3. 微分可能性について

多様体上の C*-換の可微分束を定義するためには、多様体から C*-環への写像の微

分について明確にする必要がある。始めに $R^{n}$のある開集合 \Omega から複素 Banach 空間

$C$への写像 $f$の微分可能性について考える。 $x_{1},$ $\ldots,$
$x_{n}$ と $e_{1},$

$\ldots,$
$e_{n}$をそれぞれ $R^{n}$の

標準的な座標系と標準的な正規直交基底とするとき、 $C$のノルムに関する極限

$\lim_{tarrow 0}t^{-1}(f(x+te_{i})-f(x))$
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によって $x\in U$における $f$の偏微分 $(\partial f)/(\partial x;)(x)$ を定義する。 ここでノルムに関

する極限を取るのは、 $C$が C*-環で $C_{0}$が $C$の C*-部分環であるとき、 $f$ : $\Omegaarrow C_{0}$

の偏微分 $(\partial f)/(\partial x_{i})$ もまた $C_{0}$の中への写像になるなどの便利な点が多いからであ

る。 ここで問題になるのは、 $f$ : $\Omegaarrow C$が各座標 $x_{i}$に関して偏微分可能で偏微分

$(\partial f)/(\partial x_{i})$ : $\Omegaarrow C(i=1, \ldots, n)$ が連続であっても $f$が全微分可能かどうかわから

ないことである。特に $\Phi$ : $\Omegaarrow\Omega$を微分同相写像とした時、 $fo$ \Phi が各 $x$ ;に関して偏微

分可能であるかどうかわからない。更に $f$が ノ ルムに関して連続であるかどうかもわか

らない。これは Banach空間の中への写像の場合、微分積分学における平均値の定理の

ようなものが存在しないからである。そこで $f$の微分可能性に関して [17] において次

のように考えた。 $f$が連続であるとき $f$を (Co)‘級とよぶ。 $i=1,$ $\ldots,$
$n$ に対して偏微分

$(\partial f)/(\partial x;)$ : $\Omegaarrow C$が存在して連続であるとき (Cl)‘級であると呼ぶ。 $i=1,$ $\ldots,$
$n$ に

対して、偏微分 $(\partial f)/(\partial x_{i})$ : $\Omegaarrow C$が (Cr-l)‘級であるときに、 $f$を (Cr)’級と呼ぶ。こ

の時 $r$階の偏導関数 $(\partial^{r}f)/(\partial x_{1_{1}}\cdots\partial x_{i_{\nu}})$ : $\Omegaarrow C(i_{1}, \ldots, i_{r}\in\{1, \ldots, n\})$ が自然に定

義でき、これは微分の順序には無関係に集合 $\{i_{1}, \ldots, i_{k}\}$ だけで決まる。このことは $C$

上の任意の有界線形汎関数に対して、$\varphi((\partial^{r})/(\partial u_{i_{1}}\cdots\partial u_{i_{\Gamma}}))=(\partial^{r}\varphi of)/(\partial u_{i_{1}}\cdots\partial u_{i_{r}})$

であることと、 $C$上の有界線形汎関数の集合は $C$の点を分離すること、そして微積分

の対応する定理を使えばすぐにわかる。次に $M$を $n$次元の実ぴ多様体、 $A$ を $M$の微

分構造を与える complete な atlas とする $([13],p.2)_{\text{。}}$ 則ち、 $A$ は $M$の座標近傍 $(U, \varphi)$

の集合で極大なものである。 ここで $U$ は $M$の開集合、 $\varphi$ は $U$から $R^{n}$の開集合の上へ

の同相写像であり、 $(U_{1}, \varphi_{1}),$ $(U_{2}, \varphi_{2})$ を二っの座標近傍とすると $\varphi_{2}0\varphi_{1}^{-1}$は $R^{n}$の開
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集合から $R^{n}$の開集合上への $C^{r}$同相写像である。

定義 3.1. ([17],Definition 1.1.) $f$を $M$か ら Banach空間 Cへの写像とする。すべて

の $(U, \varphi)\in A$ に対して、 $fo\varphi^{-1}$が (Cr)’級であるとき $f$を $C^{r}$級であると言う。

$C$が有限次元の場合にはこれは普通の意味のぴ級と一致する。 $\Phi$を $M$からそれ自

身の上への $C^{r}$微分同相写像とすると、任意の $(U, \varphi)\in A$ に対して $(\Phi(U), \varphi 0\Phi^{-1}|U)$

も $M$の座標近傍であり、 $A$ が complete であるから $A$ に属する。従って、 $f$ : $Marrow C$

が $C[$なら $fo\Phi 0\varphi^{-1}$ は (Cr)‘級である。 このことは $fo\Phi$が $C^{r}$級であることを意

味する。次に $\Omega,$
$\Omega’$を $R^{n}$の開集合とし、 $\Psi$を $\Omega’$から \Omega の上への $C^{r}$微分同相写像とす

る。 $(U, \varphi)\in A$ で $\varphi(U)=\Omega$となるものに対して、 $(U, \Psi^{-1}0\varphi)\in A$ となる。従っ

て $f$ : $Marrow C$が C’級なら、 $fo\varphi^{-1}0\Psi$は $\Omega’$で (Cr)‘級になり、 $F=fo\varphi^{-1},$ $x=$

$(x_{1}, \ldots, x_{n})\in\Omega’,$ $u=(u_{1}, \ldots, u_{n})\in\Omega$に対して、

$\frac{\partial(Fo\Psi)}{\partial x_{i}}(x)=\sum_{j=1}^{n}\frac{\partial F}{\partial u_{j}}(\Psi(x))\frac{\partial\Psi_{j}}{\partial x_{i}}(x)$

となる。また、 $\Psi^{-1}$ : $\Omegaarrow\Omega’$は \Omega の座標近傍になるから、 $fo\varphi^{-1}$は上の定義の意味で

C[になる。 $C$が $c*$-環で $f,$ $g$ : $Marrow C$が C[なら involution $f^{*}$ : $xrightarrow f(x)^{*}$ と積

$fg$ : $x\vdasharrow f(x)g(x)$ も $C^{r}$級になる。 このことは、 ノルムを用いた直接的計算で容易

に示すことができる。

最後に、従来からある微分可能性の概念との関係について述べる。 Banach空間へ

の写像の微分可能性については、非線形関数解析学において研究されている。 ここ
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での議論は [11] の”非線形関数解析” の項を基にしている。 $E,$ $F$を実 Banach空間、

$U$を $E$の開集合とし、 (非線形) 写像 $f$ : $Uarrow F$を考える。任意の $y\in E$に対して、

ノルムに関する極限 $\lim_{tarrow 0}t^{-1}(f(x+ty)-f(x))=df(x, y)$ が存在する時、 $f$は $x$ で

$G\hat{a}$teaux微分可能、 $df(x, y)$ を $x$ での $f$の $G\hat{a}$teaux微分と言う。 $E$から $F$への有界線

形写像全体の作る Banach空間を $L(E, F)$ と書く。

$\lim_{yarrow 0}||f(x+y)-f(x)-Ay\Vert/||y||=0$

となる $A\in L(E, F)$ が存在するとき $f$は $x$ で Fr\’echet 微分可能、 $A$ を $f$の $x$ での

Fr\’echet 微分と言う。 $f$が $x$ で Fr\’echet 微分可能であるための必要十分条件は $f$が $x$ で

$G\hat{a}$teaux微分可能で $df(x, y)$ が $y$について線形かつ $\sup_{y\neq 0}||df(x, y)||/||y||$ が有界にな

ることである。 $x$ での Fr\’echet微分をげ $(x)$ $(\in L(E, F))$ と書く。 $df(\cdot)$ : $Uarrow L(E, F)$

が連続であるとき $f$を (Fr\’echet の意味で) $C^{1}$級、 $df(\cdot)$ : $Uarrow L(E, F)$ が $C^{r-1}$級であ

るとき $f$を (Fr\’echet の意味で) $C^{r}$級であると呼び、 $r$階微分を $d(d^{r-1}f)(x)=d^{r}f(x)$

によって帰納的に定義する。

$d^{r}f(x)$ : $E\cross\cdots\cross E$ ( $r$個)\rightarrow F

は有界対称 r重線形写像である。 Mを実 Cr多様体、 Cを複素 Banach 空間と し、 写像

$f$ : $Marrow C$を考える。 $M$の座標近傍 $(U, \varphi)$ に対して、 $\varphi^{-1}(U)$ は実 Banach 空間 $R^{n}$

の開集合である。 $f$が我々の意味で $C^{r}$級 $(r\geq 1)$ なら、 $C$を実 Banach空間と考えて、

$fo\varphi^{-1}$ : $\varphi^{-1}(U)arrow C$の $r-1$ 階までの偏微分が G\^ateaux微分可能になる。逆に任意

の座標近傍 $(U, \varphi)$ に対して、 $F=fo\varphi^{-1}$が $G\hat{a}$teaux微分可能で各 $y\in\varphi^{-1}(U)$ に対

して、 $x\in\varphi^{-1}(U)\mapsto dF(x, y)$ がノルムに関して連続なら $f$は $C^{1}$級になる。 (実際、
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$dF(x, e_{1})=(\partial F/\partial x;)(x)$ . ) 特に、任意の $(U, \varphi)$ に対して、 $F=fo\varphi^{-1}$が Fr\’echet の

意味で $C^{1}$級なら $f$は $C^{1}$級になる。 (実際、 $dF(x)e_{i}=dF(x, e_{i})=(\partial F/\partial x_{i})(x)$ より、

11 $(\partial F/\partial x_{i})(x)-(\partial F/\partial x_{i})(y)||=||dF(x)e_{i}-dF(y)e_{i}||\leq||dF(x)-dF(y)||||e_{i}||$ . ) –

般の Cr級の場合、

$d^{r}F(x)(e_{i_{1}}, \ldots, e_{i_{r}})=\frac{\partial^{r}.F}{\partial x_{i_{1}}\cdot\cdot\partial x_{i_{r}}}(x)$

となる。実際、 $d^{2}F(\cdot)$ : $Uarrow L(E, L(E, F))$ に対して、

$d^{2}F(x)(e_{i_{1}}, \cdot)=d(dF)(x)e:_{1}=\frac{\partial dF}{\partial x_{1_{1}}}(x)$ .

よって、

$d^{2}F(x)(e_{i_{1}}, e_{i_{2}})= \frac{\partial dF}{\partial x_{i_{1}}}(x)e_{i_{2}}=\frac{\partial}{\partial x_{i_{1}}}(dF(x)e_{i_{2}})$

$= \frac{\partial}{\partial x_{i_{1}}}(\frac{\partial F}{\partial x_{i_{2}}}(x))=\frac{\partial^{2}F}{\partial x_{i_{1}}\partial x_{i_{2}}}(x)$ .

任意の $r$に対しても同様に帰納的に示すことができる。従って、任意の $(U, \varphi)\in A$ に

対して、 $fo\varphi^{-1}$が Fr\’echet の意味で $C^{r}$級なら $f$は我々の意味で $cr$級となる。逆が成

り立っかどうかはわからない。Gateaux微分や Frechet微分と我々の意味での微分と

の関係はまだまだ研究する余地がある。

なお、 $G\hat{a}$teaux微分の定義は文献によって多少違うようである。 [10] の”線形作用

素” の項には、 $E,$ $F$が複素 Banach 空間の場合 $df(x, y)$ は $y$に関して線形である。

実の場合も線形性を仮定することが多い。 ” と書かれている。 [7], Definition 8.2.1に

は、 $A=df(x, \cdot)$ が線形で連続と書いてあるが、連続性の仮定は誤りではないかと思

う。 何故なら、上で述べた [11] によれば、 この時には Fre’chet 微分になってしまうか

らである。
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4. C*-環の可微分束とその接続

ここでは C*-環の可微分束とそこでの接続の定義を [17] に基づいて述べる。但し、

[17] においては現れる C*-環は可分で単位元を持つと仮定していたが、 \S 2で述べた

環を扱う必要上、可分性も単位元を持つことも仮定しない。 これらの仮定がなくても

[17] の \S 1の議論はそのまま成り立っ。 (念のために書けば、 \S 2の (ii) の環 $B(S, \lambda)$

は可分で単位元を持つ。 しかし、葉層 C*-環は一般に単位元を持たない。 また \S 2の

(ii) で連結でない群を扱う時に、可微分束を作るために環を大きくする必要があり、

そのために可分でない環が現れてしまう。) 微分幾何学における従来の接続について

は [12] がわかりやすい。 また [18] には接続についての直観的な解説がある。

以下、可微分と言えば常に C\infty 級の微分可能性を表すことにする。 $B$を位相空間、

$C$を $C^{*}$-環 (可分とも単位元を持つとも仮定しない) 、 $M$を Hausdorff かつ第 2可算

公理を満たす実可微分多様体、 \pi を $B$から $M$上への連続写像とする。更に、各 $x\in M$

に対して、 $B_{x}=\pi^{-1}(x)$ が C*-環であるとする。

定義 4.1. ([17], Definition 1.2) Mの開集合 $U$ と $\pi^{-1}(U)$ から $U$ $\cross$ C上への同相写

像\mbox{\boldmath $\psi$}からなる対 $(U, \psi)$ の族 Fが存在して、以下の性質を持っ時、 $(B, \pi, M, C)$ を $C^{*}-$

環の可微分束とよぶ:

(i) $\{U;(U, \psi)\in \mathcal{F}\}$ の和集合は $M$である。

(ii) $p_{1}o\psi(b)=\pi(b)(\forall b\in B)$ . 但し、 $p_{1}$ : $U\cross Carrow U$は射影である。

(iii) $x\in U$に対して、 $\psi_{x}$ : $B_{x}arrow C$を $\psi_{x}(b)=p_{2}o\psi(b)$ $(b\in B_{x})$ によっ
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て定義する。但し、 $p_{2}$ : $U\cross Carrow C$は射影である。 この時、 $\psi_{x}$はぴ-環と

しての同型である。

(iv) $(U_{1}, \psi_{1}),$ $(U_{2}.\psi_{2})\in$ Fを $U_{1}\cap U_{2}\neq\emptyset$ となるものとする。任意の

可微分写像 $f$ : $U_{1}\cap U_{2}arrow C$に対して、 $f1_{2}$ : $U_{1}\cap U_{2}arrow C$を $fi_{2}(x)=$

$(\psi_{1})_{x}o(\psi_{2})_{x}^{-1}of(x)(x\in U_{1}\cap U_{2})$ によって定義すると、 $f1_{2}$も可微分写

像になる。

写像 $\xi$ : $Marrow B$が次の条件を満たすとき $B$の可微分切断と呼ぶ;(i) $\pi(\xi_{x})=x(\forall x\in$

$M),$ $(ii)$ 任意の $(U, \psi)\in$ Fに対して、 $\tilde{\xi}$ : $Uarrow C$を $\tilde{\xi}_{x}=\psi_{x}(\tilde{\xi}_{X})(x\in U)$ によって

定義すると、 \mbox{\boldmath $\xi$}は可微分である。 $B$のすべての可微分切断全体の集合を $\Gamma(B)$ と表す。

$\Gamma(B)$ は自然な意味で *-環になる。 また $\Gamma(B)$ は左 $C^{\infty}$ $(M)$-module でもある。 $TM$を

$M$の tangent bundle, $T^{*}M$を $M$の cotangent bundle とし、 $T_{x^{*}}M\otimes B_{x}$を実ベク トル

空間としてのテンソル積とする。 $T^{*}M\otimes B$を $\{T_{x^{*}}M\otimes B_{x};x\in M\}$ の disjoint union

とすると、上と同様に $T^{*}M\otimes B$の可微分切断が定義できる。 $T^{*}M\otimes B$の可微分切断

の作るベク トル空間を $\Gamma(T^{*}M\otimes B)$ と書く。 $\Gamma(T^{*}M\otimes B)$ は involution を持ち、, 両

側 $\Gamma(B)$-module であり、同時に左 $C^{\infty}$ $(M)$-module でもある。 (各 $B_{x}$が単位元を持て

ば、 $C^{\infty}(M)\subset\Gamma(B)$ であるが、単位元を持たない場合は $\Gamma(B)$-module であることと

$C^{\infty}(M)$ -module であることとは別のことである。) $C^{\infty}(M;R)$ を $M$上の実数値可微

分関数全体の作る空間とする。 ( $[17],\S 1$ では $C^{\infty}(M)$ と書いた。 ここでは $C^{\infty}(M)$ は

複素数値可微分関数全体を表す。) $\Gamma(TM)$ によって $M$上の可微分ベク トル場全体の
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作るベク トル空間を表す。

Dを $\Gamma(B)$ の *-部分環とする。 $[17],\S 1$ では接続の定義において、 $\mathcal{D}_{x}=\{\xi_{x};x\in D\}$

が $B_{x}$で稠密であると仮定したが、 \S 2,(ii) の例を扱う必要上、 $D_{x}$の稠密性はここでは

仮定しない。

定義 4.2. ([17], Definition 1.3.) Dを $\Gamma(B)$ の $*$-部分環で、同時に $C^{\infty}(M)$ -submodule

でもあるとする。線形写像 $\nabla$ : $\mathcal{D}arrow\Gamma(T^{*}M\otimes B)$ が次の性質を満足するとき、 $B$の

接続と呼ぶ;

(i) $\nabla(f\xi)=df\otimes\xi+f\nabla\xi$, (ii) $\nabla(\xi\eta)=(\nabla\xi)\eta+\xi(\nabla\eta)$ ,

(iii) $\nabla(\xi^{*})=(\nabla\xi)^{*}$ , (iv) $(\nabla\xi)(X)\in \mathcal{D}$ .

ここで、 $\xi,$ $\eta\in \mathcal{D},$ $f\in C^{\infty}(M;R),$ $X\in\Gamma(TM)$ .

$(\nabla\xi)(X)$ を $\nabla_{X}\xi$と書く。 Der $(\prime D_{x})$ を $B_{x}$の *-derivation 全体の作るベク トル空間、

$E_{x}=\wedge^{2}T_{x^{*}}M\otimes Der(\mathcal{D}_{x})$ を実ベク トル空間としてのテンソル積とする。 $E$を { $E_{x}$ ; $x\in$

$M\}$ の disjopint union とする。 ( $E$は必ずしも局所自明なベク トル束にはならない。)

$M$の局所座標 $(x^{1}, \ldots, x^{n})$ に関して、 $\Omega_{x}\in E_{x}$は

$\Omega_{x}=\sum_{i_{\dot{J}}=1}^{n}(dx^{i}\wedge dx^{j})\otimes\delta_{x^{J}}^{i}$ , $\delta_{x^{J}}^{i}\in Der(\mathcal{D}_{x}),$ $\delta_{x^{J}}^{i}=-\delta_{x^{\dot{t}}}^{J}$ .

の形で書ける。任意の $\xi\in \mathcal{D}$に対して、 $x$ }$arrow\delta_{x}^{ij}(\xi_{x})$ が可微分であるとき切断 $\Omega$ : $Marrow E$

は可微分であると言う。 $E$の可微分切断全体の作るベク トル空間を $A^{2}(Der(\mathcal{D}))$ と書
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く。 $X,$ $Y\in\Gamma(TM)$ に対して、線形写像 $R(X, Y)$ :D\rightarrow Dを

$R(X, Y)=\nabla_{X}\nabla_{Y}-\nabla_{Y}\nabla_{X}-\nabla_{[X,Y]}$

によって定義する。 $R$は一般には $A^{2}(Der(\mathcal{D}))$ の元になるかどうかわからない。 $R\in$

$A^{2}(Der(\mathcal{D}))$ となる時、 $R$を�の曲率と呼ぶことにする。 ([17], Definition 1.4.)

5. 可換な可微分力学系に付随する ぴ-環の可微分束

この \S では、 $M$を Hausdorffで第 2可算公理を満たす C\infty 級の $n$ 次元実多様体、 $G$

を Hausdorffで第 2可算公理を満たす C\infty 級の $p$次元実 Lie 群で $p<n$ となるものと

する。 ここでは $G$ を unimodular とも連結とも仮定しない。 \mbox{\boldmath $\mu$}を $G$ の右 Haar 測度、

\triangle を $G$ の modular function とする。 Diffeo$(M)$ を M上の C\infty 級の微分同相写像全体

の作る群とする時、準同型 $\alpha$ : $Garrow Diffeo(M)$ が $G$ の $M$への微分可能な作用である

とは、 $M\cross G$ から $M$への写像 $(x, g)rightarrow\alpha_{g}(x)$ が C\infty 級の写像となることである。 $G$

の $M$上への微分可能な作用 \alpha が与えられている時、 $(M, G)$ を可換な可微分力学系と

呼ぶ。以下 $(M, G)$ を可換な可微分力学系とし、 $\alpha_{g}(x)$ のかわりに $gx$ と書く。 これか

ら $(M, G)$ に付随する groupoid と C*-環の構成法について述べ、その後ある種の条件

の下で $(M, G)$ に付随する ぴ-環の可微分束を構成する。

(i) 可換力学系に付随する groupoid と $C^{*}$ -環。

位相空間 $\mathcal{G}=M\cross G$ は次の演算により topological groupoid になる:

$(gx, g’)(x, g)=(x, gg’)$ , $(x, g)^{-1}=(gx, g^{-1})$ ,
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$s(x, g)=(x, e)$ , $r(x, g)=(gx, e)$ , for $x\in M,$ $g,$ $g’\in G$ .

但し、 $e$ は $G$ の単位元である。 $\mathcal{G}_{x}=\{(x, g)\in \mathcal{G};g\in G\},$ $\mathcal{G}^{x}=\{(g^{-1}x, g)\in \mathcal{G};g\in G\}$

とおく。 G上の right Haar system $\{\nu_{x};x\in M\}$ を $\nu_{x}=\delta_{x}\cross\mu$ によって定義する

([20],Chapter I, Example 2.5) 。但し、 傷は点 $x$ で重みが 1の $M$上の Dirac 測度で

ある。 G上の写像 $\gamma\vdasharrow\gamma^{-1}$による $\nu_{x}$の像を $\nu^{x}$と書く。 $\{\nu^{x};x\in M\}$ は G上の left Haar

system である。 $c_{c}(\mathcal{G})$ は次の積と involution により *-環になる。

$(f_{1}*f_{2})( \gamma)=\int f_{1}(\gamma’)f_{2}(\gamma^{\prime-1}\gamma)d\nu^{r(\gamma)}(\gamma’)$ ,

$f^{*}(\gamma)=\overline{f(\gamma^{-1})}$ , $(f, f_{1}, f_{2}\in C_{c}(\mathcal{G}), \gamma\in \mathcal{G})$ .

各 $x\in M$に対して、 $C_{c}(\mathcal{G})$ の $?t_{x}=L^{2}(\mathcal{G}_{x}, \nu_{x})$ 上への regular 表現 $\rho_{x}$を

$( \rho_{x}(f)\xi)(\gamma)=\int f(\gamma\gamma^{\prime-1})\xi(\gamma’)d\nu_{x}(\gamma’)$ , $(f\in C_{c}(\mathcal{G}), \xi\in Tt_{x}, \gamma\in \mathcal{G}_{x})$

によって定義する。 $f\in C_{c}(\mathcal{G})$ に対して、 reduced norm llfll を

$||f||= \sup_{x\in M}||\rho_{x}(f)||$

によって定義する。 $C_{c}(\mathcal{G})$ の reduced norm による完備化を $c_{r^{*}}(\mathcal{G})$ と書き、 $\mathcal{G}$の reduced

$c*$-環と呼ぶ ([20], Chapter II, Definition 2.8) 。 $f\in C_{c}(\mathcal{G}),$ $\xi\in?t_{x},$ $(x, g)\in \mathcal{G}$に対

して、

$( \rho_{x}(f)\xi)(x, g)=\int_{G}f(g’gx, g^{\prime-1})\xi(x, g’g)d\mu(g’)$

である。更に、 $D$を $G$ の compact 集合で $f$の台 $suppf$が $M\cross D$に含まれるとする。

$I_{D}( \Delta^{1/2})=\int_{D}\triangle^{1/2}(g)d\mu(g)$ とおけば、 $||\rho_{x}(f)||\leq I_{D}(\Delta^{1/2})||f||_{\infty}$が成り立っ。 ここで

$||f||_{\infty}$ は supremum norm $( \sup_{x\in M}|f(x)|)$ である。
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これらの事実に基づいて、次のような $G\cross G$ 上の関数の作る *-環を考える。 $\tilde{C}$を

$G\cross G$ 上の有界な C\infty 級の関数 $K$で次の性質を満たすもの全体の集合とする ; 各 $K$

に対して $G$ の compact 集合 $D$が存在して、 $suppK$ が $G\cross D$に含まれる。 $\tilde{C}$の積と

involution を

$(K_{1}*K_{2})(g, g’)= \int_{G}K_{1}(g, g^{n-1})K_{2}(g’’g, g’’g’)d\mu(g’’)$ ,

$K^{*}(g, g’)=\overline{K(g^{;-1}g,g^{\prime-1})}$

によって定義する。 この積と involution によって $\tilde{C}$は *-環になる。 $\mathcal{H}=L^{2}(G, \mu)$ とお

き、 *-準同型 $\rho$ : $\tilde{C}arrow \mathcal{B}(\mathcal{H})$ を

$( \rho(K)\xi)(g)=\int_{G}K(g, g’)\xi(g’g)d\mu(g’)$ $(K\in\tilde{C}, \xi\in H, g\in G)$

によって定義する。 この時、 $||\rho(K)||\leq I_{D}(\triangle^{1/2})||K||_{\infty}$ が成り立っ。但し、 $D$は $G$ の

compact 集合で $suppK\subset G\cross D$である。 これらの準備の下で、 $(M, G)$ に付随する

$C$‘-環の可微分束を構成する。

(ii) $(M, G)$ に付随する C*-環の束。

群 $G$が連結とは仮定しないために、これからの議論が複雑になる。また、群が離散

の場合、すなわち $G$ の次元 $p$ が $0$ の場合にもここでの議論はそのまま通用する。単

位元 $e$ を含む $G$ の連結成分 $G_{e}$は $G$ の正規部分群であり、 $\mathcal{N}=G/G_{e}$は可算離散群で

ある。各 $m$ \in Nに対応する $G$ の連結成分を $G_{m}$と書く。 m\in Nに対して、 次のよう

な記号を使う。

$\mathcal{G}_{m}=M\cross G_{m}$ , $\mathcal{G}_{m,x}=\mathcal{G}_{m}\cap \mathcal{G}_{x}$,
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$?i_{x}^{m}=L^{2}(\mathcal{G}_{m,x}, \nu_{x}|\mathcal{G}_{m,x})$ , $?i^{m}=L^{2}(G_{m}, \mu|G_{m})$ .

$P_{x^{m}}\in \mathcal{B}(\mathcal{H}_{x})$ を $\mathcal{H}_{x}^{m}$への射影、 $P^{m}\in \mathcal{B}(\mathcal{H})$ を $?i^{m}$への射影とする。 $C_{C}(\mathcal{G})^{N}$を次の性

質を持っ族 $\zeta=\{f_{m}; m\in \mathcal{N}\}$ 全体の集合とする:

(i) $f_{m}\in C_{c}(\mathcal{G})\forall m\in \mathcal{N}$ .

(ii) $\sup_{m\in\Lambda^{r}}||f_{m}||_{\infty}<+\infty$ .

(iii) $G$ の compact集合 $D$で $suppf_{m}\subset M\cross D(\forall m\in \mathcal{N})$ となるもの

が存在する。

$c_{c}(\mathcal{G})^{N}$は成分ごとの和とスカラーとの積によって線形空間となり、 また次のノルム

$||\zeta||$ に関してノルム空間になる: $||(||= \sup_{m\in N}||f_{m}||_{\infty}$ . $f_{m}\in c_{c^{\infty}}(\mathcal{G})$ $(\forall m\in \mathcal{N})$ と

なる $\zeta=\{f_{m}; m\in N\}\in C_{C}(\mathcal{G})^{N}$全体の作る部分空間を $C_{c^{\infty}}(\mathcal{G})^{N}$と書く。

補題 5.1 任意の $\zeta=\{f_{m};m\in \mathcal{N}\}\in C_{c}(\mathcal{G})^{N}$ に対して、

$\tilde{\rho}_{x}(\zeta)=\sum_{m\in N}\rho_{x}(f_{m})P_{x}^{m}$

は $B(tt_{x})$ の strong operator topology で収束し、

$||\tilde{\rho}_{x}(\zeta)||\leq k_{D}I_{D}(\triangle^{1/2})||(||$

となる。但し、 $D$は $suppf_{m}\subset M\cross D(\forall m\in \mathcal{N})$ となる $G$ の compact 集合で、 $k_{D}$

は $D$にだけ依存する定数である。

$B_{x}$を $\tilde{\rho}_{x}(\zeta)(\zeta\in C_{c}(\mathcal{G})^{N})$ によって生成される $T\ell_{x}$上の C*-環とする。 $f\in C_{c}(\mathcal{G})$ に
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対して、 $\tilde{f}=\{f_{m};m\in \mathcal{N}\}\in C_{c}(\mathcal{G})^{N}$を漏 $=f(\forall m\in \mathcal{N})$ によって定義すれば、

$\tilde{\rho}_{x}(\tilde{f})=\rho_{x}(f)$ となる。従って、 $\rho_{x}(C_{r^{*}}(\mathcal{G}))$ は $B_{x}$の C*-部分環である。特に、 $G$ が連

結なら $B_{x}=\rho_{x}(C_{r^{*}}(\mathcal{G}))$ である。

注意 (i) $\tilde{\rho}_{x}$は線形写像だが、 *-準同型とは限らない。

(ii) 瓦はノルムに関して可分とは限らない。

$Diffeo_{G}(M)$ を次の性質を満たす $\alpha\in Diffeo(M)$全体の集合とする :

各 $m\in$ Nに対して、 $g\alpha(x)=\alpha_{m}(gx)$ $\forall g\in G,$ $\forall x\in M$ となる

$\alpha_{m}\in Diffeo(M)$ が存在する。

各 $\alpha\in Diffeo_{G}(M)$ に対して、上の $\alpha_{m}$は一意的に決まる。また、 $Diffeo_{G}(M)$ は群にな

り、 $(\alpha 0\beta^{-1})_{m}=\alpha_{m}o(\beta_{m})^{-1}$が任意の $\alpha,$ $\beta\in Diffeo_{G}(M)$ と m\in Nに対して成り立っ。

$G$ が離散群の場合には、 $Diffeo_{G}(M)=Diffeo(M)$ である。実際、 $G_{m}$は一点からなる

集合 $\{g_{m}\}$ だから、 $\alpha_{m}(x)=g_{m}\alpha(g_{m}^{-1}x)(x\in M)$ とおけば良い。 $\alpha\in Diffeo(M),$ $f\in$

$c_{c^{\infty}}(\mathcal{G})$ に対して、 $\tilde{\alpha}(f)\in c_{c}(\mathcal{G})$ を $\tilde{\alpha}(f)(x, g)=f(\alpha^{-1}(x), g)$ $((x, g)\in \mathcal{G})$ によって定

義する。次に $\alpha\in Diffeo_{G}(M),$ $\zeta=\{f_{m};m\in \mathcal{N}\}\in C_{c}^{\infty}(\mathcal{G})^{N}$に対して、 $\overline{\alpha}(\zeta)\in C_{c}(\mathcal{G})^{N}$

を $\overline{\alpha}(\zeta)=\{\tilde{\alpha}_{m}(f_{m});m\in N\}$ によって定義する。

補題 5.2 任意の $\alpha\in Diffeo_{G}(M)$ と $x\in M$に対して、 $B_{x}$から B\alpha (x)上への $C^{*}$ -環と

しての同型 $\Phi_{x}^{\alpha}$で

$\Phi_{x}^{\alpha}(\tilde{\rho}_{x}(\zeta))=\tilde{\rho}_{\alpha(x)}(\overline{\alpha}(\zeta))$ $\forall\zeta\in C_{c}^{\infty}(\mathcal{G})$

となるものが一意的に存在する。
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各 $x\in M,$ $f\in C_{c}^{\infty}(\mathcal{G})$ に対して、 $K_{x}^{f}\in\tilde{C}$ を $K_{x}^{f}(g, g’)=f(g^{\prime-1}gx, g’)$ によって定

義する。各 m\in Nに対して、 $\chi_{m}\in C^{\infty}(G\cross G)$ を

$\chi_{m}(g, g’)=\{\begin{array}{l}1ifg^{/-1}g\in G_{m}0otherwise\end{array}$

によって定義する。各 $\zeta=\{f_{m};m\in \mathcal{N}\}\in C_{c}^{\infty}(\mathcal{G})^{N}$に対して、 $K_{x}^{\zeta}\in\tilde{C}$を $K_{x}^{\zeta}=$

$\sum_{m\in N}K_{x^{f_{m}}}\chi_{m}$によって定義する。但し、 $K_{x^{m}}^{f}$ と $\chi_{m}$の積は各点ごとの積を表す。 $C_{x}$を

$K_{x}^{\zeta}(\zeta\in C_{c}^{\infty}(\mathcal{G})^{N})$ によって生成された $\tilde{C}$

の *-部分環、 $C_{x}$を $\rho(K)(K\in C_{x})$ によって

生成された $\mathcal{B}(\mathcal{H})$ の C*-部分環とする。 $C_{x}$は可分とは限らない。

補題 5.3 各 $x\in M$に対して、 $B_{x}$から $C_{x}$上への *-同型 $\tilde{\psi}_{x}$で

$\tilde{\psi}_{x}(\tilde{\rho}_{x}(\zeta))=\rho(K_{x}^{(})$ $(\forall\zeta\in C_{c^{\infty}}(\mathcal{G})^{N})$

となるものが一意的に存在する。

群 $G$ の H上への右正則表現を $R$とする。則ち、 $(R_{g}\xi)(g’)=\xi(g’g)$ $(\xi\in\gamma ig,$ $g’\in$

$G)$ である。各 $x\in M,$ $g$ \in G。に対して、 $C_{x}$から $C_{gx}$上への *-同型 $\alpha(x, g)$ を $\alpha(x, g)(a)=$

$R_{9}aR_{9}^{*}(a\in C_{x})$ によって定義できる。上の $g$は $G_{e}$の元であって、一般の $G$ の元に

対して $\alpha(x, g)$ は定義できない。各 $\alpha\in Diffeo_{G}(M)$ に対して、 $C_{x}=C_{\alpha(x)}(x\in M)$ が

成り立っ。よって、任意の $x\in M$に対して Cx=C\alpha (x)である。

定義 5.4 (i) $U$を $M$の連結な開集合、 $S$を単位元 $e$ を含む G。の開集合、 $T$を $0$ を含

む $R^{n-p}$の開集合、 $\varphi$ を $U$から $S\cross T$上への C\infty 級の微分同相写像とする。 $(U, \varphi)$ が
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次の条件を満足する時、 $(M, G)$ の local cahrt と呼ぶ:

$\varphi^{-1}(g,t)=g\varphi^{-1}(e,t)$ $\forall(g, t)\in S\cross T$ .

(ii) $\sigma$ : $R^{n-p}arrow Diffeo_{G}(M)$ を微分可能な作用とする。則ち、 $\sigma$は群の準同型で $M\cross$

$R^{n-p}$から $M$への写像 $(x, t)\mapsto\sigma_{t}(x)$ が C\infty 級であるとする。 local chart $(U, \varphi)$ が次の

条件を満足する時、 compatible with $\sigma$ とよぶ:

$\varphi^{-1}(g, t)=\sigma_{t}(\varphi^{-1}(g, 0))$ $\forall(g, t)\in S\cross T$ .

微分可能な作用 $\sigma$ : $R^{n-p}arrow Diffeo_{G}(M),$ $\sigma$ と compatible な local chart $(U, \varphi)$ に

対して、 $x_{0}=\varphi^{-1}(e, 0)$ とおく。任意の $x\in U$で $\varphi(x)=(g, t)$ と表されるものに対し

て、 $g^{-1}x=\sigma_{t}(x_{0})$ だから $C_{g^{-1}x}=$ Cx。である。 また *-同型 $\alpha(x, g^{-1})$ : $C_{x}arrow C_{g^{-1}x}$ と

$\tilde{\psi}_{x}$ : $B_{x}arrow C_{x}$が存在する。そこで、 $x=\varphi^{-1}(g, t)\in U$に対して、 $B_{x}$から Cx。上への $*-$

同型 $\psi_{x}$を $\psi_{x}=\alpha(x, g^{-1})0\tilde{\psi}_{x}$によって定義する。

命題 5.5. $\sigma$ : $R^{n-p}arrow Diffeo_{G}(M)$ を微分可能な作用、 $(U_{1}, \varphi_{1})$ と $(U_{2}, \varphi_{2})$ を $\sigma$ と

compatible な local chart とする。 $X|=\varphi_{i}^{-1}(e, 0)$ とおき、 $\psi_{:},x$ : $B_{x}arrow C_{x;}$を $(U_{i,\varphi_{i})}$

に関して上で定義した *-同型とする $(i=1,2)$
。

$U_{1}\cap U_{2}$の連結成分 $U$に対して、 *-同型

$\psi_{2,x}0\psi_{1,x}^{-1}$ : $C_{x_{1}}arrow C_{x_{2}}$ は $U$の元 $x$ とは無関係にすべて $U$上で同一である。

$B$を $\{B_{x};x\in M\}$ の disjoint union とし、写像 $\pi$ : $Barrow M$を $\pi(a)=x(a\in B_{x})$ によ
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っ て定義する。 $(U, \varphi)$ を \mbox{\boldmath $\sigma$}と compatible な local chart . $x_{0}=\varphi^{-1}(e, 0),$ $\psi_{x}$ : $B_{x}arrow C_{x\text{。}}$

を $(U, \varphi)$ に関して上のように定義された *-同型とする。写像 $\psi$ : $\pi^{-1}(U)arrow U\cross C_{x_{0}}$

を $\psi(a)=(x, \psi_{x}(a))(a\in B_{x})$ によって定義する。 この時、 \mbox{\boldmath $\psi$}は全単射である。 $\sigma$ と

compatible な local chart $(U, \varphi)$ から上のようにして作られた対 $(U, \psi)$ 全体の集合を

$\mathcal{F}_{\sigma}$ とする。命題 5.5の ( $U_{1,\varphi_{1})}$ と $(U_{2,\varphi_{2}})$ から作られた $(U_{1}, \psi_{1}),$ $(U_{2}, \psi_{2})\in \mathcal{F}_{\sigma}$に対

して、 *-同型 $\alpha$ : $C_{x_{1}}arrow C_{X_{2}}$が存在して、 $\psi_{2}0\psi_{1}^{-1}(x, a)=(x, \alpha(a))((x, a)\in U\cross C_{x_{1}})$

となる。故に、 $U\cross C_{x_{1}}$の積位相から $\psi_{1}$によって誘導される $\pi^{-1}(U)$ の位相と $U\cross C_{x_{2}}$

の積位相から $\psi_{2}$によって誘導される $\pi^{-1}(U)$ の位相は一致する。 $\{U;(U, \psi)\in \mathcal{F}_{\sigma}\}$ の

和集合が $M$全体となるとき、 F\mbox{\boldmath $\sigma$}が $M$を覆うと呼ぶ。上のことから、 $\mathcal{F}_{\sigma}$が $M$を覆

う時、 \pi が連続で各 $(U, \psi)\in \mathcal{F}_{\sigma}$に対して \mbox{\boldmath $\psi$}が同相写像となるような $B$の位相が一意

的に決まる。以下、 $B$にはこのような位相を考える。 $\mathcal{F}_{\sigma}$が $M$を覆い $M$が連結なら、

$C_{x}(x\in M)$ は互いに同型となる。 このときあ $\in M$を一っ固定し、 $C=C_{\tilde{x}}$とおく。各

$(U, \psi)\in \mathcal{F}_{\sigma}$に対して、 $C_{x_{0}}$ と $C$の間の同型を一っ固定して、その同型により $C_{x\text{。}}$ と $C$

を同一視する。但し、 $(U, \psi)$ は local chart $(U, \varphi)$ から作られたもので、 $x_{0}=\varphi^{-1}(e, 0)$

とおく。 この同一視のもとで、 $\psi_{x}$ : $B_{x}arrow C,$ $\psi$ : $\pi^{-1}(U)arrow U\cross C$とみなす。 まとめ

ると、 次の結果が得られる。

定理 5.6. $M$が連結で、微分可能な作用 $\sigma$ : $R^{n-p}arrow Diffeo_{G}(M)$ が与えられている

とする。 $\mathcal{F}_{\sigma}$が $M$を覆うなら、上で構成した $(B, \pi, M, C)$ は $\mathcal{F}_{\sigma}$に関して C�環の可微

分束になる。 この時、 $(U_{1}, \psi_{1}),$ $(U_{2}, \psi_{2})\in \mathcal{F}_{\sigma}$ と $U_{1}\cap U_{2}$の連結成分 $U$に対して、 $C$の



85

自己同型 \alpha で $\psi_{2,x}0\psi_{1,x}^{-1}=\alpha(\forall x\in U)$ となるものが存在する。

$f\in C_{c}^{\infty}(\mathcal{G}),$ $m$ \in Nに対して、 $C_{c}^{\infty}(\mathcal{G})^{N}$の元 $[f]_{m}=\{f_{k;}k\in \mathcal{N}\}$ を $f_{m}=f,$ $f_{k}=$

$0(k\neq m)$ によって定義する。更に、切断 $cs_{m}(f)_{x}$ : $Marrow B$を $cs_{m}(f)_{x}=\tilde{\rho}_{x}([f]_{m})$ に

よって定義する。 この時、次のことが成り立っ。

定理 5.7 定理 5.6の仮定のもとで、各 $f\in C_{c}^{\infty}(\mathcal{G})$ と各 m\in Nに対して、 $cs_{m}(f)$ は

$\mathcal{F}_{\sigma}$に関する可微分束 $(B, \pi, M, C)$ の可微分切断になる。すなわち、 $cs_{m}(f)\in\Gamma(B)$

である。

6. おわりに

\S 5で微分可能な可換力学系 $(M, G)$ と微分可能な作用 $\sigma$ : $R^{n-p}arrow Diffeo_{G}(M)$ を考

えた。 $\mathcal{F}_{\sigma}$が $M$を覆うということは、 \mbox{\boldmath $\sigma$}が $(M, G)$ に横断的に作用していると言い換え

ても良い。 よって、 \S 5の結果をまとめると、 $M$が連結の時、微分可能な可換力学系

$(M, G)$ に対して、その横断的な作用に付随した C*-環の可微分束が存在して、自然な

切断 $cs_{m}(f)(f\in C_{c}^{\infty}(\mathcal{G}), m\in \mathcal{N})$ が微分可能になる。一般に、可換力学系に対して

横断的な作用が存在するとは限らないし、また存在した場合には一っとは限らない。

例えば、 \S 2の (i) の $(T^{2}, F^{\theta})$ に対しては、横断的な作用は数多く存在する。一方、 \S 2

の (ii) の $(T^{2}, G)$ に対しては、 $S$のもう一つの固有値に属する固有ベク トルを $(\begin{array}{l}1\theta’\end{array})$

とすれば、 $\{F_{t}^{\theta’}\}$ が横断的な作用になる。 これ以外の横断的な作用が見っかっていな
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いので、 この例では横断的な作用はただひとっかもしれない。 これも興味ある問題で

ある。

一般の場合にもどって、 $G$ が連結でない (離散の場合も含む) 時には、各 $x\in M$

に対して $B_{x}$の *-部分環 $\{cs_{m}(f)_{x}; f\in C_{c}^{\infty}(\mathcal{G}), m\in \mathcal{N}\}$ はノルムに関して稠密ではな

いが、 weak operator topology では稠密になっている。 $G$ が連結の時は、 ノルムに

関して稠密である。従って、 $\Gamma(B)$ の $*$-部分環であり同時に $C^{\infty}$ $(M)$-submodule とも

なる $\{cs_{m}(f);f\in C_{c}^{\infty}(\mathcal{G}))m\in \mathcal{N}\}$ を含む最小の集合を $D$とした時、 Dを定義域とす

る接続は $C_{r^{*}}(\mathcal{G})$ の構造を反映すると思われる。 これからの課題として、 こような接

続で様々な曲率を持っものを実際に作り、特性類や Yang-Mills 接続を用いたゲージ

理論などの微分幾何学的手法をそれらに適用することにより、 \S 2で述べた環の構造

を研究していきたい。
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