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種数 2 の超楕円曲線のヤコビ多様体の有理等分点

大阪大学理学部 小川裕之 (Hiroyuki OGAWA)

1. 序

代数体上定義されたアーベル多様体の Mordell-Weil 群は、有限生成アーベル群であるこ

とが知られている。多様体の次元と定義体を固定したとき、 Mordell-Weil 群の free-part の

rank に上限は存在するのか。また、 torsion 部分群として、 どのようなものが現れるのであ

ろうか。 Mazur は、楕円曲線 $E/Q$ の torsion 部分群に関する次の決定的な結果を与えた。

定理 1.1 (B.Mazur, [12])

$E_{tors}(Q)\simeq\{Zzl^{nZ}2Z\cross Z/nZ$ $(n(n==21,32,4)3, \cdots, 9,10,12)$

これを高次元アーベル多様体へ拡張できないであろうか。 2次元に限っても、まだ決定的な

結果は出ておらず、適当な位数の有理等分点を持つ例が知られているに過ぎない。例えば、

$Q(t)$ 上で、有理 11等分点を持つもの (E.V.Flynn [6])、有理 13, 15, 17, 19, 21等分点を持

つもの (F.Lepr\’evost [10], [11])、有理 23等分点を持つもの (O-. [16])、が構成され、 $t$ の $Q$

への特殊化により互いに同型でないものが $Q$ 上でそれぞれ無限個得られている。

2次元アーベ j多様体は、ある種数 2の超楕円曲線のヤコビ多様体に同型である。 D.Grant

[8] は、標数が 2と異なる体 $k$ 上定義された種数 2の超楕円曲線 $C$ のヤコピ多様体 $J(C)$ の

射影空間への埋め込みを与え、

定理 1.2 (D.Grant, [8])
$\exists J(C)arrow*P^{8}$

加法公式をその射影空間の座標を用いて書き下した。 ところが、 $P^{8}$ において $J(C)$ は 13個

もの方程式で定義され、加法公式は複雑な式で与えられる。 $J(C)$ の 2等分点ぐらいは計算

できても、 3以上の等分点の計算のためには有用な形には思えない。 また、 E.V.Flynn[5]
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は Grant とは独立に、 $J(C)$ の $P^{15}$ への埋め込みを与えたが、 Grant のものより更に複雑
なものになっている。

ここでは、ヤコビ多様体の多様体としての構造よりも、アーベ\Lambda ,群としての構造に注目す

るので、 ヤコビ多様体を単に次数 $0$ の因子類群と捉える古典的な手法をとる。一部は Abel

以来既に知られていたことではあるが、ヤコピ多様体 (因子類群) 上での点 (因子群) の位数

と、適当な関数の連分数の周期との関係が得られた。特に種数が 1 と 2の場合には、ヤコビ

多様体の全ての点が扱われる。 また、 $Grant$、 Flynn のものでは見え難かった 3等分点を容

易に計算することが出来た。 なおこれらは、山本芳彦氏 (阪大理) との共同研究である。

2. Continued Fractions and Orders on Jacobians.

$k$ を代数閉体、 $C/k$ を完備非特異代数曲線とするとき、次の完全列が知られている。

$1arrow k^{x}arrow k(C)^{\cross}arrow Div^{0}(C)arrow J(C)arrow 0$

ここで、 $Div^{0}(C)$ は次数 $0$ の因子群、 $J(C)=Div^{0}(C)/\sim$ は次数 $0$ の因子類群 (以下、 こ

れをヤコビ多様体と呼ぶ) 。 この完全列と、代数体 $K$ における基本的な完全列、

l\rightarrow (単数群)\rightarrow Kx\rightarrow (分数イデアル)\rightarrow (イデア\mbox{\boldmath $\lambda$},類群)\rightarrow l

の類似から、ヤコビ多様体とイデアル類群との類似が見えてくる。また、超楕円曲線は、そ

の関数体が 1変数有理関数体の 2次拡大であることで特徴付けられる。つまり、超楕円曲線

と 2次体とが対応する。 (多少大雑把ではあるが) これらの関係を通して、実 2次体の整数

論で大きな役割を担う ”連分数の理論” の類似物を、超楕円曲線のヤコピ多様体 (因子類群)

の上に構成することが可能であると思われる。

実際、 Abel は、超楕円積分の研究 ([2]) の中で、次のことを示した。 「 $C$ : $y^{2}=f(x)$

(ただし、 $f$ は $2g+2$ 次、重解を持たない) を超楕円曲線、 $\infty$
、

$\infty’$ を $C$ の異なる 2つの

無限遠点とするとき、 $\infty-\infty’$ の代表する類 $\overline{\infty-\infty^{J}}$ が有限位数である必要十分条件は、
$\sqrt{f(x)}$ の $x=\infty$ における連分数 (定義は 2.3で述べる) が周期的であることである」。この

連分数のヤコビ多様体における役割は、 Abel の研究に始まり E.Artin ([1]) 他、多くの人々

による詳細な研究がある。 ところが、関数の連分数の定義による制約のため、彼らの研究で

は $\overline{P-P’}$ で表されるヤコビ多様体の点しか扱われていなかった。

我々 ([15]) は、 Abel 等のものも含めて、 3通りの連分数を定義し、それぞれ異なるタイ

プのヤコビ多様体の点との対応を与えた。その結果、種数が 1 と 2の場合には、ヤコピ多様

体のすべての点を、連分数の観点から扱えるようになった。本報告では、 その概略を記し、

計算例と、種数 2への簡単な応用を述べる。冗長になるので証明は [15] に譲る。



102

2.1. $k$ を標数が 2 と異なる体、 $C$ : $y^{2}=f(x)$ を種数 $g$ の超楕円曲線とする。 ただし、

$f$ は $2g+1$ 次、重解を持たないとする。 $C$ は、唯一の無限遠点を持ち、 これを、 $\infty$ と書

く。 $P=(x, y)\in C$ に対して、 $P’=(x, -y)$ とおく。以下、不分岐な $(P\neq P’)$ $C$ の

点 $P$ を固定する。関数体 $k(C)=k(x, y)$ の $P$ での正規付値を $\nu_{P}$ で表す。 $P$ での局所変

数ち $=X-x(P)$ を用いて、任意の関数 $h\in k(C)=k(x, y)$ は、 $P$ において次のように

Laurent 展開される。

$h=a_{-\epsilon} \frac{1}{t_{P}^{e}}+\cdots+a_{-1}\frac{1}{t_{P}}+a_{0}+a_{1}t_{P}+\cdots$

この Laurent 展開の主要部と定数項をとり、

$[h]=[h]_{P}$ $:=a_{-e} \frac{1}{t_{P}^{e}}+\cdots+a_{-1}\frac{1}{t_{P}}+a_{0}$

と定義する。 このとき、定義より、

$h\equiv[h]$ $(mod t_{P}k[[t_{P}]])$ at $P$

2.2. 次で帰納的に定義される関数列 $\{h_{n}\}_{n\geq 0}$ を $h=h_{0}$ の $P$ における連分数と呼ぶ。

$h_{n}=[h_{n}]+ \frac{t_{P}}{h_{n+1}}$ $(n\geq 0)$

このとき、 $h$ は、

$h=[h_{0}]+ \frac{t_{P}}{[h_{1}]+\frac{t_{P}}{[h_{2}]+...+\frac{t_{P}}{[h_{n-1}]+\frac{t_{P}}{h_{n}}}}}$

と連分数に展開される。 $h_{n_{0}+\ell}/h_{n_{0}}$ が定数関数となる $\ell>0$、 $n_{0}$ $\geq 0$ が存在するとき、

$\{h_{n}\}$ は周期を持つと言い、 これを満たす最小の $P$ をその周期と呼ぶ。特に初項から循環す

るときは、純周期を持つと言う。 この連分数と、ヤコピ多様体の点 $\overline{P-\infty}$ との間に、次の

関係が成り立つ。

定理 2.1 $\overline{P-\infty}$ の位数が有限である必要十分条件は、 $y/t_{P}^{g}$ の $P$ での連分数 $\{y_{n}\}$ が周期

を持つことである。更にその位数は、

$l-2 \sum_{n=1}^{\ell}\nu_{P}(y_{n})$

である。ただし、 $\ell$ は周期とする。
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(この定理の主張には、 $\{y_{1},$ $y_{2},$ $\cdots$ , $y_{\ell}\}$ が $\{y_{n}\}$ の 1周期であることを含む。)

2.3. 次で帰納的に定義される関数列 $\{h_{n}\}_{n\geq 0}$ を $h=h_{0}$ の $2P$ における連分数と呼ぶ。

$h_{n}=[h_{n}]+ \frac{1}{h_{n+1}}$ $(n\geq 0)$

このとき、 $h$ は、

$h=[h_{0}]+ \frac{1}{[h_{1}]+\frac{1}{[h_{2}]+...+\frac{1}{[h_{n-1}]+\frac{1}{h_{n}}}}}$

と連分数に展開される。 Abel はこの連分数を用い、ヤコビ多様体の点 $\overline{P-P’}(=2\overline{P-\infty})$

との関係を示した。

定理 2.2 (N.H.Abel. [2]) $g’=[g/2]$ (Gauss 記号) とおく。 $\overline{P-P}$‘の位数が有限である

必要十分条件は、 $y/t_{P}^{2g’+1}$ の $2P$ での連分数 $\{y_{n}\}$ が周期を持つことである。更にその位数

は、

$- \sum_{n=1}^{l}\nu_{P}(y_{n})$

である。 ただし、 乏は周期とする。

(この定理の主張には、 $\{y_{1},$ $y_{2},$ $\cdots,$
$y_{1}\}$ が $\{y_{n}\}$ の 1周期であることを含む。)

2.4. あと一つ連分数を定義する。 $P$ と $x$- 座標の異なる不分岐な点 $Q\in C$ をとり、

$[h]_{P+Q}$ $:=t_{P}[ \frac{h}{t_{P}}]_{Q}+t_{Q}[\frac{h}{t_{Q}}]_{P}$

と定める。 このとき、次が成立する。

補題 1

$h\equiv[h]_{P+Q}$ $(mod t_{P}k[[t_{P}]])$ at $P$

$h\equiv[h]_{P+Q}$ $(mod t_{Q}k[[t_{Q}]])$ at $Q$

次で帰納的に定義される関数列 $\{h_{n}\}_{n\geq 0}$ を $h=h_{0}$ の $P+Q$ における連分数と呼ぶ。

$\frac{h_{n}}{\psi_{n}}=[\frac{h_{n}}{\psi_{n}}]_{P+Q}+\frac{t_{P}t_{Q}}{h_{n+1}}$

,

$(n\geq 0)$
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ただし、

$\psi_{n}$ $:=( \frac{t_{P}}{t_{Q}})^{\nu_{P}’)-\nu_{Q}\langle h)}$

このとき、 $h$ は、

$h= \psi_{0}[\frac{h_{0}}{\psi_{0}}]_{P+Q}^{t_{P}.t_{Q}\psi_{0}}+\psi_{1}[\frac{\ovalbox{\tt\small REJECT} h_{1}}{\psi_{1}}]_{P+Q}+\psi_{2}[\frac{\ovalbox{\tt\small REJECT} h_{2}}{\psi_{2}}]_{P+Q}^{t_{P}t_{Q}\psi_{1}}+.$

.

$+ \frac{t_{P}t_{Q}\psi_{n-2}}{\psi_{n-1}[\frac{h_{n-1}}{\psi_{n-1}}]_{P+Q}+\frac{t_{P}t_{Q}\psi_{n-1}}{h_{n}}}$

と連分数に展開される。 この連分数は、ヤコピ多様体の点 $\overline{P-Q’}(=\overline{P+Q-2\infty})$ と、次

のような関係を持つ。

定理 2.3 $\overline{P-Q’}$ の位数が有限である必要十分条件は、 $y/t_{P}^{g’}t_{Q}^{g’}$ の $P+Q$ での連分数 $\{y_{n}\}$

が周期を持つことである。更にその位数は、

$\ell-\sum_{n=1}^{1}(\nu_{P}(y_{n})+\nu_{Q}(y_{n}))$

である。ただし、 $l$ は周期とする。

(この定理の主張には、 $\{y_{1},$ $y_{2},$ $\cdots,$
$y_{\ell}\}$ が $\{y_{n}\}$ の 1周期であることを含む。)

2.5. 注意. 種数が 2とする。 このとき、 Riemann-Roch の定理より、ヤコビ多様体の任意

の点は、 $C$ の適当な 2点 $P$
、

$Q$ を用いて、 $\overline{P+Q-2\infty}=\overline{P-Q’}$ と書ける。先に述べた

ように、連分数の手法は、ヤコピ多様体の任意の点に適用される。

2.6. 上の 3つの定理より、 2次元アーベ J多様体の有理 3等分点に関して、恣の結果を得
る。 さらに、 2次元アーベ J多様体の 3等分方程式を求めることが出来る。 (3等分方程式

の具体的な形は非常に繁雑なので、省略する。)

定理 2.4 $k$ を標数が 2と異なる体、 $J(C)$ を種数 2の超楕円曲線 $C/k$ : $y^{2}=f(x)$ のヤコ

ビ多様体で、位数 3の有理点 $\overline{P-Q’}$ を持つとする。 $k’=k(x(P))$ とするとき、

(I) $P=Q$ のとき、 $f(x)=ct_{P}^{6}+A(t_{P})^{2}$

(ただし、 $c\in k$
、

$A$ は高々 3次の $k$ -係数の多項式で、 $A(O)=y(P)$)

(II) $P\neq Q$ のとき、 $f(x)=ct_{P}^{3}t_{Q}^{3}+(A(t_{P})t_{Q}^{2}+B(t_{Q})t_{P}^{2})^{2}$

(ただし、 $c\in k$
、 $A_{f}B$ は高々 1次の $k’-$係数の多項式で、 $A(O)=y(P),$ $B(O)=y(Q)$)
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2.7. 例 1. $k=Q$、 $C$ : $y^{2}=1+4x+6x^{2}+4x^{3}(j(C)=1728)$、 $P=(0,1)$ とおく。 $P$

での局所変数 $t_{P}=x$ による Laurent 展開を用いて、 $y/t_{p}$ ( $C$ の種数は 1) の $P$ での連分数

$\{y_{n}\}$ は、次のように計算される。

$y_{0}= \frac{y}{x}=\frac{1}{x}+2+x+\cdots$ $[y_{0}]= \frac{1}{x}+2$

$y_{1}= \frac{x}{y_{0}-[y_{0}]}=\frac{x^{2}}{y-1-2x}=\frac{x^{2}(y+1+2x)}{y^{2}-(1+2x)^{2}}=\frac{y+1+2x}{2(1+2x)}$

$[y_{1}]= \frac{1+1+0}{2(1+0)}=1$

$y_{2}= \frac{y+1+2x}{x}$ $[y_{2}]= \frac{2}{x}+4$

$y_{3}= \frac{y+1+2x}{2(1+2x)}=y_{1}$

定理 2.1より、 $\overline{P-\infty}$ の位数は $2-2\cross(0-1)=4$ である。

2.8. 例 2. $k=Q$、 $C$ : $y^{2}=1-4x^{2}+4x^{3}(cond(C)=11)$、 $P=(0,1)$ とおく。 $P$ で

の局所変数 $t_{P}=x$ による Laurent 展開を用いて、 $y/t_{P}$ ( $C$ の種数は 1) の $2P$ での連分数

$\{y_{n}\}$ は、次のようになる。

$y_{1}y_{4}= \frac{y-1}{\frac 4x_{x}(-1+x)y-1}=$ $y_{5}^{2}y== \frac{-\frac{y-1+2x^{2}}{y-1^{2}x}}{4x(-1+x)}=y_{1}$

$y_{3}= \frac{y-1+2x^{2}}{4x(-1+x)}$

定理 22より、 $\overline{P-P’}$ の位数は $1+2+1+1=5$ である。

2.9. 例 3. $k=Q$、 $C$ : $y^{2}=1+x(x-1)(x+1)$、 $P=(0,1)$、 $Q=(1,1)$ とおく。関数

$y$ の $P+Q$ における連分数 $\{y_{n}\}$ を計算する。

$y_{1}= \frac{y+1}{1+x}$ $y_{2}= \frac{y+1+x-x^{2}}{3-x}$

$y_{3}=-9 \frac{y+1-2/3x+2/3x^{2}}{1-4x}$ $y_{4}= \frac{y+1-10x+10x^{2}}{9(19-25x)}$

と、順に $y_{12}$ まで計算したところ $y_{1}$ に定数倍を除いて等しい項は現れない。 この連分数が周

期を持ったとしても、それは 12より大きい。定理 2.3より、 $\overline{P-Q’}$ の位数が有限ならば、

その位数は 12より大きくなければならない。 ところが、 Mazur の定理 (1.1) より、 $Q$ - 有

理等分点の位数は 12を越えないから、 $\overline{P-Q’}$ は等分点ではない。

2.10. ffll4. $k=Q$、 $C$ : $y^{2}=1-50x+1849x^{2}$ –30600 $x^{3}+146448x^{4}+912384x^{5\text{、}}$

$P=(0,1)$ とおく。定理 2.1に従って、 $\overline{P-\infty}$ の位数を計算する。 $y/x^{2}$ の $P$ での連分数
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$\{y_{n}\}$ は、次のようになる。

$y_{1}y_{3}== \frac{\frac{y+1-25x+612x^{2}}{-2_{y}2_{+1-17x+228}8096x(1-4x)}x^{2}}{1728-82944x+912384x^{2}}$ $y_{2}y_{4}== \frac{\frac{108(y+1-25x-444x^{2})}{16(y^{-1+21x+108x^{2}}+1-79x+828x^{2}}}{1-8x+16x^{2}}$

$y_{15}= \frac{y+1-25x+612x^{2}}{912384x^{2}}$ $y_{16}= \frac{4(y+1-25x+612x^{2})}{-x(1-4x)}=912384y_{1}$

$\{y_{n}\}$ は周期 16を持つので、 $\overline{P-\infty}$ は $J(C)$ の Q- 有理等分点である。 また、

$\nu_{P}(y_{1})=\nu_{P}(y_{14})=-1$ , $\nu_{P}(y_{15})=-2$ , $\nu_{P}(y_{2})=\cdots=\nu_{P}(y_{13})=0$

より、 $\overline{P-\infty}$ の位数は、 15–2 $(-1-1-2)=23$ である。 (参考、 0-. [16])

2.11. 例 5. $k=Q(t)$、

$C/k$ : $y^{2}=(t(1+x)(1-x)^{2}+(4t-( \frac{4t}{3}+\frac{3}{4t})x)x^{2})^{2}+2x^{3}(1-x)^{3}$

$=(t(1-3x)(1+x)^{2}+(8t+( \frac{8t}{3}+\frac{3}{4t})x)x^{2})^{2}-x^{3}(1+x)^{3}$

とおく。 $P_{0}=(0, t)$、 $P_{1}=(1, \frac{8t}{3}-\frac{3}{4t})$、 $P_{-1}=(-1, \frac{16t}{3}-\frac{3}{4t})$ とするとき、定理 2.4より・
$\overline{\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1}-P_{0^{\text{、}}}’}\overline{P_{-1}-P_{0}’}$ は、位数 3の $Q(t)$ - 有理点である。 さらに、 $\overline{P_{1}-P_{0}’}\neq\pm\overline{P_{-1}-P_{0}’}$ だ

から、 $J(C)(Q(t))$ の 3-part の rank は、 2以上である $0$
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