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確率微分方程式の数値近似について

岡山理科大 渡邊寿夫 (Hisao Watanabe)

拡散過程は確率微分方程式の解として実現できる. それは常微分方程式が確率的揺動, す
なわち, ブラウン運動 (数学ではしばしばWiener過程と呼ばれている) による揺動をうけた
ものとして表わされている. 実際の現象では揺動は近似的なブラウン運動であろう. そのとき
得られる過程はどのような意味で確率微分方程式で近似されるかが問題となるであろう. ま
た, コンピ\simeqータ上で確率微分方程式の解を実現しようとするときの問題もあろう.

1 確率微分方程式の解の近似

硅率微分方程式は次のように書かれる.

$x^{i}(t)$ $=$ $x^{i}(0)+l^{a^{i}}\ell(x(s))ds$

(11) $+ \sum_{j=1}^{m}\int_{0^{:}}b_{j}^{i}(x(s))dw^{j}(s)$, $(i=1:)..$ d)

ここで, $w(t)=(w^{1}(t), \cdot-- : u!^{m}(t))$ は $m$ 次元Wiener過程であり, 平均と共分散がそれぞれ

$E(w^{i}(t))=0_{:}$

$E(w^{i}(t)u^{\dot{\beta}}(s))= 5_{:j}\min(t, s)$

によって与えられる Gauss過程である. 式 (11) は次の条件のもとで諄 $x(t)$ が存在して一意で
あることが知られている. 式 (11) は次の条件のもとで鐸 $x(t)$ が存在して一意であることが知
られている.

$(a)$ $|a^{i}(x)-a^{i}(y)|+|b_{j}^{i}(x)-b_{j}^{i}(y)|\leq K|x-y|$

$(b)$ $a^{i}(x)^{2}+\acute{0}_{j}^{;}(x)^{\underline{9}}\leq Ii’(1\div|x|^{2})$

$(i=1_{f}d\cdot j=1_{:\cdots:}m)$

ここで, $K>0$ は定数である.
式の近似解を求めるうえで, 伊藤の公式は重要な役割を果たす.

$x(t)=(x^{1}(t)_{:}\cdots, x^{t}\sim(t))$ を式の鐸とし, $f\in C^{2}$ ( $\underline{)}$ 回連続微分可能な関数) とすると,

$f(x(t))$ $=$ $f(x(s))$

(12) $+ \int^{t}L_{1}f(x(u))du+\sum_{j=1}^{m}\int^{:}(L_{2}f(x(u)))_{j}d\iota v^{j}(u)$

$\check{}\check{}_{c,}^{-r:}$

$(L_{1}f)(x)$ $=$ $\sum_{i=1}^{d}a^{*}(x)\frac{\partial f}{\hat{\prime\prime}x_{i}}(x)+\frac{1}{\sim)}\sum_{\dot{k}=1\dot{\iota}}^{m}\sum_{j=1}^{t^{\underline{\prime}}}b_{\kappa}:(x)’’-\tau_{\kappa}^{j,}(x)\frac{\partial- f}{\partial\tau_{i^{JT}j}\dot{\prime}}$
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$((L_{2}f)(x))_{j}$ $=$ $\sum_{i=t}^{d}\frac{\partial f}{\partial x:}b_{j}^{:}(x)$ , $(j=1, \ldots, m)$

である.
Tを固定して, $[0, T]$ での x(t) の近似解を求めるために, x(t) の Taylor展開を用いよう.

$0\leq s\leq t\leq T$として, $x(t)$ を $x(s)$ の周りで Ta,vlor展開する. 式 (11) より,

$x^{i}(t)$ $=$ $x^{i}(s)+ \int^{t}a^{i}(x(u))du+\sum_{j=1}^{n}\int b_{j}^{i}(x(u))dw^{j}(u)$ ,

$(i=1,2, \ldots,d)$

となるが, さらに $a^{i}(x(u)),b_{j}^{:}(x(u))$ に対して伊藤の公式を適用すると, 次の式が得られる.

$x^{i}(t)$ $=$ $x^{i}(s)+a^{i}(x(t))(t-s)+1^{du\int^{*}\{L_{1}a^{i}(x(v))dv+\sum_{j=1}^{\pi l}(L_{2}a^{i}(x(v))_{j}dw^{j}(v)\}}$

$+ \sum_{j=1}^{m}b_{j}^{:}(x(s))\int^{t}dw^{j}(u)$

$+ \sum_{j=1}^{m}l^{\ell_{d\iota w^{j}(\iota\iota)\int}}\{L_{1}b_{j}^{:}(x(v))dv\div\sum_{k=1}^{m}(L_{\sim}b_{j}:)(x(v)))_{\kappa}\prime dw^{k}(v)\}$

さらに, 伊藻の公式を用いて展開すると, 次の式が得られる.

$x^{i}(t)$ $=$ $x^{i}(s)+a^{i}(x(s))(t-s)+L_{1}a^{i}(x(s)) \int_{0}^{t}du\int^{t}dv$

$+ \int’d_{Ui}\int^{r}(L_{1}a^{i}(x(v))-L_{1}a^{i}(x(s))dv$

$+ \sum_{j=1}^{m}(L_{2}a^{i}(s))_{j}\int_{=}^{:}du\int^{t}dw^{j}(v)$

$+ \sum_{j=1}^{m}\int^{:}du/(L_{-}a^{i}(x(v))-L_{2}a^{1}(x(s)))_{j}d_{1U}^{j}(v)$

$+ \sum_{j=1}^{m}b_{j}:(x(s))1^{t}dw^{j}(u)+\sum_{j=1}^{m}L_{1}b_{j}^{j}(x(s))\int’dw^{j}(u)\int^{g}du$

$+ \sum_{j=1}^{m}\int’dw^{j}(u)\int^{g}\{(L_{1}b_{j}^{i})(x(v))-(L_{1}b_{j}^{i})(x(s))\}dv$

$+ \sum_{j=1}^{m}\sum_{k=1}^{m}(L_{2}b_{j}^{:}(X(s)))_{\dot{\kappa}}\int^{!}d\omega^{j}(u)l^{\iota_{dw^{\dot{\kappa}}(\iota\cdot)}}$

十 $\sum^{m}\sum^{m}\int_{l}^{t}dw^{j}(u)\int^{a}d\iota v^{\dot{\kappa}}(v)l^{w}L_{I}(L_{2}b_{j}^{i}(x(r))_{\kappa}’)dr$

$j=1\dot{\kappa}=1$

$+ \sum_{j=\iota}^{m}\sum_{\dot{\kappa}=1}^{m}\sum_{l=1}^{m}\prime d\iota\iota^{j}(u)1^{\vee}d_{tU’}^{\kappa}(v)l^{u}’$

$+ \sum\sum^{m}\sum^{m}l^{dw^{j}(u)}.m:\int_{s}^{r}d_{tU^{\dot{\kappa}}}(v)$

$j=1_{k}’=1l=1$

(13) $xl^{\nu}\{(L_{2}(L_{2}(b_{j}^{i}(x(r))_{\kappa}’));-L_{2}(L_{\sim}"(b_{j}^{:}(x(s))_{\kappa}’).’\}dw^{l}(r)$
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式 (13) で $d=m=1$ のとき, 伊簾の公式を適用して得られる公式

$l^{dw(r)}bl^{dw(u)}\tau$ $=$ $\frac{1}{2}(w(b)-w(a))^{2}-\frac{1}{\sim)}(b-a)$ ,

$l^{dw(r)}l^{dw(u)}l^{dw(v)}br$
.

$=$ $\frac{1}{6}(w(b)-w(a))^{3}-\frac{1}{2}(b-a)(w(b)-w(a))$

を用いると,

$x(t)$ $=$ $x(s)+a(x(s))(t-s)+b(x(s))(w(t)-w(s))$

$+ \frac{1}{2}L_{\sim}b(x(s))((w(t)-w(s))^{2}-(t-s))+L_{2}a(x(s))\int^{:}(w(u)-w(s))du$

$+L_{1}b(x(s)) \int^{t}(u-s)dw(u)+\frac{1}{2}L_{1}a(x(s))(t-s)^{2}$

(14) $+ \frac{1}{6}(L_{2})^{2}b(x(s))((w(t))-w(s))^{3}-3(t-s)(u’(t)-w\cdot(s)))+R$

が得られる. $R$は剰余項である. 式 (13), 式 $(1_{\vee}^{4})$ を用いると, 確率微分方程式 (11) の解の
離散近似アルゴリズムが得られる. 区間 [0, T] を等分割して,

$0=t_{0}<t_{1}<\cdots<t_{n}=T$ , $t_{i}= \frac{T}{n}i(i=0,1, . . . , n)$ , $\triangle=\frac{T}{n}$

とおこう. $x(t_{\kappa}’)$ に対する近似として $\mathcal{I}k$ とおき, $w^{:}(t_{k\div 1})-w^{i}(t_{\dot{\kappa}})=\triangle_{\kappa\div 1}\prime w^{:}$ と書くことにす
ると,

$(1\overline{\supset})$ $x_{\dot{\kappa}+1}^{i}=x^{*,}+a^{i}(x \dot{)}\triangle+\sum_{j=1}^{m}b_{j}^{:}(x\dot{)}\triangle_{\dot{\kappa}+1}\tau\dot{d}$ $(: =1,2, \ldots, d)$

は式 (13) で第 2項までとって作ったもので, Euler の Algorithm と呼ばれる.
$d=m=1$ のとき, 式 (15) において第 4項までとると次の algorithm が得られる.

(16) $x_{\dot{\kappa}+1}=x_{k}+a(x \dot{)}\triangle+b(x_{\dot{\kappa}})\triangle\dot{+}1w\div\frac{1}{2}b’(\mathcal{I}_{\kappa}’)b(x_{k})((\triangle_{\kappa+1}\prime w)^{2}-\triangle)$

これは Nfilshtein [1] の algorithm と呼ばれている.
$d=m=1$ でないときには,

$1’dw^{j}(u)\int^{g}dw^{\dot{\kappa}}(v)$ $(j\neq k)$

は $(w^{i}(t)-w^{i}(s)),$ $(w^{k}(t)-w^{k}(s))$ を用いて表すことができない. しかし,

$\int^{t}(w^{k}(u)-w^{k}(s))dw^{j}(u)+\int^{t}(\omega^{j}(\cdot u)-w^{j}(s))d\iota u^{k}(u)$

$=(w^{k}(t)-w^{\kappa}(s))(w^{j}(t)-w^{j}(s))$
’

なる関係式が成り立っ. 従って次の可摸性の条件

$(\vee’)$ $\sum_{t=1}^{d}b_{j}^{l}:(x)\frac{\partial b_{j_{-}}^{k},(x)}{\partial x_{f}}$ $=$ $\sum_{l=I}^{d}b_{jz}^{l}(x)\frac{\partial b_{j_{f}}^{\dot{\kappa}}(x)}{\partial x_{l}}$ $(x\in R^{\prime d})$ ,

$(k=1,2_{:}\ldots,$ $d_{i}$. $j_{1:}j_{2}=1_{:^{2}’\cdots:^{m)}}$
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が満たされるとき, 次のアルゴリズムが得られる.

$x_{+1}^{\dot{j}}$ $=$ $x_{\kappa}^{i}+a^{i}(x’) \triangle+\sum_{j=1}^{m}b_{j}^{i}(x_{k})\triangle_{k\div 1}w^{j}$

$+ \frac{1}{2}\sum_{j_{t},j_{2}=1}^{m}\sum_{\iota=\iota}^{d}b_{j_{t}}^{l}(\mathcal{I}\dot{)}\frac{\partial b_{j:}^{i}(x_{k})}{\partial x_{l}}\triangle_{k+^{jt}}\iota^{\iota}\triangle\dot{+}\iota^{w^{j_{2}}}$

(17) $- \frac{1}{\sim)}\sum_{j=)}^{m}\sum_{l=1}^{d}b_{j}^{l}(\mathcal{I}_{\kappa}’)\frac{\partial b^{i}}{\partial x_{l}}(x_{k})\triangle$

$(i=1,2, \ldots , d_{:}\cdot k=0,1, \ldots , n-1)$

っぎに近似誤差の評価であるが, Euler algorithm(15) に対して, x(tk) に対する近似値 xk
と $x(t’\div 1)$ の近似値 $x\cdot\div\iota$の間を直緑で補間して得られる近似解を $x_{n}(t)$ で表すとき, 真の解
$x(t)$ に対して, 条件 $(a)_{:}(b)$ が満たされているとき,

$E(|x_{n}(t)-x(t)|^{2})=O(\Delta)$

が示されている.
Milshtein の algorithm (16) に対しては. $a,$

$b$ が $C^{2}$クラスに属し, $a_{:}a_{:}’b.b’$ が一様に
Lipshitz条件を満たすとき,
(1S) $E(|x_{n}(t)-x(t)|^{2^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}})=O(\triangle^{2})$

であることが示されている ( $\iota\backslash Iilshtein[1]$ , Talay [2]).

algorithm(17) に対しても, 類似の誤差評価が得られる.
$d=r_{r_{\vee}}=1$ のとき, 式 $(1\dot{\sim}^{\{})$ で $R$を除いた項を全部とって次の algorithm を作ることがで

きる.

$x_{k\div 1}$ $=$ $x_{k}+a(x_{\dot{\kappa}}) \triangle+b’(x_{\kappa})\triangle\dot{+}1w+\frac{1}{2}(b’b)(x_{k})(\Delta_{\dot{\kappa}+1}w)^{2}$

$+(ab’- \frac{1}{2}b(b’)^{2})(x_{\dot{\kappa}})\triangle\triangle_{\dot{\kappa}+I}w+\frac{1}{6}b((b’)^{2}+hb’’)(x_{k})(\triangle_{\kappa+I}\prime w)^{3}$

(19) $+(a’b-ab’- \frac{1}{2}(bb’’)^{2})(x_{\dot{k}}.)\int_{t}^{::}:(w(s)-w(t_{\dot{\kappa}}))ds$

これは Platen [3] によって捷案されたものである. 式 (19) によって得られる近似解 $x_{n}(t)$ に

対しては,
$E(|x_{n}(t)-x(t)|^{2})=O( \frac{1}{n^{3}})$

であることが示されている. しかし近似解は最後に膣率積分の項が含まれているので\triangleと \triangle kw

とによって計算できるわけではない.
以上 Taylor展開に基づく近似 algorithm を述べた. 以上の方法で精度を上げようとすると

a, b にっいて強い滑らかさを仮定しなければならない. しかしながら, 常微分方程式に対する
数値解法における Rllnge-Kutta法の類似 algorithm が存在する.

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ た $\div 1$
$=$ $X_{\mathcal{K}}’+a(x$じた $)\triangle-b(\mathcal{I}_{\kappa}’)^{\sqrt{\triangle/}}$

(110) $+b(x_{\dot{\kappa}}+ \frac{1}{\underline{)}}b(x_{k})(\triangle_{\dot{\kappa}+}1lU-\sqrt{\triangle}))(\triangle_{k}\div 1^{W}+\sqrt{\triangle}))$

$(k=0,1\ldots..n-1)$
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が Newton $[\tilde{o}]$ によって提案されている algorithm である.

$x_{\dot{g}+1}$ $=$ $x_{k}+a(X’)\triangle+b(x_{k})\triangle$た $+1w$

(111) $+ \frac{1}{2}\Delta^{-1/2}(b(x_{k}+b(x_{k})^{\sqrt{\triangle}})-b(x.)))((\triangle$た $+\iota^{w)^{2}}-\Delta)$ ,

$(k=0,1, \ldots, n-1)$

は Platen [3] によって提出されているものである.
Clark. Newton [\={o}] は Efficient approximati。$n$ という概念を導入しているが, この意味で

効率的な algorithm として Newton は次のものを提 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

\breve

している.

$X$た $+1$ $=$ $x_{k}+ \frac{1}{2}(a_{0}+a_{1})\triangle+\frac{1}{40}(37b_{0}+30b_{2}-27b_{3})\triangle_{\kappa}’\div 1^{W}$

(112) $+ \frac{1}{16}(8b_{0}+b_{1}-9b_{2})\sqrt{3^{J}\triangle}$

ここ $-T^{:}$,

$a_{0}$ $=$ $a(x_{k})$ , $b_{0}=b(x$た),

$a_{1}$ $=$ $a(x_{k}+a_{0}\Delta+b_{0}\triangle$た $+1\ovalbox{\tt\small REJECT}$ , $b_{1}$ $=b(x$た – $\frac{2}{3}b_{0}(\triangle_{\kappa+1^{W}}+\sqrt{3/\triangle}))_{:}$

$b_{\sim}$ $=$ $b(x_{\text{た}}+ \frac{2}{9}b_{0}(3\triangle_{\kappa\div I}w+\sqrt{3\triangle}))$ ,

$b_{3}$ $=$ $b( \mathcal{I}_{\kappa}’-\frac{\sim)0}{27}a_{0}\Delta+\frac{10}{27}(b_{1}-b_{0})\triangle$
た十 1 $W- \frac{10}{\underline{)}7}b_{1}\sqrt{3^{J}\triangle})$

である.

これらに対しても誤差評価がなされているが, それらは $a_{:}b$ にっいて滑らかさを仮定して
得たものであるので正確なところは不明である.
以上 Taylor展開に基づいて, 真の w(t) が知られたとき, \triangle \acute w:\triangle により近似簿の構成にっ

いて述べた. しかし, 現実にはWiener過程の標本値を知ることはできない. Computer上で
実行しようとすると, 疑似乱数を用いねばならない. このことは\triangle k’.wを別の確率変数で置き

換えることを意味する. いま, \mbox{\boldmath $\xi$}1, \mbox{\boldmath $\zeta$}2:\mbox{\boldmath $\xi$}3, ... を独立同分布をもっ確率変数列で次の条件を満た
すとしよう.

$E(\sigma_{i}^{\dot{O}}’)<\infty$ , $E(\xi_{\kappa}^{p})=0$ , $p=1.3,5_{:}$.

$E(\xi_{\tilde{k}}’)=1$ , $E(\xi_{\text{た}}^{4})=3$

例えば, $\xi_{\kappa}$
, として,

$p(\xi_{\dot{\kappa}}=\sqrt{3})=p(\xi_{\dot{k}}$. $=- \sqrt{3})=\frac{1}{6}$ , $p( \xi_{\kappa}’=0)=\frac{9\sim}{3}$

の様に選んでもよい. このような確率変数列が得られたとき, \triangle \kappa \acute wの代わりに, $\sqrt{}$N\mbox{\boldmath $\xi$}kを用い
て, algorithm を構成すればよい. このとき誤差評価は別の crite-erion を用いねばならない. $x(t)$

と近似解 $x_{n}(t)$ とは同一の碇率空間上にないからである. Euler algori thm に対しては Talay

によって,

$|E(f(x(t)))-E(f(x_{n}(t)))|=0(\triangle)$

であることが示されている. (110) において. $\triangle_{\dot{\kappa}}w$を $\sqrt{\triangle}\prime k$ とし, $\triangle\sim r_{\dot{k}}’=\int_{:_{\dot{e}^{\wedge-:}}}^{\ell\prime}(w(s)-w(t_{\ddot{k}}))ds$

の代わりに 3-9-\triangle 3/2\mbox{\boldmath $\xi$}k’. とおいて得られた mlgorithm に対して,

(113) $|E(f(x(t)))-E(f(x_{n}(t)))|=O(\triangle^{2})$
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であることを $Talay[2]$ は証明している. 詳しく述べると, $a,$
$b$ はクラス $c\hat{\circ}$ に属し, $i(1\leq i\leq 6)$

回まで導関数は有界とし, $b^{2}b’’,$ $b^{2}$ a”は class $P_{1}(R)$ に属し, $f$はクラス $C^{6}$で, ある $k$に対し
て $f^{(\hat{o})}$ \in 」ら $(R)$ であるとき, 式 (113) が成り立っ. ただし. 関数 $g(R^{d}arrow R)$ が classP$\cdot$ $(R)$

の関数であるとは, ある $C\geq 0$ が存在して, $|g(x)|\leq C(1+|x|^{\dot{\epsilon}})$ がすべての $x\in R^{d}$に対し

て成り立っことである.
以上主として時間の分割は等間隔 (軌道によらない分割) であった random な分割によ

る近似アルゴリズムが $Ne\backslash vton[6]$ によって提案されている. 式 (11) で $m=1$ の場合を考えて
いる. $w(t)$ の各 $k\delta(k=0, \pm 1, \ldots)$迄の最小到達時刻を用いるのである. つまり, $\tau_{0}=0$ とし,

$\tau_{n+1}=\tau_{n}+\inf\{t\geq 0| |w(\tau_{n}+t)-w(\tau_{n})|=0\}$ , $n=0,1,$ $\ldots$

とする.
$\alpha_{n}=5^{-3}(w(\overline{\ell}_{n})-w(\tau_{n-1}))(\tau_{n}-\tau_{n-I})=\beta\gamma_{n}$ $(n=1,2, \ldots)$

ここで,

$\beta_{n}$ $=$ $sign(\alpha_{n})=\delta^{-1}(w(\tau_{n})-w(-))$ ,

$7n$ $=$ $|\alpha_{n}|=5^{-2}(\tau_{n}-\tau_{n-1})$

この分割点 $\{’\sim_{n}\}$ を用いた Euler algorithm は

$x_{0}$ $=$ $x$ ,

$x_{n+1}$ $=$ $x_{n}+b(x_{n})\beta_{n+1}\delta+a(x_{n})_{j_{R\div 1}}^{\wedge}\delta^{2}$

で定義される. ただし, $x=$ $(x^{1}, \ldots : x^{d}),$ $a=(a^{1}, \ldots, a^{d}),$ $b=(b^{1}, \ldots, b^{d})$ である. また,
$\iota\backslash \prime Iilshtein$ の algorithm it

$x_{0}$ $=$ $x$ ,

$X_{\#}^{i}\div 1$ $=$ $x_{n}^{i}+b^{i}(x_{n})\beta_{n+I}\delta$ 十 $a^{i}(x_{n\div 1}) \gamma_{n}+\iota^{\delta^{2}}+\frac{1}{\sim)}Bb^{:}(x_{n})(1-’/n+1)5^{2}$

$=$ $x_{n}^{i}+b^{:}(x_{n}) \beta_{n+1}5+(c^{i}(x_{n})\gamma_{n+1}+\frac{1}{2}Db^{i}b(x_{n})\delta^{2}$

$\check{c}\check{c}^{-r:}$ .
$B= \sum_{=:1}’b^{i}\frac{\hat{\sigma}}{\partial x_{i}}’$ , $D=( \frac{\hat{\sigma}}{\partial x_{1}}, \frac{\hat{\sigma}}{\partial x_{-}}, \cdots, \frac{\partial}{\partial x_{n}})$ , $c^{i}=a^{i}- \frac{1}{2}Dbb$

これらの algorithm によって得られたものの近似の程度は固定分割の場合と同程度のもの
である. しかし, Newton [6] は漸近的に効率的 (Asymptoticmlly efficient) な近似法という概
念を導入しその意味で効率的な次の algorithm を提案している.

$x_{0}$ $=$ $x$ ,

$x_{n+1}^{i}$ $=$ $x_{n}^{i}+b^{i}(x_{n}) \beta_{n+1}5+a^{i}(x_{n+1})_{ln+1}^{\wedge}\delta^{2}+\frac{1}{2}Bb^{j}(x_{n})(1-\gamma_{n+1})5^{2}$

$+\beta a^{j}(x_{n})_{\Upsilon}\theta_{n+1}f(-[n+\iota)\delta^{3}+Ab^{i}(x_{n})\beta_{n+1}(\gamma_{n+1}-f(\gamma_{n+1}))\prime 5^{3}$

$+ \frac{1}{6}B^{2}b(x_{n})\theta_{n+1}(1-3-ln+I)5^{3}+(\frac{5}{6}A-\frac{1}{3}B^{2})a^{i}(x_{n})5^{4}$

$=$ $x_{n}+b^{i}(x_{n}). 0_{n-1^{l}}^{\sigma}+(c^{i}(x_{n})\gamma_{n\div 1}+\frac{1}{2}Db^{i}b(x_{n})5^{2}$

$+(Dc^{i}b(x_{n})f(\gamma_{n+1})$ 十 $Db^{i}c(x_{n})(7n+1-f(’/n+1))$

$\tau’\frac{1}{6}D(Db^{i}b)b(x_{Y}),\theta_{n+1}\delta^{3}+(\frac{\overline{3}}{6}4-\frac{1}{3}B^{2})a^{i}(x_{n})5^{4}$
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ここで,

$A= \sum_{=j1}^{d}a^{:}\frac{\partial}{\partial x_{i}}+\frac{1}{2}\sum_{i,j=1}^{d}b^{i}\dot{\mathcal{U}}\frac{\partial^{\underline{9}}}{\partial x_{i}\hat{\sigma}x_{j}}$

であり,

$f(t)= \frac{128}{\pi^{4}}\sum_{n:\epsilon*\epsilon n}\sum_{m:odd}\sin(\frac{m\tau}{\sim})\frac{nm}{(n^{2}-m^{2})^{3}}[\exp(-\frac{m^{2}r^{2}}{\grave{6}}t)-\exp(-\frac{nr::}{\ovalbox{\tt\small REJECT} 8}t)]\sum_{k:odd}\sin(\frac{k\tau}{2})k\exp(-\frac{k:r^{\backslash }}{8}t)$ $(t>0)$

2 確率微分方程式の近似

Wong と $Zakai[7]$ とは確率微分方程式が ::近似的に白色 (ブラウン逗動) である雑音に
よって駆動された微分方程式のモデルとして用いることができるかという疑問を提出した. そ

の結果として, ー般にはある付加的な補正を必要とすることを述べている. このことをある離
散モデルで述べてみよう. あるパラメータ\check \acute $>0$ を含む

(214) $x_{\acute{\overline{n}}+1}$ $=$ $x_{\acute{\overline{n}}}-cF(x_{\overline{n}}’, n+1,\prime v)+o(\vee P2)$

$x_{\acute{\overline{0}}}(a)$ $=$ $x_{n}(a)$

で定義される $R^{d}$の値をとる確率過程である. モデル (214) は式 (11の右辺第 2項: 確定項 $(a$

を含むもの) を外したものである. Fはランダムな項で, 次の条件を満たすとする. 平均 O,

っまり, $E(F(n, x, ’.\nu))=0$ . $R^{d}$の元 $x$ を固定したとき, 定常確率過程である.

$E( \sup |D^{\beta}F(n, \mathcal{I}, \prime \mathscr{O})|^{8})\leq C$ , $0\leq|\beta|\leq 3$

国 $\leq\backslash \prime t$

て
$D^{\beta}=D^{\beta_{1}\beta_{2}\ldots\beta_{3}}$ $(|\beta|=\beta_{1}+,\theta_{-}\div\cdots+.\theta_{d})$

は $x_{i}$にっいて,oi回の偏微分を表す. $F(n, x,\omega)$ は回 $\leq\underline{1}\prime I$に関して一様に混合的 (mixing) で

ある. そのとき,

(215) $x’\sim(i)=x_{\overline{j}}’+(t-j_{\vee}^{-2})/\vee-2(x_{\check{j}+1}’-x_{\overline{j}}’)$

$j_{\sim}^{2}\overline{\sim}\leq t\leq(j+1)_{\overline{-}}^{2}$ $(j=0,1_{:}2_{:}\ldots)$

で定義される確率過程 $x’(t)$ は次の確率微分方程式の解に分布の意味で収束する.

(216) $x^{i}(t)=x^{i}(0)+l^{t}a^{i}(x(s))ds+ \sum_{j=1}^{d}\int_{0^{:}}\sigma_{j^{i}}(x(s))dw^{j}(s)$

ここで

$a^{i}(x)$ $=$ $\sum_{l=\iota}^{d}\sum_{n=\iota}^{\infty}E(F_{l}(x, n, \omega))D_{x}.F_{i}(x,n, \prime v)))$

$\sum_{j=1}^{d}\sigma_{j}^{\text{た}}(x)\sigma_{j^{l}}(x)$ $=$ $\sum_{n=1}^{\infty}\prime \mathscr{J}$

$+E(F_{\text{た}}(x, 0_{:^{\mathscr{O}}}^{\gamma})F_{l}(x, 0, \omega))$

である. 詳しいことは, H.Watanabe [S] およびその参考文献を参照されたい. この事実は確
率場 $\{F(n_{:}x, \omega)\}$ が $n$ に関し独立確率変数でないときには, drift 項がっけ加わることを意味
している.
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次に trazsport process を $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ll用して Wiener過程を近似した場合を述べよう. v(t) を 2値の

状態をとるマルコフ連鎖で推移確率が $p(t)=e^{cA}$

$A=(\begin{array}{ll}-l ll -l\end{array})$

で与えられているとする.
$y_{\hslash}(t)=nl^{v(n^{2}s)d_{S}}\ell$

と定義する. いま. $\tau_{1\prime}\tau\underline{\circ},$ $\ldots$ を指数 $n^{2}$の指数分布に従う独立な確率変数列としよう. そのと
き, $y.(t)$ は最初は $\frac{1}{2}$の確率で傾き $n$ または $-n$ の直線運動をし, 時刻\mbox{\boldmath $\tau$}1後に傾きをかえ (最

初 $n$ なら $-n$ に変わる), さらに, 時刻\mbox{\boldmath $\tau$}2経ったときまた傾きを変えて直線運動を続けて行く.
そのとき, 確率 1で

$\varliminf_{n}ma\kappa\infty 0\leq:\leq\iota|y_{n}(t)-w(f)|=0$

であることがわかる. っまり. 各有限時間内で $y_{\hslash}(t)$ は Wiener 過程を一様近似する. この

$?j_{n}(t)$ を用いて作った微分方程式

$dx_{n}(t)=a(x_{n}(t))dt+b(x_{n}(t))dy_{n}(t)$

の解 $x_{n}(t)$ はっぎの確率微分方程式の解に収束する.

$dx(t)=a(x(t))dt+b(x(t))od_{tb}\cdot(t)$

ここで odWO) は Stratonovich積分を衰す. その収束の遠度についてのべよう. $x_{n}(t)$ の $C[0_{:}Tj$

上に導く確率法則を pln, x(f) の確率法則を〆で表す. \mbox{\boldmath $\rho$}(pl・:px) を L6vy による分布距難と
ずると,

$\rho(p^{\underline{\prime}}\cdot, p^{x})=O[n^{-1/2}\exp(C(\log n)^{1/2})]$

であることを, Cs\"orgo and $Hor\dot{a}$th [9] は導いている.
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