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3次元的渦面の運動の解析と数値シミュレーション

名大工 石原 卓 (Takashi ISHIHARA)

名大工 金田行雄 (Yukio KANEDA)

1 はじめに

渦面は, 渦度が薄い領域に局在する現象 (物を過ぎる高速流れ, 混合層のある流れな
ど) に対し, その領域の厚さを無限小とする基本的なモデルである. 面の上下で流体の
速度の接線成分が不連続となる. 渦面は, 流れ方向の摂動に対して不安定であり, その
摂動の増幅率が摂動の波長の逆数に比例することが知られている. またこの不安定性
に起因して渦巻状の空間パターンを形成することも渦面の重要な特徴として知られて
いる.

流れが 2次元的な場合については, 初期に滑らかな渦面が有限時間 $t_{c}$で自発的に滑

らかさを失い, 面の解析性が破れること (Moore(1979)); 渦面巻き上がりの計算は 2次
元的渦面の近似方程式を解くことにより可能であること (Krasny$(1986,1991)$ ) 等, すで
に多くの知見が得られている.
これに対し, 3次元的な渦面の運動の研究は, その解析の困難さの理由で, 2次元的

なものに比べ, ほとんどなされていない. 実在する流れの多くは 3次元的であること,
また 3次元では渦度の伸びがあり, 3次元的な渦面は 2次元的な渦面とは本質的に異な
るダイナミクスに支配されていることを考慮すれば, 3次元的渦面の研究の必要性は自
明である. しかしながら, 渦面の発展における 3次元性または渦度の伸びの役割につい
てもよくわかっていない.
近年, Kaneda$(1989,1990)$ , Caflisch(1990) は, 3次元的な渦面方程式の Lagrange 的

表記に成功した. その表式では, 渦度の発展が簡潔に表現され, 解析及び数値計算が著
しく簡単化される.
本研究は, この 3次元的な渦面方程式の Lagrallge 的表記を基に, 渦面の 3次元的な

発展の 2次元との相違点を明らかにすることを目的としている. 2章では.\acute 渦面の 3次
元性がその発展に与える影響を理解するための第一歩として, Moore の解析を 3次元
的流れに拡張し, 3次元的渦面に現れる特異性を調べた結果について述べる. 3章では,
3次元的渦面の数値計算について述べる. 最後に 4章で全体のまとめを行う.
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2 3次元的渦面の運動における解析性の破れ

2.1 方程式の導出

3次元性の影響を調べるために, 渦度分布が一定で平らな (流体速度が $z>0$ に対し
$u(\lambda, y, \approx)=(U/2,0,0),$ $\approx<0$ に対し $(-U/2,0,0)$ で与えられる) 渦面に, 流れ方向 (x)
及び流れ垂直方向 (v) の周期的な摂動を考える. 理想流体中の渦面の三次元的な運動は
以下の式で記述される;

$\frac{\partial}{\partial t}R(\lambda_{1}, \lambda_{2}, t)=-\frac{1}{4\pi}p.v.\int\int_{S}\frac{X\cross W(\lambda_{1}’,\lambda_{2}’,t)}{|X|^{3}}d\lambda_{1}’d\lambda_{2}’$ , (1)

ここで,
$X\equiv R(\lambda_{1}, \lambda_{2},t)-R(\lambda_{1}’, \lambda_{2}’,t)$ ,

$W\equiv(\partial\Phi/\partial\lambda_{1})(\partial R/\partial\lambda_{2})-(\partial\Phi/\partial\lambda_{2})(\partial R/\partial\lambda_{1})$ ,

$\lambda_{1},$ $\lambda_{2}$は渦面 $S$を表現するための Lagrange 的媒介変数 $R(\lambda_{1}, \lambda_{2}, t)$ は時刻 $t$ における

渦面 $S$上の点の位置ベクトル, $\Phi(\lambda_{1}, \lambda_{2})$ は渦面 $S$の両側での速度ポテンシャルの差で
ある. $\Phi(\lambda_{1:}\lambda_{2})$ は (1) で与えられる軌道に沿って一定 (Lagrallge 的不変量) である. 初

期時刻に Lagrange 座標を $(\partial\Phi/\partial\lambda_{2})=0$ の様に選べば, $(\partial\Phi/\partial\lambda_{1})$ は $\lambda_{1}$のみの関数とな
る. ここでは, $(\partial\Phi/\partial\lambda_{1})=const\equiv\gamma_{0}$ を仮定する. 以下では, 時間と長さを各々 $\circ/0/U^{2}$ と

$\gamma_{0}/U$で規格化する. 2次元的流れにおいて $W$は定ベクトルであるが, 3次元的流れにお
いては渦の伸びによりそうとは限らない.
渦面の初期の形を次のように仮定する;

$R(\lambda_{1}, \lambda_{2},0)=(\lambda_{1}, \lambda_{2},0)+(\epsilon_{2}\sin\lambda_{2}\delta, 0, \epsilon_{1}\sin\lambda_{1})$. (2)

初期摂動の流れ及び流れに垂直な方向の波長を各々2\pi 及び $2\pi/\delta$とした. Moore が仮定
したように, $\epsilon_{2}=0$ ならば流れは 2次元的である. 3次元性の効果を見るための第一歩
として, 小さいが有限の振幅

$0<\epsilon_{1}\ll 1$ , $\epsilon_{2}=O(\epsilon_{1})$ , (3)

を仮定する.
式 (1) は、Lagrange 座標空間において周期性を保存する. そこで, $R$ を以下の様に

フーリエ級数に展開する;

$R(\lambda_{1}, \lambda_{2}, t)$ $\equiv$ $(\lambda_{1}, \lambda_{2},0)$

$+$
$\sum_{717n}A_{n,m}(t)\exp\{i(\lambda_{1}n+\lambda_{2}\delta m)\}$ . (4)
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ここで, $R(-\lambda_{1}, -\lambda_{2}, t)=-R(\lambda_{1}, \lambda_{2}, t)$ により, $A_{-n,-m}=-A_{n,m}$である.

初期条件 (2) より, $A_{n,m}=O(\epsilon_{1})$ を仮定すると, (1) の被積分関数を $\epsilon_{1}$の巾で展開す
ることが出来る. 式 (4) を (1) に代入し, $\exp\{i(\lambda_{1}n+\lambda_{2}\delta m)\}$ の係数を等しくおけば,
$A_{n,m}\equiv(X_{l,m}, l_{n,m}^{\Gamma}, Z_{n,m})$ の方程式を次なる形に得ることができる;

$\frac{d}{dt}(\begin{array}{l}\wedge\lambda_{\prime\iota,n\iota}’\prime]_{||n}Z_{\prime|n\iota}\end{array})=\frac{1}{2}(\begin{array}{lll}0 0 n^{2}(n^{2}+\delta^{2}m^{2})^{-\frac{1}{2}}0 0 \delta nm(n^{2}+\delta^{2}m^{2})^{-\frac{1}{o\sim}}(?\iota^{2}+\delta^{2}n\iota^{2})^{\underline{\frac{1}{\supset}}} 0 0\end{array}) (\begin{array}{l}X_{n,m}Y_{n,m}Z_{?,m}\end{array})+P$. 僑)

ここでベクトル $P$ の各成分はフーリエ係数 $\{A_{p,q}\}$ の積の無限級数から成っている. 初

期条件 (2) より, 初期の $P$ の中の主要項は $Z_{1,0^{-}}^{n}\lambda_{0,1}^{\prime m}=O(\epsilon_{1^{n|}}^{1}\epsilon_{2^{m}}^{||})$ に比例している. これ

は初期に $A_{??,7\eta}=O(\epsilon_{1^{n|}}^{1}\epsilon_{2^{m|}}^{1})$ であることを示唆する.

22 方法 1
簡単のため $\epsilon_{1}=\epsilon_{2}$ , 周期領域の縦横比を 1とする. $A_{n,m}=O(\epsilon_{1^{n|+|m|}}^{1})$ の仮定の下,

$P$ の中の $O(\epsilon_{1}^{N})$ 以上の項だけ残し, 項数有限の常微分方程式系を構成する. (2) より, 初
期値を $\lambda_{0,1}’,$ $-\wedge\cdot 1_{0.-1}’,$ $Z_{1,0},$ $-Z_{-1,0}$ は-(\epsilon 1/2)i, 他は全て $0$ と置く. ここでは, $N=6$ の

場合の常微分方程式系を, $\epsilon_{1}=0.001$ として, 数値的に解いた結果について述べる.
$X_{\iota,0},$ $(n=1,2, \cdot\cdot, 6)$ の振る舞いは, 図 1のようになった. 図 1より, $t_{c}\sim 10$ で $X_{\eta},0$

の,, 依存性が $n^{-p},p\sim 2.5$ となることが分かる. この結果は, Moore(1979) の 2次元的
渦面の解析の結果 ( $t_{c}$は $1+t_{c}/2+\ln(\epsilon_{1}t_{c}/4)=0$ で与えられ, 指数は $p=- 5/2$ ) と良く一

致し, $A_{\iota.0}$は本質的には渦面の 2次元的運動によって決まることを示唆する.
図 2は, $\ln|X_{n,0}|$ 対 $\ln n$ のグラフが最も直線に近くなる時刻 $(t=103)$ における

$X_{71,7?1}$ , $(???$. $=0,1,2,3)$ の /?. 依存性を示す. これにより, $X_{n,1}$の $n$ 依存性が $?l^{-p},p\sim 1.\check{o}$

であることが分かる. $Z$についても同様な振る舞いが観察できる. これは, 部分和

$\sum_{n=-\infty}^{\infty}A_{n,\pm 1}\exp\{i(n\lambda_{1}+\lambda_{2})\}$ (6)

が $t=10.3$ で解析的でなくなることを意味する.

2.3 方法 2
上述の結果は, 解析的にも示すことができる. そのために, Moore(1979) と同様, 以

下の様な展開を考える;

$A_{n,m}$ $=$ $\epsilon_{1}^{|n|}\epsilon_{2}^{|m|}A_{n,m}^{(0)}+\epsilon_{1}|\epsilon_{2}A_{n\underline,7n}^{(,0)}+\cdots$

$+$ $\epsilon_{1}^{|n|}\epsilon_{2}^{|m|+2}A_{n,7?l}^{(0,2)}+\cdots$ . $(’-)$

式 (7) を式 (5) に代入し, 主要項のみを残すことにより, $\{A_{nm}^{(0)}\}$ のみで閉じた方程式系を
得ることができる. こうして得られた方程式は $A_{l}^{\{3_{nt}}$

) について線形で, $A_{n,\pm m}^{(0)}$ に対する非斉
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次項 $P$ は, $\uparrow t,$ $?71$ を正の整数としたとき, $A_{p,q}^{\{0)}(0\leq p\leq n, 0\leq\pm q\leq m, 0<p\pm q<n+\uparrow n)$

により表すことができる. よって $A_{71m}^{(0)}$の方程式系は, 原理的に, 小さい $n,$ $m$ から始め

て全ての 1\sim , ??1- について帰納的に解くことができる.
2次元的渦面の場合と同様に, 3次元的渦面においても特異性の決定には, 時刻が大

きいところでの $A_{n,\pm m}^{(0)}$漸近的な振る舞いが重要である. A鼎,に対する方程式系を (2)
を満たすように, 小さい $n,$ $m$ から逐次解いていくと, 漸近的な解の形が, $n>0,$ $\uparrow?l\geq 0$

として,

$A_{n,\pm\cdot n}^{(0)}=i’(\mp\frac{\delta}{4})^{ln}7$
’ (8)

と書けることが予想できる. この時間依存性が A(10,’)nに対する方程式系及び初期条件 (2)
と矛盾しないことは帰納的に証明できる.
ここで, 展開式 (7) と漸近的時間依存性 (8) より

$X_{n,\pm(m+1)}/X_{n,\pm m}\simeq\epsilon_{2}t^{2}$ , (9)

と)””, $Z$についても同様な式が得られることに注意する. これは, (3) の下では小さい $??\iota$

のフーリエ係数が重要であることを示している.
$A_{n,,,\iota}^{(0)}$ に対する方程式と時間依存牲 (8) より $a_{n,\pm m}^{(0)}\equiv(a_{n,\pm}^{(0)}7?i’ b_{n,\pm m}^{(0)}, c_{n,\pm rn}^{(0)})$ に対する漸

化式を作ることが出来る (より詳細は Ishihara &Kaneda(1994)参照). それらは, $m=0$

に対して, $7\sim:1$ で,
$a_{1,0}^{(0)}=b_{1,0}^{(0)}=0$ , $c_{1,0}^{(0)}=1$ ,

$n\geq 2\text{て^{}\backslash }$ ,

$a_{n,0}^{(0)}= \frac{1}{2(n-1)}\sum_{k=1}^{n-1}kla_{k,0}^{\langle 0)}a_{n-k,0}^{(0)}$ , $a_{n,0}^{(0)}=c_{n,0}^{(0)}$ , $b_{n,0}^{(0)}=0$ , (10)

$m=1$ に対して, $n=0$ で,

$a_{0,\pm 1}^{(0)}=b_{0,\pm 1}^{(0)}=0,$ $c_{0,\pm 1}^{(0)}=1$

$n\geq 1$ で,

$2 \uparrow l(n+1)c_{n,\pm I}^{(0)}=\sum_{k\backslash =1}^{n}\{n^{2}k-(/\iota l+k^{2})\sqrt{\uparrow l^{2}+\delta^{2}}+\frac{kl^{2}\sqrt{\uparrow\tau^{2}+\delta^{\underline{9}}}}{\sqrt{l^{2}+\delta^{2}}}+\frac{nl(nl+\delta^{2})}{\sqrt{l^{2}+\deltaarrow}}\}c_{l,\pm 1}^{(0)}a_{k\cdot,0}^{(0)}$ ,

(11)
$a_{n,\pm 1}^{(0)}= \frac{n}{\sqrt{n^{2}+\delta^{2}}}c_{n,\pm 1}^{(0)}$ , (12)

$b_{n,\pm 1}^{(0)}= \frac{\pm\delta}{\sqrt{n^{2}+\delta^{2}}}c_{n,\pm 1}^{(0)}$ , (13)
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ここで $l=lt-k$ . 同様な漸化式は $\uparrow\tau\iota=2,3,$ $\cdots$ に対して求めることも可能であるが.\acute そ

れらは複雑なものとなる.
漸化式 (10) は, $\perp\backslash$-Ioore が 2次元的渦面において得たものと同じであり, それから

$a_{n,0}^{(0)}=c_{7l}^{(0)}0\simeq e^{l1}\uparrow l^{-5/2}$が導かれる. 漸化式 (11) の数値解を求めてみると, 基本周期領域

の縦横比\deltaによらず $c_{n,1}^{(0)}$ は, 大きな $n$ に対して $e^{n}n^{-3/2}$のように振る舞うことがわかる.

関係式 (12) と (13) から分かるように, $a_{n,\pm 1}^{(0)},$ $b_{n_{\backslash }\pm 1}^{\langle 0)}$は, 各々大きな $n$ #こ対して $e^{n_{1l}-3/2}$ ,

$e^{11}\uparrow\tau^{-5/2}$のように振る舞う. 以上の結果と (8) より, 大きい $t$ と $\uparrow l$ \iota こ対して,

$\epsilon_{1}^{n}\epsilon_{2}(\lambda_{n}’Y_{(0)^{)}}^{(0)}Z_{n,\pm 1}^{n,\pm 1}(0^{\pm 1})\simeq\frac{i}{4}\delta\epsilon_{2}(\begin{array}{l}\mp C_{a}n^{-\frac{3}{2}}C_{b^{1l^{-\underline{\frac{5}{9}}}}}\mp C_{c}n^{-\frac{3}{2}}\end{array})f(t)$ , (14)

を得る. ここで,
$f(t) \equiv t\exp\{\uparrow x(1+\frac{t}{2}+\ln(\frac{\epsilon_{1}t}{4}))\}$ ,

また $C_{a},$ $C_{b},$ $C_{c}$は, $\delta$のみに依存する定数である. こめ結果は, 方法 1で得ら $h$たものと

定量的にも良く一致するものである.

3. 3次元的渦面の数値シミュレーション

3.1 問題の正則化
渦面の方程式 (1) をグリーン関数を使って以下の様に書き換える;

$V(r)=p.\backslash 7\int\int_{S}(\nabla G)\cross W(\lambda_{1}’, \lambda_{\underline{9}}’,t)d\lambda_{1}’d\lambda_{\underline{9}}’$. (15)

ここで

$G \equiv G(R, R’)\equiv\frac{1}{4\pi}\frac{1}{|R-R’|}$ , (16)

$R\equiv R(\lambda_{1}, \lambda_{2}, t)$ $R’\equiv R(\lambda_{1}’, \lambda_{2}’, t)$ , $\nabla\equiv\frac{\partial}{\partial R}$ .

2次元的渦面で成功した Krasny(1986) の数値計算法を 3次元に適用し, (15) の中の

グリーン関数 $G=(1/4\pi)|R-R’|^{-1}$ を

$G_{\epsilon} \equiv G_{\epsilon}(R, R’)\equiv\frac{1}{4\pi}\frac{1}{(|R-R’|^{2}+\epsilon^{2})^{1/2}}$ (17)

に置き換えることにより, 問題を正則化する. $\epsilon$はスムージングパラメタと呼ばれるも

ので, $\epsilonarrow 0$ の時 $G_{\epsilon}arrow G$ であることが重要である. 正則化された方程式は,

$\frac{\partial R(\lambda_{1},\lambda_{2},t)}{\partial t}=-\frac{1}{4\pi}\int\int_{S}\frac{X\cross W(\lambda_{1}’,\lambda_{2}’,t)}{(|X|^{2}+\epsilon^{2})^{3/2}}d\lambda_{1}’d\lambda_{2}’$ . (18)
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となる.

平らで渦度分布が一定の渦面は, (18) の定常解である. 数値計算では, 初期の渦面の
形として次のものを考えた.

$R(\lambda_{1}, /\backslash 2,0)=(\begin{array}{l}\lambda_{1}\lambda_{\underline{9}}0\end{array})+(\begin{array}{l}\epsilon_{2}sin(2\pi\lambda_{-},/b)0\epsilon_{1}sin(2\pi\lambda_{1}/c\iota)\end{array})$ . (19)

3.2 2重周期 Green 関数の取扱い
初期の形が (19) で与えられる渦面は, 以下の周期条件を $t\geq 0$ で満足する;

$W(\lambda_{1}+a, \lambda_{2}+b,t)=W(\lambda_{1}, \lambda_{2}, t)$, (20)

$R(\lambda_{1}+a, \lambda_{2}+b,t)=R(\lambda_{1}, \lambda_{2},t)+ae_{1}+be_{2}$ , (21)

ここで $e_{1}\equiv(1,0,0),$ $e_{2}\equiv(0,1,0)$ . よって (15) での積分領域 $S$は, 周期領域 $[0, a]\cross[0, b]$

に帰着させることができる;

$\int\int_{S}(\nabla G_{\epsilon})\cross W’d\lambda_{1}’d\lambda_{-}’,=\int_{0}^{a}\int_{0}^{b}(\nabla\hat{G}_{\epsilon})\cross W’d\lambda_{1}’d\lambda_{2}’$, (22)

ここで

$\hat{G}_{\epsilon}\equiv\frac{1}{4\pi}\sum_{l=-\infty}^{\infty}\sum_{m=-\infty}^{\infty}\frac{1}{r_{\epsilon}(n,\uparrow n)}$ , (23)

$r_{\epsilon}(n, \uparrow\uparrow\iota)\equiv[\backslash \cdot$

実際の計算には, (23) の微分

$\nabla\hat{C_{\tau_{\in}}}=\frac{1}{4\pi}\sum_{\prime?=-\infty}^{\infty}\sum_{\prime n=-\infty}^{\infty}(\begin{array}{l}\triangle x+an\triangle y+b_{7}n\triangle\sim\gamma\end{array})\frac{1}{r_{\epsilon}(n,\uparrow?r)^{3}}$ (24)

が必要となる. ここで $(\triangle x, \triangle y, \triangle\approx)\equiv(x’-x, y’-y, \approx’-\sim\gamma)$ . (24) は代数巾の和である
ので, $\uparrow l,$ $???$. を有限で打ち切ったものは良い近似を与えない. そこで $?l,$ $1$ について収束

性の良い和を得るため, Baker, Meiron &Orszag(1984) にあるように Ewald の方法を
用いる.

まず, 等式
$\Gamma(3/2)=r^{3}\int_{0}^{\infty}e^{-r^{\underline{\supset}}\beta}\beta^{1/2}d\beta$, (25)
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を用いると, 例えば $x$ 成分に対して,

$(\nabla\hat{C_{\tau_{\epsilon}}})_{x}$ $=$ $\frac{1}{4\pi}\Gamma(3/2)^{-1}\sum_{n=-\infty}^{\infty}\sum_{m=-\infty}^{\infty}(\triangle x+an)\int_{0}^{\infty}e^{-r_{\epsilon}(n,m)^{2}\beta}\beta^{-1/2}d\beta$ (26)

$=$ $\frac{1}{4\pi}\Gamma(3/2)^{-1}(I_{x}+O_{x})$ , (27)

$I_{x}$ $\equiv$ $\sum_{n=-\infty}^{\infty}\sum_{m=-\infty}^{\infty}(\triangle x+an)\int_{0}^{A}e^{-r_{\epsilon}(n,\prime n)^{\underline{\supset}}\beta}\beta^{-1/2}d\beta$, (28)

$O_{\lambda}$. $\equiv$ $\sum_{n=-\infty}^{\infty}\sum_{m=-\infty}^{\infty}(\triangle x+an)\int_{A^{\infty}}e^{-r_{\epsilon}(n,m)^{2}\beta}\beta^{-1/2}d\beta$ , (29)

を得る. 定数 $A$ の値は, 実際の数値計算の段階で計算の精度及び速度を考慮して決め
る. (Baker. Meiron &Orszag(1984) では, $A=1$ に固定してある)

$O_{n}$.は, 以下の様に誤差関数を用いて書くことができる;

$O_{ix}= \sum_{n=-\infty}^{\infty}\sum_{7n=-\infty}^{\infty}(\Delta_{\backslash }x+an)\phi_{1/2}(r_{\epsilon}(n, m)^{2})$, (30)

$\phi_{1/2}($
・

$\iota’)$ $\equiv$ $\int_{A^{\infty}}\beta^{1/2}e^{-\alpha\cdot\beta}d\beta$

$=$ $\frac{A^{1/2}}{x}e^{-Ax}+\frac{1}{2}\sqrt{\pi}x^{-3/2}erfc(\sqrt{Ax})$ . (31)

$A$ の値を適当な大きさにとれば, (30) の $\uparrow l,$ $??l$ についての収束性が良いことがわかる.

$y$ , \tilde \gamma 或分に対する $O_{y}$ , O、も同様である.
$I_{\lambda^{\backslash }}$ は, このままでは収束性が良くないため, $t\equiv 1/\beta$と置き,

$I_{\alpha}$. $= \int_{1/}^{\infty_{A}}t^{-5/2}\sum_{n=-\infty}^{\infty}\sum_{m=-\infty}^{\infty}(an+\triangle x)e^{-r_{\epsilon}(n,m)^{2}/t}dt$ , (32)

のように変形する. 恒等式

$\sum_{7\eta=-\infty}^{\infty}e^{(bm+\Delta y)^{\underline{o}}/t}=\frac{\sqrt{\pi t}}{b}\sum_{n\ddagger=-\infty}^{\infty}e^{-7r^{2}7n^{2}t/b^{2}}\cos(2\pi\uparrow??.\triangle y/b)$, (33)

$\sum_{\}l=-\infty}^{\infty}(a\uparrow l+\triangle x)e^{(on+\Delta x)^{2}/t}=\frac{(\pi t)^{3/-}}{a^{\underline{9}}}\sum_{n=-\infty}^{\infty}e^{-\pi^{2_{??t/a^{2}}^{\underline{\supset}}}}$ rr $\sin(2\pi n\triangle x/a)$ , (34)

を使用すれば,

$I_{\alpha}$. $= \frac{4\pi^{2}}{c\iota^{2}b}\sum_{n=0}^{\infty}\sum_{m=0}^{\infty}u\rangle(n)u)(m)n\sin(2\pi n\triangle x/a)\cos(2\pi m,\triangle y/b)f(\triangle\approx, 1l..l7?)$ , (35)
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を得る. ここで

$uf(k)=\{\begin{array}{l}lk\neq 0\emptyset\beta_{\theta}^{\pm}l/2k=0\emptyset \mathbb{H}\end{array}$

$f( \triangle\approx, ?l, 1\eta)\equiv\int_{1/}^{\infty_{A}}t^{-1/2}\exp\{-\pi^{2}(\frac{n^{2}}{a^{2}}+\frac{m^{2}}{b^{2}})\}\exp\{-(\triangle z^{2}+\epsilon^{2})/t\}dt$ .

シ, \approx 成分に対しても同様に

$I_{y}= \frac{4\pi^{-}}{c\iota b^{2}}\sum_{n=0}^{\infty}\sum_{m=0}^{\infty}uf(n)u;(\uparrow\uparrow x)\cos(2\pi n\triangle x/a)m\sin(2\pi m\triangle y/b)f(\triangle\approx, n, \uparrow)z)$ , (36)

$I_{-,\sim}= \frac{4\pi}{ab}\sum_{\prime\iota=0_{7}}^{\infty}\sum_{n=0}^{\infty}w(n)u’(\uparrow 7?,)\cos(2\pi n\triangle x/a)\cos(2\pi m\triangle y/b)\triangle\approx g(\triangle\sim\gamma n, \uparrow 71)_{;}$. (37)

を得る. ここで

$g( \triangle z, \uparrow\iota, m)\equiv\int_{1/}^{\infty_{A}}t^{-3/2}\exp\{-\pi^{2}(\frac{n^{2}}{a^{2}}+\frac{m^{2}}{b^{2}})\}\exp\{-(\triangle z^{2}+\epsilon^{2})/t\}di$ .

関数 $f(\triangle\approx, n, 1?l),$ $g(\triangle\approx, n., ???.)$ もまた誤差関数を使って書くことができる. (Bal\’ier, Me-
iron&Orszag(1984)参照) こうして $I_{x},$ $I_{y},$ $I_{\approx}$についても収束性の良い和を得ることが
できた.

ここでは, $\triangle\sim\gamma\ll 1$ 及び\epsilon $\ll 1$ を仮定して, $f(\triangle\sim\sim, n, rn),$ $g(\triangle z, n, \uparrow n)$ を次のように展
開する.

$f(\triangle\approx, \uparrow?$. $\uparrow??-)=\phi_{-1/2}^{(n,n?)}-\phi_{-3/2}^{(n,m)}\cdot(\triangle\approx^{2}+\epsilon^{2})+O((\triangle\approx^{2}+\epsilon^{2})^{2})$ , (38)

$g(\Delta_{\sim}^{\sim}, ??., ?7?)=\phi_{-3/2}^{(r?.77l)}-\phi_{-\overline{:)}/2}^{(7?,7n)}\cdot(\triangle\approx^{2}+\epsilon^{2})+O((\triangle\approx^{2}+\epsilon^{2})^{2})$ , (39)

ここで

$\phi_{s}^{(n,m)}\equiv\phi_{s}(\pi^{2}(n^{2}/a^{2}+m^{2}/b^{2}))$ , $\phi_{s}(x)\equiv\int_{1/}^{\infty_{A}}\beta^{s}e^{-x\beta}d\beta$ . (40)

関数\phi 8 $(x),$ $(s=-1/2, -3/2, \ldots)$ は,

$\phi_{-1/2}(x)=\sqrt{\pi/x}erfc(\sqrt{x/A})$ ,

$\phi_{s}(x)=-\frac{1}{s+1}(A^{-(s+1)}e^{-x/A}-x\phi_{s+1}(x))$ ,

等を使用し計算する.
数値計算では $O_{\{x,yy,’\}}$及び $I_{\{x,y,z\}}$における和を次のように打ち切る;

Oxに対して,
$N_{\max ,\sum^{o}}^{()}$

$n=-N_{\max}^{\langle\circ)} \sum_{m=-M_{\max}^{(\circ)}}^{M_{\max}^{(\circ\overline{)}}}$ (41)
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右に対して, $\sum_{7?=0}^{N_{n\tau ax}^{(i)}}\sum_{71?=0}^{M_{nlax}^{(i)}}$ (42)

$I_{\{x,y,z\}}$の和の中に現れる $\phi_{s}^{(n,m)}$ は, 一度評価すれば, その値を繰り返し用いることができ
るのに対し, $O_{\{\alpha\cdot,y,\approx\}}$の和の中に現れる $\phi_{1/2}(r_{\epsilon}(\uparrow l, 1?l)^{2})$ は, その値が $r_{\epsilon}(n, ???)$ に依存する

ため, 時間ステップ毎に評価が必要である. この事実を考慮すると, 定数 $A$ の値を調整

し Nn(?oa)\alpha 、及び \Delta kloa)4の値を小さく設定することにより, 数値計算を一定の精度を保って
高速化できることがわかる. 周期領域の大きさを $a=b=1.0$ とした今回の計算では,
$\Lambda^{r_{7nax}^{(0)}}=\mathbb{J}/’I_{n1(\iota\alpha}^{(0)}$. $=1,$ $N_{\max}^{(j)}=\Lambda I_{7)\iota ax}^{(i)}=5,$ $A=9.0$ のように設定した.

3.3 離散化
離散化は Lagrange 座標空間で行う. すなわち, LagraJlge 座標空間における周期領

域 $0\leq\lambda_{1}\leq 1,0\leq\lambda_{2}\leq 1$ を $\wedge T^{2}$個の等間隔な格子点で代表させる. これにより渦面
$R(\lambda_{1}, \lambda_{2}, t)$ は, $\wedge T^{2}$個の点

$R(I, J)\equiv R((I-1)\triangle\lambda_{1}, (J-1)\triangle\lambda_{2},$ $t$ ),

で近似されることになる. ここで $I,$ $J=1,2,$ $\cdots,$
$\Lambda^{T},$ $\triangle\lambda_{1}=1/\Lambda^{T}$である.

積分 (22) を台形求積により近似して, $\wedge T^{2}$個の点の軌跡に対する常微分方程式系

$\frac{dR(I,J)}{c1t,}=\sum_{I=1}^{N}\sum_{J=1}^{M}(\nabla\hat{C_{7}}\epsilon)(I, J, I’, J’)\backslash \cross W(I’,\dot{J}’)\triangle\lambda_{1}\triangle\lambda_{2}$ , (43)

を得る. ここで $(\nabla\hat{C_{\tau_{\epsilon}}})(I_{\dagger}J, I’, J’)\equiv(\nabla\hat{C_{\tau_{\epsilon}}})(R(I, J),$ $R(I’, J’))$ は, 前節で得られたもの
を用いる. また $W(I’, J’)$ に現れる $\lambda_{2}$についての微分は, 中心差分によって近似する. 方

程式 (43) の時間発展は, 4次のルンゲクッタ法を用いて解く.

3.4 計算結果
数値計算では, スムージングパラメタを $\epsilon=0.1$ , 初期渦面の形 (19) における振幅を

$\epsilon_{1}=0.1,$ $\epsilon_{2}=0.05$ , 渦面を近似する点の数を $30\cross 30,4$次のルンゲクッタ法における時

間刻みを $\triangle t=0.02$ とした.

図 3は数値解の時間発展を示す. そこでは, 渦面の 3次元的な巻き上がりを確認す
ることができる.

図 4で, $t=1.2$ における渦面の様子を詳しく観察すると巻き上がりの中心となる渦
線が 3次元空間中の $\sin$ 曲線のようであり, その $\sin$ 曲線の凸な方向から巻き上がろう
とする渦面においては渦の伸びがあり逆に, 凹な方向から巻き上がろうとする渦面にお
いては渦の縮みがあることがわかる (図の太矢印).
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4 結論と今後の課題

2章で行った弱非線形解析では, 2次元的渦面において現れる特異性は 3次元的摂動
の下でも現れること, 及び渦面の 3次元的運動の特徴を反映する特異性も同時刻に現れ
ることがわかった. 後者は $(n, 1)$ フーリエ係数が大きな $nt$こ対して $n^{-3/2}$ に比例するこ

とが特徴である.

3章で行った数値計算では, 渦面の 3次元的な巻き上がりを確認することができた.
渦面を詳しくみることにより, 渦の伸縮が確認できることがわかった.
数値計算により 2章で得られた特異性を確認することを試みたが, 数値計算のスムー

ジングパラメタ依存性を詳しく調べていないこと, 渦面を近似する点の数が十分でない
こと等が原因で, 有効な結果は得られなかった. 3次元的渦面の性質を解析及び数値計
算により, より詳しく調べていくことが今後の課題である.
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