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非対称係数連立一次方程式に対する反復解法の概観
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岡山理大 河野敏行 (Toshiyuki Kohno)
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1. はじめに
非対称な行列を係数とする連立一次方程式の反復解法の CG 法系の決定版として Bi-

CG STAB 法 [1] が有名であり, 日本では張、藤野氏 [2] が精力的に研究されている. 一

方, SOR系の反復法の研究成果は余り見られない. その理由は加速係数の推定に問題が
ある. しかしながら, アルゴリズムの簡単さからこの反復法は捨て難い魅力がある. 本論
文では SOR 系の反復法として筆者らが興味を持った外挿 SOR反復法, Parterbed SOR
法, MSOR 法と前処理系の反復法について概観する.
2. 外挿反復法
外挿反復法は W. Niethammer と J. Shade [3], Missirlis と Evans[4],Hadjidimos[5] ら

によって系統的に研究された. 外挿法は最初, 歪対称線形方程式の反復法として提案さ
れた [3]. ここでは行列 $A$ の正則分離を $A=I-L-U=M-N$ とする. このとき $M$

と $N$ に対する設定により種々の反復法が存在する. そこで W. Niethammer [7] からこ
の分類法を示す.
$A$ の対角行列にパラメータを付加した分離を $M \equiv\frac{1}{\omega}I-L,$ $N \equiv(\frac{1}{\omega}-1)I+U(\omega\neq 0)$

とすることで,
$T(\omega)\equiv(I-\omega L)^{-1}((1-\omega)I+\omega U)$

となる. これは SOR 演算子である.
また Sisler[8] は下三角行列 $L$ にパラメータを付加した分離を $M\equiv I-\beta L,$ $N\equiv(1-$

$\beta)L+U$ とすると,
$S(\beta)=(I-\beta L)^{-1}((1-\beta)L+U)$

を導いている. これも SOR 演算子である.
更に Sisler は 2つのパラメータを用いる分離を考えた. すなわち, $M \equiv\frac{1}{\omega}I-\beta L,$ $N\equiv$

$( \frac{1}{\psi}-1)I+(1-\beta)L+$ ひ $-\vee$ のときの反復演算子は次のようになる,

$V(\psi, \beta)=(I-\psi\beta L)^{-1}((1-\psi)I+(1-\beta)\psi L+\psi U)$

この反復法は Two parametric method と呼ばれている.
ここで\mbox{\boldmath $\psi$} $=\alpha\omega,$ $\beta=\frac{1}{\alpha}(\alpha, \beta\neq 0)$ とおくことによって,

$V(\psi, \beta)$ $=$ $(I -\psi\beta L)^{-1}((1-\psi)I+(1-\beta)\psi L+\psi U)$

$=$ $(I- \omega L)^{-1}((1-\alpha\omega)I+\alpha\omega(1-\frac{1}{\alpha})L+\alpha\omega U)$

数理解析研究所講究録
第 880巻 1994年 59-67



60

$=$ $\alpha(I-\omega L)^{-1}((1-\omega)I+\omega U)+(1-\alpha)(I-\omega L)^{-1}(I-\omega L)$

$=$ $\alpha T(\omega)+(1-\omega)I\equiv Z(\omega, \alpha)$

が得られる. この反復法は Nitharmer によって緩和 SOR 法または外挿 SOR 法と名付
けられている.

一方,\mbox{\boldmath $\psi$}\rightarrow \beta , $\betaarrow\alpha\omega$ とおく, すなわち, $M \equiv\frac{1}{\omega}I-\alpha\omega L,$ $N \equiv(\frac{1}{\psi}-1)I+(1-\alpha\omega)L+U$

とするとき反復行列は次のようになる.

$V(\psi,\beta)$ $=$ $V(\omega, \alpha\omega)$

$=$ $(I-\alpha\omega^{2}((1-\psi)I+(\omega-\alpha\omega^{2}L+\omega U)$.

この反復法は Hadjidimos によって提案された AOR 法 [5] である.

P.Albrecht と M.P.Klein は外挿 SOR 法 (ESOR 法) について詳細に論究している [6].
彼らは SOR 法が発散するときでも ESOR 法は収束することを示している. 更に係数
行列が非巡回の場合, ESOR 法は SOR 法よりも 2倍速いことを報告している. また,
$4\cross 4$ の行列であるが例題で最適 ESOR 法は最適 SOR 法よりも 100倍速いことを示し
ている. 澤見氏はむしろ SOR 法が遅すぎると主張している. 我々も同感である.
これらの反復法には最適加速係数の推定の問題が残されているが, 最適加速係数を反復
計算中に推定する手法が数多く報告されている. この手法の決定版が L.A.Hageman と

D.M.Young [9] によって提案されている. 従って, この手法の ESOR 法への適用を奨め
る. 仁木らは AOR法の改良版として SAOR法を提案し, また加速係数の推定に [9] の
手法を適用することによって, 良い成果を得た [10] [11].
3. Perturbed SOR 法
大阪女子大学の石原氏が提案した方法で 2点境界値問題への適用を試みている [12].

石原氏が研究集会等で紹介しているのでここでは簡単に述べる.
今, 次に示す非対称行列 $A$ を考える,

$A(\epsilon)=(\begin{array}{llll}2 -1+ \epsilon-1- \epsilon 2 \end{array})$
$\rho(T(\epsilon))=\frac{\sqrt{|\epsilon^{2}-1|}}{2}$ .

直接計算することにより次の定理が与えられる.
定理. SOR 反復行列 $H_{\omega}(\epsilon)$ のスペクトル半径を\mbox{\boldmath $\rho$}(H,(\epsilon )) とする. $\rho(H_{\omega}(\epsilon))<1$ を

満たす必要十分条件は次の (cz), $(b)$ のいずれかである.

$(a)$ $0<\omega<2$ , 妬$pt= \frac{4}{2+\sqrt{\epsilon^{2}+3}}\geq 1$ for $\mathcal{E}^{2}\leq 1$ ,

$(b)$ $0< \omega<\frac{4}{2+\sqrt{\epsilon^{2}-1}}$ $\omega_{opt}=\frac{4}{2+\sqrt{\epsilon^{2}+3}}\leq 1$ for $\epsilon^{2}\geq 1$ .

この手法は最適加速係数の推定が簡単であり実用的であるが, 非対称性が大きいと使用
できない欠点と, 係数行列が 3重対角行列に限定されている.
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4. 修正 SOR 法

$A=\{\begin{array}{ll}D_{1} KH D_{2}\end{array}\}$

が D.M.Young [13] によって性質 $A$ を持つと定義されている. ここで, $A$ は $n$ 次の行列

で $D_{1}$ と $D_{2}$はそれぞれ $k$次と $n-k$次の対角行列である. この係数行列の反復解法とし
て修正 SOR 法 (MSOR 法) が Young によって提案されている. また, 行列 $A$ が非対称

であることに着目して,M. M. Martin らが,MSOR 法を用いることを提案している [14].
彼らは MSOR 法の適用可能な行列を 4 クラスに分類している. なお, 分類するために

記号を次のように定義している.

$N$ $=$ $\{1,2, \cdots, n\}$ ,
$N(i)$ $=$ $N\backslash \{i\}$ , $i\in N$ ,

$N_{1}$ $=$ $\{1,2, \cdots, k\}$ , $k\in N$ ,
$N_{2}$ $=$ $\{k+1, \cdots, n\}$ , $k\in N$ ,

$P_{i}(A)$ $=$ $\sum|a_{ij}|$ , $i\in N$,

$P_{i}^{*}(A)$ $=$ $\sum_{i\in N(i)}^{i\in N(i)}|a_{ii}|$ , $i\in N$ .

各クラスは $A\in C^{nn}$に対して, 次のように定義される.

$C_{0}$クラス : $A$ が狭義優対角である.
$C_{1}$ クラス : $A$ が不等式

$|a_{ii}|>\alpha P_{i}(A)+(1-\alpha)P_{i^{*}}(A),$ $i\in N$

を満たす,\alpha \in $(0, 1$ ] が存在する.
$C_{2}$ クラス : $A$ が不等式

$|a_{ii}||a_{jj}|>P_{i}(A)P_{j}(A),$ $i\in N_{1},$ $j\in N_{2}$

を満たす.
$C_{3}$クラス : $A$ が

$|a_{ii}|(|a_{jj}|-P_{j}(A)+|a_{ji}|)>P_{i}(A)|a_{Ji}|,$ $j\in N(i)$

を満たす $i\in N$が存在する.

以上の各クラスに対して加速係数の収束範囲を導いているが, 詳細は文献 [14] を参照
されたい. 次に Martin らの数値例を示す.

\langle $C_{1}$ クラスの例 \rangle

$A_{1}=|\begin{array}{lll}1 5 41.2 1 00 0 1\end{array}|$

$\frac{2}{3}<\alpha<\frac{3}{7}$に対して $C_{1}$ クラスに属する.
$\alpha=0.7$ とした場合 MSOR 法は次の収束区間を持つ,
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$0<\omega\leq 1$ かっ $\frac{15}{16}\omega<\omega’<\frac{185}{184}$

または

$1< \omega<\frac{164}{168}$ $B_{a’\supset}$ $\frac{15}{16}\omega<\omega’<m\dot{l}n\frac{200-15\omega}{184},$ $\frac{200-163\omega}{36}$

\langle $C_{2}$クラスの例)

$A_{2}=|\begin{array}{lll}1 1 91.1 1 09 0 1\end{array}|$

$\omega\in(0, \frac{2}{2.1})$ か $’\supset$ $\omega’\in(0, \frac{2-.\omega}{1+005\omega})$

\langle $C_{3}$クラスの例)

$A_{3}=|\begin{array}{lllll}l 0 1.3 0 00 1 5 1 03 5 l 0 02 1 0 1 05 1 0 0 1\end{array}|$

$\omega\in(0,1]$ かつ $\omega’\in(0, \frac{2}{1.89})$

または

$\omega\in(1, \frac{2}{1.975})$ $B_{a’\supset}$ $\omega’\in(0, \frac{2-\omega}{1.5-0.555\omega})$

この方法は性質 $A$ を持った係数行列のみに適用可能である. しかも上述のクラスに属
さないときには適用できない. 我々がテストした結果は予想以上に反復回数が多く実用
的であるとは言い難い.
5. 修正ガウス・ザイデル法
最近, 最適加速係数を必要としない修正ガウスザイデル法がA. Gunawardena らに
よって提案されている [15]. この方法は係数行列が非対称の場合に対しても優れた収束
比を示している. これは線型方程式 $Ax=b$ を解く際に直接, 行列 $A$ に反復法を適用す
るのでな \langle , $Z$行列 $A$ に $I+S$の乗算を行っている. ここで,

$S=(\begin{array}{llll}0 -a_{12} 0 00 0 -a_{23} 0\cdots \cdots \cdots \cdots 0 0 0 -a_{n-ln}0 0 0 0\end{array})$



63

である. この乗算は行列 $A$ の第 1次上双対角要素を全て $0$ にする働きがある. ただし,
$Z$行列とは $A=(a_{ij})$ に対して $a_{ii}>0$ かつ $a_{ij}<0$ である. そして計算を簡単にするた
めに $a_{ii}=1$ としている. この乗算行列 $A_{m}$ は

$A_{m}=(I+S)A=I-L-SL-(U-S+SU)$

となる. $i=1,2,$ $\cdots,$ $n-1$ に対して, $a_{ii+1}a_{i+1i}\neq 1$ であるときは常に, $(I-SL-L)^{-1}$

が存在する. 故に, $A_{m}$ に対して, ガウスザイデル反復行列を適用することが可能で
ある. すなわち, 反復行列は次の式のようになる,

$T_{m}=(I-SL-L)^{-1}(U-S+SU)$ .

ここで,A が三重対角行列ならば, $T_{m}=(I-SL-L)^{-1}U^{2}$ である.
この $T_{m}$ を Ananda D. Gunawardena らは修正ガウスザイデル反復行列と名付けてい
る.

次に, 論文 [15] における例題を示す.
例 1.

$A=(\begin{array}{lllll}1 -0.2 -0.1 -0.4 -0.2-0.2 1 -0.3 -0.1 -0.6-0.3 -0.2 1 -0.1 -0.6-0.1 -0.1 -0.1 1 -0.01-0.2 -0.3 -0.4 -0.3 1\end{array})$

この場合,

$\rho(T)=0.9611$ , $\rho(T_{m})=0.9505$

である.
例 2.

$A=$ $(\begin{array}{lllll}1 -0.0089 -0.l305 -0.0679 -0.0252-02891 1 -0.4724 -0.2938 -0.3628-0.1424 -0.3383 1 -0.0972 -0.0290-03454 -0.3384 -0.4843 1 -0.2982-00363 -0.1415 -0.3680 -0.1266 1\end{array})$ .

$\rho(T)=0.6897$ , $\rho(T_{m})=0.5610$

である.
この 2 っの例題より, 明らかに修正ガウス・ザイデル反復行列のスペクトル半径は小さ
くなっていることが分かる.
次に, 我々が提案した適応的ガウスザイデル法を紹介する.
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6. 適応的ガウスザイデル法
我々は修正ガウス・ザイデル法を基に新しい手法 [16] [17] を開発し, 良好な結果を得

た. 我々は I+Sの乗算の代わりに I+Uの乗算を用いる新しい手法を考えた. すなわち,

$A_{a}x=b_{a}$

ここで, $A$
。$=(I+U)A,$ $b_{a}=(I+U)b$ である. このとき, $A_{a}$ は $A$ よりも対角優勢度は

大となる. そして, $A_{a}=D_{a}-E_{a}-F_{a}$に対するガウスザイデル反復行列のスペクト
ル半径は修正ガウスザイデル反復行列のものより小となる. このことを証明する.
補題 1. $A=D-E-F$が $Z$行列ならばガウスザイデル反復行列 $T$のスペクトル

半径の上限は全ての $i$ に対して次式で与えられる,

$\rho(T)\leq\max_{i}\frac{f_{i}}{d_{i}-e_{i}}$

ここで, $d_{i},$
$e_{i},$

$f_{i}$ はそれぞれ $D,$ $E,$ $F$ の $i$ 行の要素の和である.
補題 2 対角優勢行列 $A$ が Z行列ならば Am’Aa もまた Z行列かつ対角優勢行列であ
る.

証明. 行列 $A_{m}=D_{m}-E_{m}$ –F翫 と行列 $A_{a}=D_{a}-E_{a}-F_{a}$ の要素を $A=(a_{ij})$ で

表すと, 次の関係式が成り立つ,

$f_{i^{m}}$ $=$ $- \sum_{j=i+1}^{n}\{a_{ij}-a_{ii+1}a_{i+1j}\}\geq 0$

$d_{i}^{m}$ $=$ $1-a_{ii+1}a_{i+1i}\geq 0$

$e_{i}^{m}$ $=$ $- \sum_{j=1}^{i-1}\{a_{ij}-a_{ii+1}a_{i+1j}\}\geq 0$ ,

$f_{i^{a}}$ $= \sum_{j=i+1}^{n}\sum_{k=i+1,k\neq j}^{n}a_{ik}a_{kj}\geq 0$

$d_{i}^{a}$ $=$ $1- \sum_{k=i+1}^{n}a_{ik}a_{ki}\geq 0$

$e_{i}^{a}$ $=$ $- \sum_{j=1}^{i-1}\{a_{ij}-\sum_{k=i+1}^{n}a_{ik}a_{kj}\}\geq 0$ .

簡単な計算により次の式を得る,

$d_{i}^{a}-e_{i}^{a}-f_{i}^{a}= \sum_{j=1}^{n}\{a_{ij}-\sum_{k=i+1}^{n}a_{ik}a_{kj}\}\geq 0$

$d_{i}^{m}-e_{i}^{m}-f_{i}^{m}= \sum_{j=1}^{n}\{a_{ij}-a_{ii+1}a_{i+1j}\}\geq 0$.

従って, $A_{m}$ , A。は Z行列でかつ対角優勢行列である. $\blacksquare$
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補題 3[18]. $A=I-L-U$を $n\cross n$ 行列とおく. このとき $A$ が行 [列] による

一般対角優勢行列であるための必要十分条件は,

(I - $|L|-|U|$ ) $v=v’$ $[(I-|L|-|U|)^{T}v=v’]$

を満たす正ベクトル $v$ , v’が存在することである.

定理. 対角優勢行列 $A$ が $Z$行列ならば $1\leq i<n-1$ に対して次の不等式が成り

立つ,
$\frac{f_{i^{m}}}{d_{i}^{m}-e_{i}^{m}}>\frac{f_{i^{a}}}{d_{i}^{a}-e_{i}^{a}}$ $(\geq 0)$ .

そして,i $=n-1,$ $n$ に対しては, 次の式が成り立つ,

$\frac{f_{i}^{m}}{d_{i}^{m}-e_{i}^{m}}=\frac{f_{i^{a}}}{d_{i}^{a}-e_{i}^{a}}$ .

7. 数値結果
数値例として次のような対角優勢行列を扱う,

$A=(acbc1.$ $acc1.\cdot$
$aabb.\cdot$

$1ccbb$ $aa1c$

.

$aac1b]$ ,

ここで,

$a= \frac{-p}{n}$ , $b= \frac{-p}{n+1}$ , $c= \frac{-p}{n+2}$

である. パラメータを変化させて得た結果を表 1に示す.
次に, 非対角優勢行列で既約な次のような Z行列を扱う,

$A=(\begin{array}{lllll}1 -0.2 -0.1 -0.4 -0.2-0.2 1 -0.3 -0.1 -0.6-0.3 -0.2 1 -0.1 -0.6-0.1 -0.1 -0.1 1 -0.01-0.2 -0.3 -0.4 -0.3 1\end{array})$ .

$-\vee n\iotah$補題 $3\not\subset k$ り 一般対角優勢行列であり, [18] より $\downarrow RE$すること $B^{\grave{\grave{a}}}\overline{/T\backslash }$されている. $arrow\vee$

の $t\#D^{\mathscr{D}}$果を $\mathfrak{F}2\#\veearrow\overline{/T\backslash }$す.
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表 2

まとめ
非対称連立方程式を解くためのいくつかの反復解法について述べてきたが, ここに

紹介しなかった 1, 2の新しい手法の報告もあるが, 有効性が不明なために割愛した.
いずれにしても SOR 系では反復回数に大きく影響を与える加速係数の推定法が依然と
して残されている. この研究集会で報告したように, 対称問題において適応的ガウス
ザイデル法を加速したものは最適 SOR法よりも反復回数が少ないという結果が得られ
ている. 加速係数の推定法が解決されるならば, アルゴリズムの簡単さからさらに発展
すると考えられる.
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