
68

周期境界値問題に対する特異および特異に近い差分行列の
SOR法

大阪女子大学 石原和夫 (Kazuo Ishihara)

大阪女子大学 山本 慎 (Makoto Yamamoto)

1. SOR法. $Av=b,$ $A=D-L-U=(a:j),$ $1\leq i,j\leq n$ とし, $D,$ $-L,$ $-U$ は $A$ の対角, 狭義の

下三角, 狭義の上三角成分, $a;;\neq 0,1\leq i\leq n,$ $J=D^{-1}(L+U),$ $\lambda_{1},$ $\lambda_{2},$

$\ldots,$
$\lambda$, を $J$ の固有 u, $\omega$ を

mm, $H_{d}=(D-\omega L)^{-1}[(1-\omega)D+(\nu U],$ $v_{k+1}=H_{w}v_{k}+\omega(D-\omega L)^{-1}b,$ $k=0,1,2,$ $\ldots,$ $\rho(I)=$

$1 \leq i\max|\lambda_{i}|\leq\pi\gamma(J)=\max_{\leq 1j\leq}\{|\lambda_{i}|;\lambda;\neq 1\},$ $S(J)= \max_{j}1\leq\leq n\{|\lambda_{i}|;|\lambda;|\neq 1\}$ , とする.

$\mathfrak{X}1$ $[1, 4]$ . (i) $A$ $b^{\sigma}$ convergent $( \lim_{karrow\infty}A^{k}=O)\Leftrightarrow\rho(A)<1$ .
(ii) $\rho(A)=1$ とする. $A$ が semiconvergent ($\lim_{karrow\infty}A^{k}$ が存在)\Leftarrow \Leftrightarrow 7(A) $<1$ かっ $A$ の固有値 1に関す

るすべての elementary divisorが linear.

2. 差分方程式. 次のような周期境界条件の問題を考える.

(1) $\{\begin{array}{l}y’’(x)=p(x)y’(x)+q(x)y(x)+r(x)y(a)=y(b),y’(a)=y’(b)\end{array}$

$a\leq x\leq b$

ここで $p(x),$ $q(x),$ $r(x)$ は周期 $b-a$ の連続関数で, $q(x)\geq 0$ とする. $[a, b]$ を $n$ 等分し, $h= \frac{b-}{n}a$ と

して次のような 2 っのタイプの分点 $x_{i}$ を考える.

$\beta]\frac{a}{1234}$. . .
$n^{--- 0}b$ $n\eta$ $\frac{a}{13}$. .. $n$ ... $42^{-- 0}b$

(1) を申 J\llcorner ‘‘差分近似し, $y(x_{i})$ の近似解を $v$; とすれば (1) の差分方程式は $Av=b$ となる.

補題 2. $h \cdot\max_{a\leq x\leq\iota}|p(x)|<2$ とする. $n$ が偶数のとき, $J$ は cyclic of index 2, $n$ が奇数のとき, $J$ は

primitive となる. また, $n$ が偶数, 分割タイプ圓ならば $A$ は $2-cyclic$ , consistently ordered と

なる.

$n=4$ , cyclic of index 2 $n=5$ , primitive consistently ordered
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定理 1. $p(x)\equiv 0,$ $q(x)\cong 0,$ $n$ が偶数, 分割タイプ [I], $b\in{\rm Im} A$ $\Rightarrow$ $A$ は特異. SOR法は semi-

convergent $(0<\omega<2)$ で, $Av=b$ の解に鳴ひ夏し, $\omega_{\circ pt}=\frac{2}{1+\sqrt{1-\delta(J)^{2}}}=\frac{2}{1+\sin\frac{2\pi}{l}}$ $\gamma(H_{\nu_{op1}})=$

$0<\nu<2nin\gamma(H_{v})$ .
定理 2. $q(x)>0,$ $h \cdot\max_{\circ\leq x\leq b}|p(x)|<2,$ $n$ が偶数, 分割タイプ沖], とする.

(2) $\prod_{i=1}^{n}\{1+\frac{1}{2}p(x_{i})h\}=\prod_{:=1}^{*}\{1-\frac{1}{2}p(x_{i})h\}$

$\Rightarrow$ $A$ は正則で, SOR法は convergent $(\rho(H.)<1,0<\omega<2)$ ,

$\omega_{opt}=\frac{2}{1+\sqrt{1-(\rho(J)^{2})}}$ , $\rho(H_{u_{opt}})=\min_{0<\cdot<2}\rho(H_{w})$ ,

$\frac{2}{1+\sqrt{1-(\frac{2}{2+q_{r\cdot x}h})^{2}}}\leq\omega_{opt}\leq\frac{2}{1+\sqrt{1-(\frac{2}{2+q_{\min}}h=)^{2}}}$
$q_{\max}= \max_{\iota\leq s\leq b}q(x)$, $q \min=\min_{\circ\leq\sim\leq b}q(x)$.

さらに, $h= \frac{b-}{n}a$ が十分小ならば, $\omega_{\circ pt}\approx\frac{2}{1+\sin\frac{2z}{n}}$ .

注意 誤差評価 $|y(x_{i})-v_{i}|=O(h^{2})$ は得られる. 定理 2の条件を満たさない時, SOR法は種々の挙動

をする. 数値例は講演時に示す. Neumann型 2点境界値問題の SOR法については [l].参照
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