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\S 1 序

距離付け可能な局所コンパクト群 $G$ が可測空間 $(X, \mathcal{B})$ に作用し,

(G.1) $(g, x)\mapsto gx$ : $(G\cross X, \mathcal{B}(G)\cross \mathcal{B})arrow(X, \mathcal{B})$ は可測, ただし $\mathcal{B}(G)$ は $G$ 上のボレ

ル加法族

(G.2) $G$ 上の左バール測度 $dg=dm_{G}$ は $\sigma$-有限

であるとき, $G$ を X 上の可測変換群とよぶ.

例えば, 無限次元線形空間 X の有限次元部分空間 $G$ による平行移動を考えるとき, $G$ は

X 上の可測変換群であり, リー群 X の 1径数部分群 $G$ による左移動を考えうとき, $G$ は X

上の可測変換群である. また, 条件 (G.2) は, $G$ が $\sigma-$コンパクトであることと同値である.

$(X, \mathcal{B})$ を可測空間, $G$ を X 上の可測変換群とし, 洞 (X) を $(X, \mathcal{B})$ 上の確率測度の全体,

ル{(G) を $G$ 上のボレル確率測度の全体とする. いま, $\mu\in \mathcal{M}(X)$ に対して

$\mu_{g}($且$)=\mu(g^{-1}A)$ , $A\in \mathcal{B},$ $g\in G$

とすると, $\mu$ の定める写像 .
$g\mapsto\mu_{g}:Garrow$ ノレ (X)

が現れる. 問題は, この写像が連続になるための必要十分条件を与えることである. $\mathcal{M}(X)$

には様々な位相が入るが, ここでは次に述べる応用上の理由から,

$\lim_{garrow e}\mu(A\triangle g^{-1}A)=0$, $A\in \mathcal{B}$ ( $\triangle$ は対称差)

が成り立つための必要十分条件を目標にする.

この問題の動機となったのは, 次の Kallianpur [9] の 0-1法則である. 完備可分距離空間

丁上の実数値関数の全体を $\mathbb{R}^{T}$ で表す. 関数空間 $IR^{T}$ は線形空間であるが, スカラー倍は

考えないことにして加法群と見れば, 「 $\mathbb{R}^{T}$ の部分加群」が考えられる. 例えば, 有界関数

の全体, 連続関数の全体は $\mathbb{R}^{T}$ の部分加群である Kallianpur は $\mathbb{R}^{T}$ 上の, 共分散関数が

連続な平均 $0$ のガウス測度 $\mu$ が, 次の性質をもつことを証明した.
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$\mathbb{R}^{T}$の任意の可測な部分加群 $H$ は, $\mu(H)=0$ or 1 をみたす.

Kallianpur の証明は, 次の三つの段階に分かれる. 共分散関数が定める再生核ヒルベル

ト空間を冗として,

第 1段階 且 $\in \mathcal{B}$ , $f+$ 且 $=$ 且, $f\in$ 冗 $\Rightarrow$
$\mu$ (乃) $=0$ or 1(エルゴード性)

第 2段階 $\lim_{tarrow 0}$ $\mu$
$($且 $-tf)=\mu$ (且), 且 $\in \mathcal{B},$ $f\in \mathcal{H}$ (連続性)

第 3段階 $IR^{T}$ の任意の部分加群 $H$ は $H=$ $\cap H_{p}$ , $H_{p}$ は Qp$-$モジュ $-Js$ と表すこと
p:素数

ができる. ただし, Qp $= \{\frac{m}{n}|(n,p)=(n, m)=1\}$ .

第 1段階, 第 2段階が測度論的な結果であるのに対し, 第 3段階は純代数的な, しかも IR$T$

が線形空間であることを用いた結果である. そのため, Kallianpur の 0-1法則を群の上の測

度にまで拡張しようとするとき, この第 3段階は障害になる. ところが, もし第 2段階を

$\lim_{tarrow 0}\mu($且 $\triangle (A-$ オノ $))$ $=0$ , 且 $\in \mathcal{B},$ $f\in$ 冗

に置き換えることができれば, 第 3段階の議論なしで 0-1法則を証明することができる. こ

れが問題の出発点であり, この場合の可測変換群は $f$ の張る 1次元部分空間である.

本報告では, まず $\lim_{garrow e}$ $\mu$
$($且 $\triangle g^{-1}$且 $)$ $=0$ , 且 $\in \mathcal{B}$ が成り立っための必要十分条件を与

え, それが $\lim_{garrow e}\Vert\mu-\mu_{g}||_{tot}=0$ ( $\Vert\cdot\Vert_{tot}$ は全変動ノルム) とも $\lim_{garrow\ovalbox{\tt\small REJECT}}\mu_{g}($
且 $)$ $=\mu$ (且), 且 $\in \mathcal{B}$

とも同値であることを証明する. 特に, すべての $g\in G$ に対して $\mu_{g}\sim\mu(\mu_{g}$ と $\mu$ が互い

に絶対連続) ならば, $g\mapsto\mu_{g}$ は連続である.

次にこの結果を応用して, Kallianpur の 0-1法則を, 一般の可測群上の確率測度の場合に

まで拡張する (\S 3.1 ). 我々の結果は, Kallianpur の結果とそれを拡張した諸結果を特別な

場合として含むばかりでなく, ループ群上のウイナー測度にも適用できる (\S 32). また,

Zinn[20] で未解決であった問題を解決する (\S 3.3).

\S 2 連続性の特徴付け

定義 1 $G$ 上の測度 $\rho$ と X 上の測度 $\mu$ に対して, X 上の測度 $\rho*\mu$ を

$(\rho*\mu)($且 $)= \int_{G}d\rho(g)\int_{X}I_{A}(gx)d\mu(x)$ , 且 $\in \mathcal{B}$

と定義する.
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注意 1 $\mu_{g}=\delta_{g}*\mu$ であり, $( \rho*\mu)(A)=\int_{G}\mu_{g}($且 $)d\rho(g)$ である.

$if,g_{\backslash }2$ すべての $g\in G$ に対して $\mu_{g}\sim\mu$ であるとき, $\mu$ は $G$-準不変であるという. $\mu$ が G-準
不変ならば $\mu\ll m_{G}*\mu$ であるが, 逆は一般には成立しない.
実際 $G=X=$ IR の場合, $m_{\mathbb{R}}$ はルベーグ測度であり,

$\mu\ll m_{R}*\mu\Leftrightarrow\mu\ll m_{R}$ , $\mu$ : $G$-準不変 $\Leftrightarrow\mu\ll mR$ かつ $\frac{d\mu}{dm\mathbb{R}}>0,$ $m_{R}- a.e$ .

である.

ここで, X 上の確率測度のクラスル lG(X) を次のように定義する. 注意 2より, $G$-準不

変測度は $\Lambda t_{G}(X)$ に含まれる.

定義 2 $\mathcal{M}_{G}(X)=\{\mu\in \mathcal{M}(X)|\mu\ll m_{G}*\mu\}$

次の補題は, $X=G=\mathbb{R}$ の場合の Lebesgue の定理である ([2, Proposition 9, p.275]).

補題 1 $\Phi\in L^{1}(m_{G})$ と $G$ 上の有界可測関数 $f$ に対し,

漣ゐ $|\Phi(g)-\Phi(hg)|dg=0$ , 纏ゐ $|f(g)- f(hg)|\cdot|\Phi(g)|dg=0$

が成り立っ.

定理 1 $G$ を可測空間 $(X, \mathcal{B})$ 上の可測変換群, $\mu\in \mathcal{M}(X)$ とする. このとき次の (1) $\sim(6)$

は同値である.

(1) $\mu\in$ ノレ fG(X).

(2) $\mu\ll\rho*\mu,$ $\rho\ll m_{G}$ となる $\rho\in \mathcal{M}(G)$ が存在する.

(3) $\rho\sim m_{G}$ となるすべての $\rho\in \mathcal{M}(G)$ に対して, $\mu\ll\rho*\mu$ .

(4) 各且 $\in \mathcal{B}$ に対して, $\lim_{garrow e}$
$\mu_{g}($且 $)=\mu($且 $)$ .

(5) 各且 $\in \mathcal{B}$ に対して, $\lim_{garrow e}$ $\mu$
$($且 $\triangle g^{-1}A)=0$ .

(6) $\lim_{garrow e}\Vert\mu-\mu_{g}\Vert_{tot}=0$.

特に, $\mu$ が G-準不変ならば, $\mu\in\Lambda\Lambda_{G}(X)$ である.

証明 (1) $\Leftrightarrow(3)\Rightarrow(2)$ と (5) $\Rightarrow(4)\Leftarrow(6)$ は自明なので, (2) $\Rightarrow(5),$ (2) $\Rightarrow(6),$ (4) $\Rightarrow$

(1) を証明する.
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(2) $\Rightarrow(5)$ の証明. $\psi$ を X 上の有界可測関数とする. このとき補題 1より

$\int_{X}|\psi(x)-\psi(gx)|d(\rho*\mu)(x)$

$=$ $\int_{X}d\mu(x)\int_{G}|\psi(hx)-\psi(ghx)|\Phi(h)dharrow 0$, $garrow e$

が成り立つ $($ただし, $\Phi(h)=\frac{d\rho}{dm_{G}}$ (ん) $)$ .

$F(x)= \frac{d\mu}{d(\rho*\mu)}$(のと任意の $\epsilon>0$ に対し, 有界可測関数 $f$ が存在して

$\int_{X}|F(x)-f(x)|d(\rho*\mu)(x)<\epsilon$ をみたすので

$\int_{X}|\psi(x)-\psi(gx)|d\mu(x)$ $\leq$ $\int_{X}|\psi(x)-\psi(gx)|\cdot|F(x)-f(x)|d(\rho*\mu)(x)$

$+ \int_{X}|\psi(x)-\psi(gx)|f(x)d(p*\mu)(x)$

$\leq$ 2 $\cdot\Vert\psi\Vert_{\infty}\cdot\epsilon+\Vert f\Vert_{\text{。}}\cdot\int_{X}|\psi(x)-\psi(gx)|d(\rho*\mu)(x)$

$arrow$ $2\cdot\Vert\psi\Vert_{\infty}\cdot\epsilon$ , $garrow e$

である. したがって

$\lim_{garrow e}\int_{X}|\psi(x)-\psi(gx)|d\mu(x)=0$

が成り立っ.

(2) $\Rightarrow(6)$ の証明. まず有界可測関数 $f$ に対して

$\lim_{garrow e}\Vert f(\rho*\mu)-\delta_{g}*(f(\rho*\mu))\Vert_{tot}=0$

が成り立つことを示す.

$\delta_{g}*(f(\rho*\mu))=f_{g}((\delta_{g}*\rho)*\mu)$ $($ただし, $f_{g}(x)=f(g^{-1}x))$ より

$\Vert f(\rho*\mu)-\delta_{g}*(f(\rho*\mu))\Vert_{tot}$

$\leq$ $||f(\rho*\mu)-f_{g}(p*\mu)\Vert$
tot

$+\Vert f_{g}(\rho*\mu)-f_{g}((\delta_{g}*\rho)*\mu)\Vert$
tot

$=$ $\sup_{||\varphi||_{\infty}\leq 1}\int_{X}\varphi(x)(f(x)-f(g^{-1}x))d(p*\mu)(x)$

$+ \sup_{||\varphi||_{\infty}\leq 1}(\int_{X}\varphi(x)f(g^{-1}x)d(\rho*\mu)(x)-\int_{X}\varphi(x)f(g^{-1}x)d((\delta_{g}*\rho)*\mu)(x))$

$\leq$ $\int_{X}d\mu(x)\int_{G}|f($ ん$x)-f(g^{-1}hx)|\Phi($ ん $)d$ん $+ \Vert f\Vert_{\infty}\cdot\int_{G}|\Phi(h)-\Phi(g^{-1}$ ん $)|d$ん

が成り立つ (ただし, $\Phi$ (ん) $= \frac{d\rho}{dm_{G}}.($ ん $)$ ). したが $\vee\supset$ て補題 1より

$\Vert f(p*\mu)-\delta_{g}*(f(p*\mu))\Vert_{tot}arrow 0$ , $garrow e$
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である.

次に, $F(x)= \frac{d\mu}{d(\rho*\mu)}$ (のと任意の

$\int_{X}|F(x)-f(x)|d(\rho*\mu)(x)<\epsilon$ が成 $\mathfrak{y}_{\overline{\Delta \mathfrak{l}}}$

有界可測関数 $f$ が存在して

$-f(\rho*\mu)\Vert_{tot}<\epsilon$ である. よって

$\Vert\mu-\delta_{g}*\mu\Vert$
tot

$\leq$ $\Vert\mu-f(\rho*\mu)\Vert$
tot

$+\Vert f(\rho*\mu)-\delta_{g}*(f(\rho*\mu))\Vert$
tot

$+\Vert\delta_{g}*(f(\rho*\mu))-\delta_{g}*\mu\Vert_{tot}$

$<$ $2\epsilon+\Vert f(\rho*\mu)-\delta_{g}*(f(\rho*\mu))\Vert_{tot}arrow 2\epsilon$, $garrow e$

を得る. したがって gli$arrow$me $\Vert\mu-\delta_{g}*\mu\Vert_{tot}=0$ である.

(4) $\Rightarrow(1)$ の証明. $\mu$ が $m_{G}*\mu$ に対して絶対連続でないと仮定すると, 且 $\in \mathcal{B}$ が存在して

$(m_{G}*\mu)($且$)=0$ $k^{a\sim}\supset$
$\mu$ (且) $>$ 0

が成り立っ. このとき, $\mu(g^{-1}A)=0$ , $m_{G}- a.e$ . $g\in G$ であり, $e$ の任意の開近傍は $m_{G}$ 測

度正だから, $G$ の点列 $\{gj\}_{j}^{\infty}=1$ が存在して

$\mu(g_{i}^{-1}A)=0$ かつ $\lim_{jarrow\infty}g_{j}=e$

をみたす. したがって $\lim_{jarrow\infty}\mu(g_{j}^{-1}A)\neq\mu($且 $)$ となり, 矛盾が生じる. $\square$

定理 1では, 準不変性より弱い条件のもとで, $\lim_{garrow e}$ $\mu$
$($且 $\triangle g^{-1}$且 $)=$ 0, 且 $\in \mathcal{B}$ が成り立っ

ことを示した. 一方, $G$-準不変性まで仮定すると, 可測性の問題がなくなって, 且 $\in \mathcal{B}_{\mu}$ につ

いても同様の連続性が成り立っ. ただし, $\mathcal{B}_{\mu}$ は, $\mu$ による $\mathcal{B}$ の完備化を表す.

系 1 $\mu\in \mathcal{M}(X)$ が $G$-準不変ならば, $\lim_{garrow e}\Vert\mu-\delta_{g}*\mu\Vert_{tot}=0$ であり, さらに有界 $\mathcal{B}_{\mu^{-}}$

可測関数 $\psi$ に対して,

$\lim_{garrow e}\int_{X}|\psi(x)-\psi(gx)|d\mu(x)=0$

が成り立っ.

証明 $\mu$ は $G$準不変だから, $m_{G}*\mu\sim\mu$ である. したがって定理 1より,

$\lim_{garrow e}\Vert\mu-\delta_{g}*\mu\backslash \Vert_{tot}=0$ が成り立つ.

$\psi$ を X 上の有界 $\mathcal{B}_{\mu}$ -可測関数とする. $\psi\geq 0$ と仮定しても.一般性を失わない. このとき,

有界 $\mathcal{B}$ -可測関数 $\underline{\psi},$

$\overline{\psi}$ で,

$\underline{\psi}\leq\psi\leq\overline{\psi}$, $\int_{X}|\overline{\psi}(x)-\underline{\psi}(x)|d\mu(x)=0$
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をみたすものが存在する. $\mu$ は $G$-準不変であり,

$|\psi(x)-\psi(gx)|\leq\{\overline{\psi}(x)-\overline{\psi}(gx)|+|\underline{\psi}(x)-\underline{\psi}(gx)|+|\overline{\psi}(gx)-\underline{\psi}(gx)|$

だから,

$\int_{X}|\psi(x)-\psi(gx)|d\mu(x)\leq\int_{X}|\overline{\psi}(x)-\overline{\psi}(gx)|d\mu(x)+|\underline{\psi}(x)-\underline{\psi}(gx)|d\mu(x)$

である. したがって定理 1より,

$\lim_{garrow e}\int_{X}|\overline{\psi}(x)-\overline{\psi}(gx)|d\mu(x)+\lim_{garrow e}\int_{X}|\underline{\psi}(x)-\underline{\psi}(gx)|d\mu(x)=0$

が成り立っ. 口

系 2 $\mu\in \mathcal{M}(X)$ が $G$-準不変ならば,

$\lim_{garrow e}\mu($且 $\triangle g^{-1}$且 $)=$ 0, 且 $\in \mathcal{B}_{\mu}$

である.

例 1 $\{F_{s}\}_{s\in \mathbb{R}}$ は確率空間 $(X, \mathcal{B}, \mu)$ 上の変換の 1径数族で, $F_{s}oF_{t}=F_{s+t},$ $s,$ $t\in$

IR, $(t,$ の $\mapsto\dot{F}_{t}(x)$ : $(\mathbb{R}\cross X, \mathcal{B}(\mathbb{R})\cross \mathcal{B})arrow(X, \mathcal{B})$ は可測であり, $\mu oF_{t}^{-1}\sim\mu$ , $t\in$

IR であるものとする. このとき IR は X上の可測変換群なので, 各 $so\in$ IR に対して,

$\lim_{sarrow s_{0}}\Vert\mu oF_{s}-\mu oF_{so}\Vert_{tot}=0$ が成り立っ.

例 2 山崎 [18, Lemma 2] は, 定理 1から導かれる. $L$ を線形空間, $L^{a}$ を $L$ の代数的な

双対空間とし, $L^{a}$ 上の $\sigma$-加法族で, すべての $\xi\in L$ を可測にする最小のものを $\mathcal{B}_{L}$ とする.

$a\in L^{a}$ を固定し, $F_{t}(x)=x+ta,$ $t\in \mathbb{R}$ とすれば, $L^{a}$ 上の変換の 1径数族 $\{F_{t}\}_{t\in \mathbb{R}}$ が定義

され, $\mathbb{R}$ は $L^{a}$ 上の可測変換群になる. したがって, $\mu\in \mathcal{M}(L^{a})$ が $\mu$
$oF_{t}^{-1}\sim\mu,$ $t\in \mathbb{R}$ をみ

たせば, $\lim_{tarrow 0}\Vert\mu-\delta_{ta}*\mu\Vert_{tot}=0$ が成り立つ.

注意 3 Hamachi-Oka-Osikawa [6], Okazaki [16], Kanter [10] には, 準不変性を仮定した結果が

ある. $\ovalbox{\tt\small REJECT}\gamma\sim$ , Gulick, Liu and van Rooij [5], Liu and van Rooij [11], Liu, van Rooij and Wang [12]

は, $G$ が局所コンパクト空間 X 上の連続変換群の場合に, 定理 1(3), (4) を特徴付けた. ZabeU[19]

は X が標準ボレル空間の場合に, 定理 1(3) と同値な条件を得た. X が局所コンパクト空間の場合

は $G$ の距離付け可能性は不要であるという点を除いて, 定理 1はこれらの結果を特別な場合として

含んでいる.
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\S 3 応用・部分群に対する 0-1法則

X を群, $\mathcal{B}$ を X の部分集合から成る $\sigma$-加法族とする. 演算 $(x, y)\mapsto xy^{-1}$ : $(X\cross X,$ $\mathcal{B}\cross$

$\mathcal{B})arrow(X, \mathcal{B})$ が可測であるとき, $(X, \mathcal{B})$ を可測群とよぶ.

可測群上の確率測度 $\mu$ が

すべての可測な部分群 $H$ に対して, $\mu(H)=0$ or 1

という性質をもつとき, $\mu$ は部分群に対する 0-1法則をみたすという. \S 1で触れた Kallian-

pur の 0-1法則は, 最もよく知られた 0-1法則の一つである. この結果は拡張されて, 可測

な部分群だけでなく, $\mathcal{B}_{\mu}$ -可測な部分群や可測な剰余類の測度も $0$ or 1であることが証明さ

れた (Jain [7], Baker [lD.

ここでは, これらの拡張も含めて統一的に扱うために, 可測群 $(X, \mathcal{B})$ 上の確率測度 $\mu$ が,

$\{\begin{array}{l}\text{任意の} \mathcal{B}_{\mu}- \text{可測部分群} H \text{に対して}, \mu(H)=0 or 1\text{任意の可測部分群} H \text{と任意の} x\in X \text{に対して}, \mu(Hx)=0 or 1\end{array}$

をみたすための条件を求める.

\S 3.1 可測群上の測度の 0-1法則

以下, 可測群 $(X, \mathcal{B})$ 上の可測変換群 $G$ として, X の部分群 $G$ を考える. つまり, 部分群

$G$ による左移動を考えるとき, $G$ が X 上の可測変換群となるような位相が $G$ に入ってい

るものとする. \S 1の冒頭で述べた –つの例は, この条件をみたしている.

定義 3X 上の確率測度のクラス $\mathcal{E}(G),$ $\mathcal{E}’(G),$ $\mathcal{E}’’(G)$ を次のように定義する.

$\mathcal{E}(G)$ $=$ $\{\mu\in \mathcal{M}(X)|\mathcal{B}_{\mu}\ni H$ は部分群で $\mu(H)>0$ ならば, $G\subset H\}$ ,

$\mathcal{E}’(G)$ $=$ $\{\mu\in \mathcal{M}(X)|g^{-1}A\in \mathcal{B}_{\mu},\lim_{garrow e}\mu($ 且 $\triangle g^{-1}$且$)=0$ , 且 $\in \mathcal{B}_{\mu}\}$ ,

$\mathcal{E}’’(G)$ $=$ $\{\mu\in \mathcal{M}(X)|\delta_{g}*\mu\sim\mu, g\in G\}$ .

定義 4 $\mu,$ $\nu\in \mathcal{M}(X)$ に対し, $\mu*\nu\in \mathcal{M}(X)$ を

$(\mu*\nu)($且 $)= \int_{X}d\mu(x)\int_{X}I_{A}(xy)d\nu(y)$ , 且 $\in \mathcal{B}$

と定義する.

命題 1 $G$ が連結ならば, $\mathcal{E}’’(G)\subset \mathcal{E}’(G)\subset \mathcal{E}(G)$ が成り立つ.
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証明 系 2より, $G$ が連結でなくても, $\mathcal{E}’’(G)\subset \mathcal{E}’(G)$ は成り立っ.

$\mu\in \mathcal{E}’(G)$ とし, $\mathcal{B}_{\mu}\ni H$ を X の部分群とする. $G\subset H$ でないと仮定し, $go\in G\cap H^{c}$

をとる. $G$ の連結性から, 単位元 $e$ の任意の開近傍 $U$ の有限個の点ん 1, ん 2, . . ., 妬を

とって, $go=h_{1}$ ん $2^{\cdot}$
. . ん n と書くことができる. よって $H^{c}\cap U\neq\emptyset$ である. したがって,

$G\cap H^{c}$ の点列 $\{gj\}_{j=1}^{\infty}$ で $\text{海_{}\infty}mgj=e$ をみたすものが存在する. ところで, $H$ は部分群だか

ら, $Hn_{gj}^{-1}H=\emptyset,$ $i\in$ IN である. したがって系 2より,

$\mu(H)\leq\mu(H)+\mu(g_{j}^{-1}H)=\mu(H\triangle g_{j}^{-1}H)arrow 0$ , $iarrow+$ 。

が成り立っ. 口

次の二つの補題は, 部分群 $H$ だけでなく, $Hx$ の測度も $0$ or 1であることを証明するた

めのもので, 補題 2は Janssen[@, Lemma 4] による. -$\mu$ (且) $=$ $\mu$ (且-1), 且 $\in \mathcal{B}$ と定義する.

補題 2から, $\mu(Hx)=0$ orl を証明するためには, $(\mu*\overline{\mu})(H)=0or1$ を証明すればよいこ

とが分かる.

補題 2 $\mu\in \mathcal{M}(X)$ とし, $H\in \mathcal{B}$ を X の部分群とする.

(1) $(\mu*\overline{\mu})(H)=1$ であるための必要十分条件は, $\mu(Hx)=1$ をみたす $x\in X$ が存在する

ことである.

(2) $(\mu*\overline{\mu})(H)=0$ であるための必要十分条件は, すべての $x\in X$ に対して $\mu(Hx)=0$

が成り立つことである.

証明 すべての $x\in X$ に対して

$(\mu*\overline{\mu})(H)$ $=$ $\int_{X}d\mu(z)\int_{X}I_{H}(zy^{-1})d\mu(y)$

$=$ $\int_{X}\mu(Hy)\mu(y)\geq\int_{Hx}\mu(Hy)d\mu(y)=\mu(Hx)^{2}$

が成り立っことから, 容易に証明できる. 口

定義 5 $X_{0}$ を X の部分集合, $\mu\in \mathcal{M}(X)$ とする. $a$且 $=$ 且, $a\in X_{0}$ をみたす且 $\subset X$ を

Xo-不変集合とよぶ. また, すべての Xo-不変集合且 $\in \mathcal{B}$ に対して $\mu$
$($乃$)=0$ or 1であると

き, $\mu$ は $X_{0^{-}}$エルゴード的であるという.

補題 3(1) $\mu\in \mathcal{E}’’(G)$ ならば, $\mu*\overline{\mu}\in \mathcal{E}’’(G)$ である.
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(2) $X_{0}$ を X の部分集合, $H\in \mathcal{B}$ を X の部分群とし, $X_{0}\subset H$ とする. このとき $\mu\in \mathcal{M}(X)$

が $X_{0^{-}}$エルゴード的ならば, $(\mu*\overline{\mu})(H)=0$ or 1である.

証明 (1) $\delta_{g}*\mu\sim\mu$ だから, すべての $g\in G$ に対して

$\delta_{g}*(\mu*\overline{\mu})=(\delta_{g}*\mu)*\overline{\mu}\sim\mu*\overline{\mu}$

が成り立っ.

(2) $X_{H}=\{y\in X|\mu(Hy)=0\}$ とすれば, $X_{H}$ は Xo-不変なので, エルゴード性から

$\mu(X_{H})=0$ or 1である. また, 各 $y\in X$ に対し, $Hy$ は Xo-不変だから, $\mu(Hy)=0$ or 1で

ある. したがって,

$( \mu*\overline{\mu})(H)=\int_{X}d\mu(x)\int_{X}I_{H}(xy^{-1})d\mu(y)=\int_{X}\mu(Hy)d\mu(y)$

より, $\mu(X_{H})=1$ ならば $(\mu*\overline{\mu})(H)=0$ であり, $\mu(X_{H})=0$ ならば $\mu(Hy)=1,$ $\mu- a.e$ . $y\in X$ ,

すなわち $(\mu*\overline{\mu})(H)=1$ である. ロ

$i\pm,E\backslash 4$ 「 $\mu*\overline{\mu}$ が $X_{0^{-}}$エルゴード的かどうか分からないが, $X_{0}$ -不変な部分群 $H$ については

$(\mu*\overline{\mu})(H)=0$ or 1が成り立つ」というのが, 補題 3(2) の主張である.

定理 2 $(X, \mathcal{B})$ を可測群, $\{G_{\lambda}\}_{\lambda\in\Lambda}$ を X の部分群の族とし, $\{G_{\lambda}\}_{\lambda\in\Lambda}$ の生成する部分群

を $X_{0}$ とする. 各 $G_{\lambda}$ には, $G_{\lambda}-$ を X 上の可測変換群とするような位相が入っていて, $G_{\lambda}$ は

連結であるとする. このとき $\mu\in \mathcal{M}(X)$ が, すべての $\lambda$ に対して $G_{\lambda}$-準不変であり, さら

に Xo-エルゴード的であれば,

任意の部分群 $H\in \mathcal{B}_{\mu}$ に対して, $\mu(H)=0$ or 1,

任意の部分群 $H\in \mathcal{B}$ と $x\in X$ に対して, $\mu(Hx)=0$ or 1

が成り立っ.

証明 $H\in \mathcal{B}_{\mu}$ を X の部分群で $\mu(H)>0$ をみたすものとして, $\mu(H)=1$ を証明する.

各 $\lambda\in\Lambda$ に対して $\mu\in \mathcal{E}$
“

$(G_{\lambda})$ だから, 命題 1より, $G_{\lambda}\subset H$ である. よって, $\bigcup_{\lambda\in\Lambda}G_{\lambda}\subset H$
,

すなわち $X_{0}\subset H$ である. したがって, エルゴード性から $\mu(H)=1$ である.

次に, $H\in \mathcal{B}$ を X の部分群とする. 各 $\lambda\in\Lambda$ に対して $\mu\in \mathcal{E}’’(G_{\lambda})$ だから, $\mu*\overline{\mu}\in$

$\mathcal{E}$
“

$(G_{\lambda})\subset \mathcal{E}(G_{\lambda})$ である. もし, $\mu*\overline{\mu}(H)>0$ ならば, $G_{\lambda}\subset H,$ $\lambda\in\Lambda$ だから, $X_{0}\subset H$ が成
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り立ち, 補題 3から $(\mu*\overline{\mu})(H)=1$ を得る. よって, $(\mu*\overline{\mu})(H)=0$ or 1であり, 補題 2か

ら $\mu(Hx)=0$ or 1, $x\in X$ である. ロ

X が第 2可算公理をみたす位相群, $\mathcal{B}$ が X 上のボレル加法族で, $\mu$ がラドン測度の場合,

準不変性より弱い条件のもとで 0-1法則が成り立っ.

定理 3X を第 2可算公理をみたす位相群, $\mathcal{B}$ を X 上のボレル加法族とする. $\{G_{\lambda}\}_{\lambda\in\Lambda}$

を X 上の部分群の族とし, $\{G_{\lambda}\}_{\lambda\in\Lambda}$ の生成する部分群を Xo とする. 各 $G_{\lambda}$ には, $G_{\lambda}$ を

X 上の可測変換群とするような位相が入っていて, $G_{\lambda}$ は連結であるとする. このとき,

$\mu\in\bigcap_{\lambda\in\Lambda}\mathcal{M}_{G_{\lambda}}(X)$ がラドン測度であり, Xo-エルゴード的であれば,

任意の右剰余類 $Hx\in \mathcal{B}_{\mu}$に対して, $\mu(Hx)=0$ or 1

が成り立っ.

証明 $H$ を X の部分群, $x\in X$ とし $Hx\in \mathcal{B}_{\mu}$ であるとする. $\mu$ はラドン測度だから,

$\sigma-$コンパクト集合 $K\subset Hx$ で, $\mu(Hx\backslash K)=0$ をみたすものが存在する. よって, $Kx^{-1}$ が

生成する部分群を $H_{0}$ とすれば, $H_{0}$ は $\sigma-$コンパクトであり,

$K=(Kx^{-1})x\subset H_{0}x\subset Hx$ , したがって $\mu(Hx\backslash H_{0}x)=0$

が成り立っ. よって, $H\in \mathcal{B}$ と仮定しても一般性を失わない.

$(\mu*\overline{\mu})(H)>0$ ならば, $\mu*\overline{\mu}\in\bigcap_{\lambda\in\Lambda}\mathcal{M}_{G_{\lambda}}(X)$ より, $\bigcup_{\lambda\Lambda}G_{\lambda}\subset H$ , すなわち Xo $\subset H$ であ

る. したがって補題 3より $(\mu*\overline{\mu})(H)=1$ が成り立ち, 補題 2より, すべての $x\in X$ に対

して $\mu(Hx)=0$ or 1である. ロ

この定理が成り立つ典型的な例を二つ挙げる. $\mathbb{R}^{\infty}$ を実数列の全体とし, そのうち, $0$ で

ない項が有限個しかないものの全体を $IR_{0}^{\infty}$ とする.

例 3(独立確率変数列) X $=\{X_{n}\}_{n=0}^{\infty}$ を確率空間 $(\Omega, \mathcal{F}, P)$ 上の独立確率変数列と

し, 各 $X_{n}$ の分布はルベーグ測度と互いに絶対連続であるとする. X の導く $(\mathbb{R}^{\infty}, \mathcal{B}(\mathbb{R}^{\infty}))$

上の分布を $\mu$ とすれば,

任意の剰余類 $H+x\in \mathcal{B}(IR^{\infty})_{\mu}$ に対して, $\mu(H+x)=0$ or 1

が成り立つ. 実際,

$IR^{(n)}=\{(x_{j})_{j=0}^{\infty}|x_{j}=0, j>n\}$ , $n\geq 0$
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とすれば, 各 IR$(n)$ は IR$\infty$ の部分群かっ IR$\infty$ 上の連結な可測変換群であり, $\mu$ は $\mathbb{R}^{(n)_{-\text{準不}}}$

変である. また, $\bigcup_{n}IR^{(n)}$ の生成する部分群は岬である.
-方, Kolmogorov の 0-1法則より X の末尾事象は自明であるが, このことは $\mu$ が I-ROc忍

エルゴード的であることと同値である. したがって定理 3が適用できる.

例 4(ガウス測度) $E$ を局所凸実線形位相空間とし, $E^{*}$ をその位相的双対空間, $\langle x,$ $\xi\rangle$

を $E\cross E^{*}$ 上の線形形式とする. $\mu$ を $(E, \mathcal{B}(E))$ 上のガウス・ラドン測度, すなわち各 $\xi$ に

対し, $\xi(x)=\langle x,$ $\xi\rangle$ が平均 $0$ の正規分布に従う確率変数となるようなラドン確率測度とす

る. このとき $E$ を加法群と考えて

$\mu(H)=0$ or 1, 任意の部分群 $H\in \mathcal{B}(E)_{\mu}$

が成り立つ. 実際, 再生核ヒルベルト空間を冗とすれば, $\mu$ は冗-準不変かつ冗-エルゴード

的である. さらに各ん $\in$ 冗に対して $G_{h}=\{t$ん $|t\in \mathbb{R}\}$ とすれば, $G_{h}$ は $(E, \mathcal{B}(E))$ 上の

可測変換群であり冗
$= \bigcup_{h\in\ovalbox{\tt\small REJECT}}G_{h}$

である.

\S 3.2 ループ群上のウイナー測度の 0-1法則

$\Gamma$ を連結, 単連結なリー群, $\mathcal{G}$ をそのリー環とし, $\mathcal{G}$ 上に (Ad $\Gamma$ )-不変な内積が存在するも

のとする.

$[0,1]$ から $\Gamma$ への連続写像 $\gamma$ で $\gamma(0)=e$ をみたすものの全体を $W$ とする. また, 絶対連

続な $\gamma\in W$ で

$p( \gamma)^{2}=\int_{0}^{1}|\gamma(s)^{-1}\frac{d\gamma(s)}{ds}|^{2}ds<+\infty$

をみたすものの全体を $K$ とする. このとき, 確率微分方程式

$dg(s)=db(s)og(s)$ , $g(O)=e$ , $\{b(s)\}_{s\in[0,1]}\mathfrak{l}h\mathcal{G}$ 上のブラウン運動

の解の分布として $W$ 上のウイナー測度 $P$ が定義される.

さらに, ループ群乙 $=\{\gamma\in W|\gamma(.1)=e\}$ 上のウイナー測度を $\mu$ (且) $=P($ 且 $|\gamma(1)=e)$

と定義し, $K_{0}=\{\gamma\in K|\gamma(1)=e\}$ とする.

定理 4 ループ群 $\mathcal{L}$ 上のウイナー測度 $\mu$ は

任意の右剰余類 $Hx\in \mathcal{B}_{\mu}$に対して, $\mu(Hx)=0$ or 1

をみたす.
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証明 Malliavin and Malliavin [13] により, $\mu$ は Ko-準不変である. また Gross [4] によ

り
$,$

$\mu$ は $K_{0^{-}}$エルゴード的である. いま, 絶対連続なん: $[0,1]arrow \mathcal{G}$ で,

ん (0) $=$ ん (1) $=0$ , $\int_{0}^{1}|\dot{\text{ん}}(s)|^{2}ds<+\infty$

をみたすものの全体を $H_{0}$ とし, $\gamma_{e}$ を Ko の単位元, すなわち $\gamma_{e}(s)\equiv e,$ $s\in[0,1]$ とする.

このとき Gross [3, Lemma 2.1] より, $\mathcal{G}$ から $\Gamma$ への指数写像は, $\exp H_{0}\subset K_{0}$ をみたし, さ

らに $\exp H_{0}$ は $\gamma_{e}$ の近傍を含む. したがって, $\{e^{h}|$ ん $\in H_{0}\}$ の生成する部分群は $IC_{0}$ に一

致する. いま, $h\in H_{0}$ に対して $G_{h}=\{e^{th}\}_{t\in \mathbb{R}}$ とすれば, $G_{h}$ は乙上の連結な可測変換群で

あり,
$\bigcup_{h\in H_{0}}G_{h}$

は $K_{0}$ を生成する. したがって, 定理 3が適用できる. $\square$

\S 3.3 数列空間上の測度の 0-1法則

$X=\{X_{n}\}_{n=0}^{\infty}$ を実確率変数列, X の導く $(\mathbb{R}^{\infty}, \mathcal{B}(IR^{\infty}))$ 上の分布を $\mu$ とし, $p_{n}$ : $IR^{\infty}arrow$

$\mathbb{R}^{n+1}$ : $\{x_{j}\}_{j=0}^{\infty}\mapsto\{x_{j}\}_{j}^{n}=0$ とする. また, $IR^{n+1}$ 上のルベーグ測度を $\lambda_{n}$ と書く. Zinn[20]

は $IR^{\infty}$ 上のボレル確率測度の族をいくつか導入して, それらの包含関係を調べたが,

$\mathcal{E}_{1}$ $=$ $\{\mu\in \mathcal{M}(\mathbb{R}^{\infty})|\mathcal{B}(\mathbb{R}^{\infty})_{\mu}\ni H$ は部分群で $\mu$ (H) $>0$ ならば, $\mathbb{R}_{0}^{\infty}\subset H\}$ ,

$\mathcal{E}_{2}$ $=$ $\{\mu\in \mathcal{M}(IR^{\infty})|\mu\circ p_{n}^{-1}\ll\lambda_{n}, n\geq 0\}$ ,

の間の包含関係は未解決であった.

命題 2 $\mathcal{E}_{2}\subset \mathcal{E}_{1}$ である.

証明 $\mu\in\cdot \mathcal{E}_{2}$ とし, 部分群 $H\in \mathcal{B}(\mathbb{R}^{\infty})_{\mu}$ は $\mu(H)>0$ をみたすものとする. $\mu$ はラド

ン測度だから, $\sigma-$コンパクトな部分群 $H_{0}$ で $\mu(H_{0})>0$ をみたすものが存在する. よって,

$H\in \mathcal{B}(\mathbb{R}^{\infty})$ と仮定しても一般性を失わない.

もし $\mathbb{R}_{0}^{\infty}$ が $H$ に含まれていなければ,

$a=(a_{0}, a_{1}, \ldots, a_{n},0,0, \ldots)\in H^{c}$ , $a_{n}\neq 0$

が存在する. $\mu$ を分布とする確率変数列を $X=\{X_{j}\}_{j}^{\infty}=0$ とし, $(X_{0}, \ldots, X_{n})$ の分布を $\mu_{n}$ と

する. また, $g$ を $\mathbb{R}^{n+1}$ 上の標準ガウス測度とする. このとき, すべての $(x_{0}, \ldots, x_{n})\in IR^{n+1}$

に対して $g\sim g*\delta_{(x0,\ldots,x_{n})}$ だから, $\mu_{n}\ll g\sim g*\mu_{n}$ が成り立つ. よって, 定理 1を

$\mu\in \mathcal{M}_{\mathbb{R}^{(n)}}(\mathbb{R}^{\infty}\cdot)$ に適用して $\lim_{tarrow 0}\mu$ ( $H\triangle$ (H-ta)) $=0$ を得る. いま $\frac{1}{k}a\not\in H,$ $k\in \mathbb{N}$ だから,

$\mu(H)\leq\mu(H)+\mu(H-\frac{1}{k}a)=\mu(H\triangle(H-\frac{1}{k}a))arrow 0$, $karrow+\infty$
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となるが, これは $\mu(H)>0$ に矛盾する. したがって $IR_{0}^{\infty}\subset H$ である. $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

このことから次の 0-1法則が成り立つ.

定理 5 $X=\{X_{n}\}_{n=0}^{\infty}$ を実確率変数列とし, X が導く $(IR^{\infty}, \mathcal{B}(\mathbb{R}^{\infty}))$ 上の分布を $\mu$ とす

る. また, $(X_{0}, \ldots, X_{n})$ が導く $IR^{n+1}$ 上の分布を $\mu_{n}$ とする. このとき,

X の末尾事象が自明で, $\mu_{n}\ll\lambda_{n}$ , $n\geq 0$ ならば,

任意の剰余類 $H+x\in \mathcal{B}(\mathbb{R}^{\infty})_{\mu}$ に対して, $\mu(Hx)=0$ or 1

が成り立っ.

証明 $\mu$ はラドン測度であり, さらに命題 2の証明の中で示したように,

$\mu\in \mathcal{M}_{\mathbb{R}^{(n)}}(\mathbb{R}^{\infty})$ , $n\geq 0$ である. したがって定理 3が適用できる. ロ

注意 5 $\mu_{n}\sim\lambda_{n}$ まで仮定した場合は, Zinn [20, Corollary 3.1] が

任意の部分群 $H\in \mathcal{B}(IR^{\infty})_{\mu}$ に対して, $\mu(Hx)=0$ or 1

であることを証明している.
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