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1 序

可積分系、あるいはそれに散逸的な摂動の加わった方程式に対して、その方程式を時間発
展の初期値問題として捉え、解の挙動を考察したい。 ところで解の時間発展の挙動を考察
するとき、解の持つ自由度が有限である場合がある。例えば散逸系であれば、任意の初期
値から出発した解の自由度が時間と共に減少し、最終的に有限の自由度しかなくなること
がある。 これは、関数空間内に、時間に関して正不変な、 ある有限次元的な曲面が存在し
($\Gamma$ とする)、任意の初期値から出発した解が $tarrow\infty$ で F上のある軌道に漸近していくこと
であると考えられる (Fig.1)。従って解の漸近挙動は、元の方程式を $\Gamma$上に制限すること
によって得られる方程式によって記述される。 $\Gamma$が有限次元であるため、その方程式は常
微分方程式となる。 このように元の偏微分方程式が、 より自由度の低い方程式に帰着され
ることを “ 縮約 “ と呼ぶ。

方程式が可積分系の場合は、無限の保存量があるためそのような曲面 rは存在しな
い。 しかしながら、ある特定の初期値のクラスから出発した解を考えると、初期値依存で
はあるが、先述の $\Gamma$に似た性質を持つ曲面が存在し得る (Fig.2)。従って解の挙動はある
意味でその曲面上の運動に縮約される。 ここではこのような立場で、 [1] に沿って KdV方
程式、 或いはその摂動系の解の時間発展の挙動を考察することにしよう。

2 初期値問題

ここで考える方程式は

$u_{t}+6uu_{x}+u_{xxx}+\epsilon Ru=0$ , (1)

ただし $x\in I=[0, L],0<\epsilon<<1_{-}.Ru=u_{xx}+u_{xxxx}$ とし、 $I$上周期境界条件を課すること
にする。 また $L$ は十分大とする。 $\epsilon=0$ のとき (1) は可積分系の方程式である $KdV$ 方程
式となり、 $\epsilon>0$ のとき (1) は液膜流上を伝わる長波長の不安定波の近似方程式として知
られる Benney 方程式となる。 これは非可積分である。 (1) に対して次のような初期値問
題を考えることにする。

$\varphi(z;c)=\frac{c}{2}$ sech2 $( \frac{\sqrt{c}}{2}z)$ とおく。 これは$R$上の $KdV$
’

方程式の速度 $c$ に対応する l-soliton
解である。 $\varphi(z;c)$ は $z$に関して指数減衰しているので、 $\varphi(z;c)$ の値が十分小さくなったと
ころで適当に cut off したものを改めて妖$z;c$) と表すことにする。 $x_{1},x_{2}\in I$を十分離れた

$I$上の 2点とし、
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$v_{0}(x)=\varphi(x-x_{1};c_{1})+\varphi(x-x_{2};c_{2})$

とおく (Fig 3)。鞠 (のを初期値とする (1) の解の挙動を考えよう。
まず$\epsilon$ $=0$ $(KdV$ 方程式$)$ のときを考えることにする。 このとき例えば $c_{1}>c_{2}$であ

れば、速度 $c_{1}$に相当するパルスが速度 C2に相当するパルスを $I$上何度も追い越すという様
子が観察されるであろう。一方 $c_{1}=c_{2}$のときは、 どちらも速度 $c^{*}=c_{1}=c_{2}$の l-so五 ton

解に近いため、 ほぼ速度 $c^{*}$の等速運動をすると予想される。 ところが (1) を数値計算し、
2つのパルス間隔の時間変動を調べると Fig 4に見られるように、周期的に変化している
のが観測された。 この現象を縮約の考えで理解するのが今回の目的である。

2章では $KdV$方程式 $(\epsilon=0)$ に対して、 3章では Benney 方程式 $(\epsilon>0)$ に対して
考察する。

3 $KdV$ 方程式の縮約化

この章では初期値 $u_{0}$で $c^{*}=c_{1}=c_{2}$ としたときの $KdV$ 方程式におけるパルス相互作
用を考えることにする。方程式 (1) $(\epsilon=0)$ を $z=x-c^{*}t$ と座標変換し、

$u_{t}-c^{*}u_{Z}+6$冠?$\iota z$ $+u_{ZZZ}=0,0<Z<L$ (2)

で考える。 また $u$ は、 その初期値恥の形からほぼ

冠 $(t, z)=\varphi(z-z_{1}(t);c^{*})+\varphi(z-z_{2}(t);c^{*})$

に近い形をしていると考えることが出来る。
$z_{1}$の運動を求めよう。周期境界条件が課せられていることから、 $z_{1}$は、 その中心が

$z=z_{2}$ と $z=L-z_{2}$にあるパルスの裾を通して主に影響を受けると考えられる。そこで
(2) の解 $u$ を

冠 $(t, z)=\tilde{\varphi}^{1}+\tilde{\varphi}^{2}+\tilde{\varphi}^{3}+b$ , (3)

ただし

$\tilde{\varphi}^{1}(z)$ $=$ $\varphi(z-z_{1};c^{*}+\dot{z}_{1})$ ,
$\tilde{\varphi}^{2}(z)$ $=$ $\varphi(z-z_{2};c^{*}+\dot{z}_{2})$ ,
$\tilde{\varphi}^{3}(z)$ $=$ $\varphi(z-L+z_{2};c^{*}+\dot{z}_{2})$

という形で求めることにする。 ここで、 $b$ はより高次の微小量、 $z_{1}=z_{1}(t)$ , zl $=$ dZl/砒等
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とする。 また、 ぎ 1,22 $\sim$ 0と考える。 (3) を (2) に代入し、ゐについてその 1次の項までを
書き表すと

$b_{t}+K[\tilde{\varphi}^{1}+\tilde{\varphi}^{2}+\tilde{\varphi}^{3}]b+g=0$ , (4)

ただし、

$K$ [ $\varphi$ (z)]ゐ $=$ -c$*$ゐ z $+$ 6{ $\varphi$ (z)ゐ}z $+$ ゐ zzz’

また $g$はゐを含まないゐに関する非斉次の項、すなわち

$g(z)$ $=$ $6\{\tilde{\varphi}^{1}(z)\tilde{\varphi}^{2}(z)+\tilde{\varphi}^{2}(z)\overline{\varphi}^{3}(z)+\tilde{\varphi}^{3}(z)\tilde{\varphi}^{1}(z)\}$

$+\ddot{z}_{1}\varphi_{c}(z-z_{1};c^{*}+\dot{z}_{1})+\ddot{z}_{2}\varphi_{c}(z-z_{2};c^{*}+\dot{z}_{2})+\ddot{z}_{2}\varphi_{c}(z-L+z_{2};c^{*}+\dot{z}_{2})(5)$

である。今、 $z\sim z_{1}$で考えているので $\varphi\sim$2, $\tilde{\varphi}^{3}\sim 0$ と考えることができる。また、 $\dot{z}_{1},\dot{z}_{2}\sim 0$

であるから $\varphi^{*}(z)=\varphi(z;c^{*})$ として、

$g\sim g_{1}(z)=6[\varphi^{*}(z_{\backslash }-z_{1})\{\varphi^{*}(z-z_{2})+\varphi^{*}(z$ 十 $L-z_{2})\}]_{Z}$ 十 $\ddot{Z}_{1\varphi_{c}^{*}(z-}z_{1})$ ,

及び (4) は近似的に

ゐ t $+$ A’Iゐ $+g_{1}=0$ (6)

となる。 ただし $M$は微分作用素

$M$ゐ $=K[\varphi^{*}(z-z_{1})]b$

である。 今、 $M$の共役作用素

$M^{*}$ゐ $=c^{*}\text{ゐ_{}z}-6\varphi^{*}(z-z_{1})b_{z}-\text{ゐ_{}zzz}$

に対して $M^{*}\varphi^{*}(\cdot-z_{1})=0$ より (6) において、 高次項ゐが $tarrow\infty$ で有界にとどまるため
の条件として

$<g_{1},$ $\varphi^{*}(\cdot-z_{1})>L^{2}=0$ (7)

を得る。 ただし、 $<\cdot,$ $\cdot>L^{2}$は $I$上の $L^{2}$内積を表す。 (7) は $l=z_{2}-z_{1}$ として

$<\varphi^{*},$ $\varphi_{c}^{*;}>L^{2}\sim 1+6<\varphi^{*}(\cdot),$ $[\varphi^{*}(\cdot)\{\varphi^{*}(\cdot-l)+\varphi^{*}(\cdot+L-l)\}]_{z}>L^{2}=0$ (8)
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となるが、 $l>>1$ 及び $L-l>>1$ より、

$\{\begin{array}{l}\varphi^{*}(z-l)\sim 2c^{*}e^{\sqrt{C^{*}}(z-l)}\varphi^{*}(z+L-l)\sim 2c^{*}e^{-\sqrt{t}(z+L-l)}\varphi_{z}^{*}(z)\sim\mp 2c^{*\frac{3}{2}}e^{\mp\sqrt{c^{*}}z}(Zarrow\pm\infty)\end{array}$ $(9)$

となることを使うと (8) として

$\ddot{z}_{1}+16c^{*\frac{5}{2}}(e^{-\sqrt{C^{*}}\iota}-e^{-\sqrt{c^{*}}(L-l)})=0$ (10)

を得る。 $\ddot{z}_{2}$に対しても同様の運動方程式

$\ddot{z}_{2}+16c^{*\frac{5}{2}}(e^{-\sqrt{C^{*}}(L-l)}-e^{-\sqrt{C^{*}}\iota})=0$ (11)

が得られる。 (10) と (11) より $l$だけの方程式

$i\cdot+32c^{*\frac{5}{2}}(e^{-\sqrt{C^{*}}(L-l)}-e^{-\sqrt{C^{*}}\iota})=0$ (12)

が成立するが、 これは戸田格子の方程式である。従ってパルス間隔の時間振動的挙動は
(12) の戸田格子の解の性質より説明される。 また、 (10) $\}$ (11) が方程式 (2) の縮約であり、
次の 4次元曲面 $\Gamma$上の運動を記述していると考えられる :

$\Gamma=\{\varphi(z-z_{1};c^{*}+\dot{z}_{1})+\varphi(z-z_{2};c^{*}+\dot{z}_{2})+\varphi(z-\sim+L;c^{*}+\cdot\dot{z}_{2});(z_{1},\dot{z}_{1},z_{2},\acute{z}_{2})\in R^{4}\}$.

4 Benney 方程式の縮約化

この章では (1) で$\epsilon>$ 0の場合のパルス相互作用を考える。 ただし、 3章と同様初期値
陶で $c^{*}=c_{1}=c_{2}$ とする。 (2) と同様 $z=x-c^{*}t$ と変数変換した方程式

$u_{t}-c^{*}u_{z}+6uu_{z}+u_{zzz}+\epsilon Ru=0,0<z<L$ (13)

を扱う。 3章と全く同様にして $z_{1}$の満たすべき方程式が導かれるが、まず高次項ゐの満た
すべき方程式は (4) に $\epsilon$Ru の項を考慮した

$b_{t}+K[\tilde{\varphi}^{1}+\tilde{\varphi}^{2}+\tilde{\varphi}^{3}]$ ゐ $+g+\epsilon R(\tilde{\varphi}^{1}+\tilde{\varphi}^{2}+\tilde{\varphi}^{3})=0$ (14)

となり、 ゐの $t$ に関する有界性と 3章と同様の近似を用いて、結果として
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$\ddot{z}_{1}+16c^{*\frac{5}{2}}(e^{-\sqrt{c^{*}}\iota}-e^{-\sqrt{C^{*}}(L-t)})+\epsilon F(\dot{z}_{1})=0$ (15)

を得る。 $z_{2}$についても同様に

$\ddot{z}_{2}+16c^{*\frac{5}{2}}(e^{-\sqrt{c^{s}}(L-I)}-e^{-\sqrt{c^{\wedge}}\iota})+\epsilon F(\dot{z}_{2})=0$ (16)

となる。 但し、 $l=z_{2}-z_{1}$及び

$F( \zeta)=\frac{2}{\sqrt{C^{*}}}<\varphi(\cdot;c^{*}+\zeta),R\varphi(\cdot;c^{*}+\zeta)>L^{2}$

である。 (15), (16) が方程式 (13) の縮約であり、 3章と同じ 4次元曲面$\sqrt{}$上の運動を記述
している。 ここで以後の簡便さのために

$G(l)=16c^{*\frac{5}{2}}(e^{-\sqrt{C^{*}}(L-l)}-e^{-\sqrt{f}l})$

とおき、 (15) 及び (16) を

$\ddot{z}_{1}-G(l)+\epsilon F(\dot{z}_{1})$ $=0$ (17)
$\ddot{z}_{2}+G(l)+\epsilon F(\dot{z}_{2})$ $=$ $0$ (18)

と表しておくことにする。 このとき (17) (或いは (18)) より、 次のことが分かる。
まず、 2つのパルス問の距離が $\epsilon$に比べて十分大きい場合、すなわち吸び $L-l$が十

分大きく $G(l)<<\epsilon$となる場合を考えよう。 この場合は (17) において G(のが無視できる
ため (17) は本質的に

$\ddot{z}_{1}+\epsilon F(\dot{z}_{1})=0$ (19)

で記述されるであろう。 (19) より $\dot{z}_{1}$は $F$のある安定平衡点$\dot{z}_{1}=$ 嬬 $($F(嬬) $=0)$ に磁の時間
スケールで漸近していくことになる。 このような嬬はただ一つであることが $F$の簡単な
計算から分かる。 このことは、 $\epsilon R$という散逸が入ったために任意の速度をもつパルスは
もはや存在せず、 ある一定の速度略のパルスに漸近していくことを示唆しており、 [3] の
結果と一致する。
それでは各パルスが速度嬬のパルスに十分近づいた後、それらはどのような相互作用

により]
$\grave$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$動するであろう $B_{1_{\circ}}$ そのために $c^{*}=q^{*}$ とする o $\dot{z}_{1},\dot{z}_{2}\sim 0$ より $A= \frac{dF}{d\zeta}|_{\zeta-\sim}(>0)$

とおくと、 (17) 及び (18) は近似的に

$\ddot{z}_{1}-G(l)+\epsilon A\dot{z}_{1}$ $=$ $0$

$\ddot{z}_{2}+G($の $+\epsilon A\dot{z}_{2}$ $=0$,
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従って

$i+2G(l)+\epsilon Ai=0$ (20)

となる。今吸び $L-l$が十分大きく $G(l)\sim\delta<<\epsilon$ としよう。 時間スケールを $T=$ 魂と
変換すると (20) は

$\delta^{2}l_{TT}+O(\delta)+\delta\epsilon Al_{T}=0$ (21)

となるが、 (21) において $\delta$の一次の項を比較することによって結局$\delta$2伽、すなわち伽の
項を無視した

$2G(l)+\epsilon Al=0$ (22)

が得られる。従って 2つのパルスの間隔 $l$は、 時間に関して単調に (22) の持つ唯一つの
安定平衡点 $l=L/2$ に収束していくことが分かる。 これは [1] の結果と一致する。 ここで
(22) は (20) を更に縮約した方程式にもなっていることに注意しておく (Fig.5)。
その他、数値計算から示される (13) のさまざまな解の挙動が (20) から全て説明でき

ることが分かっている ([2])。
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Captions
Fig 1散逸系における有限次元正不変曲面 $\Gamma$

。

Fig 2可積分系における有限次元正不変曲面 r。

Fig 3初期値 $u_{0}(x)$ の形 $(c_{1}>c_{2}$の場合 $)$

。

Fig 4 $KdV$ 方程式 (2) における 2つのパルスのパルス間距離 $l$の時間発展。

Fig 5相平面 $(\iota, i)$ における (20) の解軌道。
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