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1. はじめに

回転する球の内部における熱対流の運動は、地磁気ダイナモの問題に関連して、 これま

でに多くの研究がある (文献 1 、
$2$ 参照) $\circ$ 一様に分布する熱源と球の中心からの距離に比

例する自己重力によって引き起こされる定常な流れの線形安定性については、自転速度が速

い極限の場合に Robert (文献 3) と Busse(文献 4) によって調べられた。彼らは、撹乱

が自転軸を軸とするある半径の円柱近傍に局在していると仮定して解析を行ない、撹乱が赤

道面に関して反対称 (Robert) および対称 (Busse) の場合の臨界 Rayleigh 数を求めた。

このうち、対称の場合の臨界 Rayleigh 数がより低い値を与える。

ところが、彼らが求めた臨界撹乱 (Bessel 関数で表される) は径方向に局在せず、撹乱

の局所性の仮定に矛盾してしまうことがわかった。それ以来、 この非局所性の困難が多くの

研究者によって考察された (例えば文献 5参照) 。最近、矢野 (文献 6) は、球面の赤道面

に対する傾きが小さいという簡単化の仮定のもとで局在解を構成した。 しかし、実際に撹乱

が励起される位置での球面境界の傾きは小さくないので、 この簡単化は必ずしも正当ではな

い。 このため、厳密解からの有限の大きさのずれを引き起こす結果を導く可能性がある。実

際、 \S 4.1 と \S 5で述べるように、臨界撹乱の構造が径方向からずれるのはこのずれの例であ

る。

本稿では、球の

問題の定式化を行なう。 \S 3では、撹乱が径方向に局在していると仮定して、撹乱についての

線形の偏微分方程式系を導く。我々の解析は、 $Rol\supset ert$ (文献 3) と Busse(文献 4) の解

析と次の点で異なっている。彼らは、径方向を向いた撹乱に限定しており、撹乱の位相は半

径方向に変化しない o 一方、本解析では、撹乱の位相が径方向に変化.$\mathcal{T}$ る傾斜撹乱が含まれ

ている。 このおかげで、彼らの限定された撹乱についての解析では得られなかった局在解を

構成することが可能になる。 しかし、 \S 4で証明されるように、一様に分布した熱源と球の中

心からの距離に比例する自己重力によって駆動される熱対流に対して臨界 Rayleigh 数を与

えるのは径方向に向いた極限での撹乱である。従って、臨界 Rayleigh 数は Ro$\rceil)$ert(文献
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3 $)$ と Busse(文献 4) によって得られたものに一致する。しかしながら、径方向に向いた

撹乱は局在しないので、 この臨界 Rayleigh 数は極限値としてのみ意味がある。 この臨界値

よりほんの少し大き $\backslash$ Rayleigh 数に対しては、局在撹乱が存在し、 それは径方向から少し

傾むく。最後に、 これまでになされた研究との関連について \S 5で議論する。

2. 基礎方程式

一定角速度 $\Omega$ で

対称に分布した内部熱源 $Q(r)$ によって駆動されるとする。流体の速度 $\tau\iota$ と温度丁の時間

発展を記述する方程式は、 Bussinesq 近似のもとで、球とともに

$\frac{\partial u}{\partial t}+(u\cdot\nabla)u=-\frac{1}{p}\nabla p+\alpha\gamma Tr+\nu\nabla^{2}u+2u\cross\Omega$ , $(2.1a)$

$\frac{\partial T}{\partial t}=-\nabla\cdot(uT)+\kappa\nabla^{2}T+Q$, $(2.1b)$

$\nabla\cdot u=0$ , $(2.1c)$

となる。 ここに、 $\rho$ は一様で一定な流体の密度、 $P$ は遠心力と重力を込めた実効圧力、 7は

動径ベクトル $(r=|r|)$、 $\alpha$ は体積膨張率、 $\gamma$ は重力場 $g(r)=-\rho\gamma r$ の係数、 $\nu$ は動粘性

係数、 $\kappa$ は熱拡散率、 $\nabla$ は勾配演算子、 $\nabla^{2}$ はラプラシアンである。速度の境界条件とし

ては粘着条件

$u=0$

を採用する。

$(r=a^{-}C^{\vee})$ (2.2)

もし、温度が境界で一様かつ一定であれば、定常な熱伝導状態

$u_{0}=0$ , $(2.3a)$

$T_{0}(r)=c_{1}- \frac{1}{\kappa}\int_{0}^{r}\frac{dr_{1}}{r_{1}^{2}}\int_{0}^{r_{1}}r_{2^{2}}Q(r_{2})dr_{2}$ , $(2.3b)$

$p_{0}(r)= \alpha\gamma\rho\int_{0}^{r}T_{0}(r_{1})r_{1}dr_{1}+c_{2}$ $(2.3c)$

が存在する $0$ ここに、 $c_{1}$ と c2 は定数である。 このとき、温度の境界での値は $T_{0}(a)$ であ

る。以下の解析では、 この値を一定のまま止めておく。

さて、定常状態 (2.3) の線形安定性を考えよう。定常状態からの微小撹乱をプライムを

付けて表し、

$u=u_{0}+u’$ , $(2.4a)$
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$T=T_{0}+T’$ , $(2.4b)$

$p=p_{0}+p’$ $(2.4c)$

と書く。式 (2.4) を式 (2.1) に代入し、微小撹乱について線形化すると、

$\frac{\partial u}{\partial t}=-\frac{1}{\rho}\nabla p+\alpha\gamma Tr+\iota/\nabla^{2}u+2u\cross\Omega$, $(2.5a)$

$\frac{\partial T}{\partial t}=\beta Fu\cdot r+\kappa\nabla^{2}T$ , $(2.5b)$

$\nabla\cdot u=0$ $(2.5c)$

および・境界条件

$u=0$ , $T=0$ $(r=a$ で $)$ (26)

が得られる (ただし、 プライムを省略した) 。ここに、

$\beta=-(\frac{1}{r}\frac{dT_{0}}{dr})_{r=a}$ , (2.7)

$F(r)=- \frac{1}{(\theta r}\frac{dT_{0}}{dr}$ (28)

で、 $F(a)=1$ が成り立つ。特に、一様に分布した熱源 $Q(r)=$ 一定 ( $=Q_{0}$ とおく) の場合

には、 $\beta=Q_{0}/3\kappa$ で、

$F(r)\equiv 1$ (2.9)

が成り立つ。

次に、撹乱方程式 (2.5) を無次元化するために、長さを $a$ で、時間を $a^{2}/\kappa$ で、温度を

$\beta a^{2}$ で測り、無次元量 ( $*$ 印で表す) を

勉 $= \frac{\kappa}{a}u^{*}$ , $t= \frac{a^{2}}{\kappa}t^{*}$ , $r=az^{*}$ ,
$\rho\kappa^{2}*$

$T=\beta a^{2}T^{*}$ , (2.10)
$p=p\overline{a^{2}}$

のように導入する $0$ このとき、撹乱 $\mathfrak{B}-$程式 (2.5) は ( $*$ 印を省略すると) ・

$( \nabla^{2}-\frac{1}{Pr}\frac{\partial}{\partial t})u=\frac{1}{Pr}\nabla p-RaTr-(Ta)^{1/2}u\cross\hat{z}$, $(2.11a)$

$( \nabla^{2}-\frac{\partial}{\partial t})T=-Fu\cdot r$ , $(2.11b)$
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$\nabla$ . 勉 $=0$ $(2.11c)$

となる。境界条件は、

駕 $=$ $0$ , $T=0$ $(r$ . $=1$ $-\tau^{\backslash }\backslash )$ $(212)$

である。 ここに、 $Ra=\alpha\gamma\beta c\iota^{6}/\kappa\nu$ は Rayleigh 数、 $Ta=(2\Omega a^{2}/t/)^{2}$ は Taylor 数、

$Pr=\nu/\kappa$ は Prandtl 数、 また $\hat{z}$ は回転軸 ( $z$ 座標) 方向の単位ベクトルである。

Taylor 数が大き $v$ 場合には、 Taylor-Proudman の定理により、撹乱の $z$ 依存性は $s$

および $\phi$ 依存性に比べて弱いので、流体運動を円柱座標系 $(s,$ $\phi$ ,ので記述するのが漸近解析

に便利である。 このとき、境界の球は $s^{2}+z^{2}=a^{2}$ と表される。

速度場はソレノイダ J$\triangleright$であるから、 2つのスカラー関数を用いて

$u=\nabla\cross(\Psi\hat{z})$ 十 $\nabla\cross\nabla\cross(\Phi\hat{z})$ (2.13)

と表される。速度の各成分を具体的に書くと、

$u_{s}= \frac{1}{s}\frac{\partial\Psi}{\partial\phi}+\frac{\partial^{2}\Phi}{\partial s\partial z}$, $(2.14a)$

$u_{\phi}=- \frac{\partial\Psi}{\partial s}+\frac{1}{s}\frac{\partial^{2}\Phi}{\partial\phi\partial z}$ , $(2.14b)$

$u_{z}=-\nabla_{\perp}^{2}\Phi$ $(2.14c)$

となる。 ここに、

$\nabla_{\perp}^{2}=\frac{\partial^{2}}{\partial_{\delta^{\circ}}^{2}}+\frac{1}{s}\frac{\partial}{\partial s}+\frac{1}{s^{2}}\frac{\partial^{2}}{\partial\phi^{2}}$ (2.15)

は回転軸に垂直な平面におけるラプラシアンである。

式 $(2.11a)$ の curl および curl cvrl と単位ベクトル $\hat{z}$ の内積をとると、 2つのスカ

ラー関数 $\Psi$ と $\Phi$ に関する発展方程式が得られて、

$( \nabla^{2}-\frac{1}{Pr}\frac{\partial}{\partial t})\nabla_{\perp}^{2}\Psi+(Ta)^{1/2}\frac{\partial}{\partial z}\nabla_{\perp}^{2}\Phi+Ra\frac{\partial T}{\partial\phi}=0$, $(2.16a)$

$( \nabla^{2}-\frac{1}{Pr}\frac{\partial}{\partial t})\nabla^{2}\nabla_{\perp}^{2}\Phi-(Tc\iota)^{1/2}\frac{\partial}{\partial z}\nabla_{\perp}^{2}\Psi-Ra(z\nabla_{\perp}^{2}-s\frac{\partial^{2}}{\partial s\partial z}-2\frac{\partial}{\partial_{\sim}7})T=0,$ $(2.16b)$

となる。 また、式 (2.116) から、温度丁の発展方程式は

$( \nabla^{2}-\frac{\partial}{\partial t})T+F(s^{\neg}\frac{\partial^{2}}{\partial s\partial z}-z\nabla_{\perp}^{2})\Phi+F\frac{\partial\Psi}{\partial\phi}=0$ $(2.16c)$
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となる。境界条件は

$\frac{1}{s}\frac{\partial\Psi}{\partial\phi}+\frac{\partial^{2}\Phi}{\partial s\partial_{\tilde{L}}}=0,$ $- \frac{\partial\Psi}{\partial s}+\frac{1}{s}\frac{\partial^{2}\Phi}{\partial\phi\partial z}=0$ , $-\nabla_{\perp}^{2}\Phi=0,$ $T=0$ $(r=1T^{\vee})$ (2.17)

と書ける。

線形方程式系 (2.16) と (2.17) は $z$ に関して対称であるので、対称撹乱

$\{\begin{array}{l}\Psi(s, \phi, z,t)=\Psi(s, \phi, -z, t),\Phi(s, \phi, z, t)=-\Phi(s, \phi, -z, t),T(s, \phi, z, t)=T(s, \phi, -z, t)\end{array}$ (2.18)

と反対称撹乱

$\{\begin{array}{l}\Psi(s, \phi, z, t)=-\Psi(s, \phi, -z,t),\Phi(s, \phi, z, t)=\Phi(s, \phi, -z, t),T(s, \phi, z, t)=-T(s, \phi, -z, t)\end{array}$ (2.19)

を別々に取り扱うことができる。対称撹乱 (反対称撹乱) では、速度の $r$ 成分と $\phi$ 成分およ

び温度は $z$ の偶関数 (奇関数) で、速度の $z$ 成分は $z$ の奇関数 (偶関数) である。

3. 局在解の構成

ここでは、微分方程式 (2.16) と (2.17) によって記述される撹乱の安定特性と臨界安定

状態の空間構造を Taylor 数が大きい場合について調べる。まず、微小パラメター

$\epsilon=(Ta)^{-}$ 石 (3.1)

を導入する。

31 オーダー $\neg\overline{r}-1B$lffi
微分方程式 $($ 2.16 $)$ と $($ 2.17) の解が大きな Taylor 数の極限にお.bてどのような空間構

造に漸近するかは必ずしも自明ではない。 Roberts (文献 3) と Busse(文献 4) によっ

て求められた解は、径 $(s)$ 方向と周 $(\phi)$ 方向には激しく変化するが、軸 $($の方向にはゆっく

り変化し、 ある半径 $(s=s_{p}$ , とする $)$ の円柱近傍に局在していた o ここでは・ 彼らの解析の

ように解の変動のスケー’$\triangleright$を天下り的に仮定はしないで、それを系統的に導くことにする。
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まず、径方向、周方向、軸方向における解の変化のスケールをそれぞれ $\epsilon^{a}$

、
$\epsilon^{b\text{、}}\epsilon^{c}$ と

おく。 ただし、 $a,$ $b,$ $c\geq 0$ とする。 これは、微分演算子 $\partial/\partial s$

、
$\partial/\partial\phi$

、
$\partial/\partial z$ を $\Psi$

、
$\Phi$ お

よび $T$ に作用させた時

$\frac{\partial}{\partial s}=O(\epsilon^{-a})$ , $\frac{\partial}{\partial\phi}=O(\epsilon^{-b})$, $\frac{\partial}{\partial z}=O(\epsilon^{-c})$ (32)

であることを意味する。いまの系は線形であるので、撹乱の振幅は一般性を失うことなしに

任意に取れる。そこで、 $\Psi=O(1)$ とおき、従属変数の大きさを

$\Psi=O(\epsilon^{0})$ , $\Phi=O(\epsilon^{d})$ , $T=O(\epsilon^{e})$ , $Ra=O(\epsilon^{-f})$ (3.3)

と仮定する。 ただし、 $d$
、

$e$
、 $f$ は実数である。 このとき、演算子 $\nabla\perp^{2}$ と $\nabla^{2}$ の大きさは

それぞれ

$\nabla\perp^{2}=O(\epsilon^{-2\max(a,b)})$ , $\nabla^{2}=O(\epsilon^{-2\max(a,b,c)})$ (3.4)

となる。 さて、方程式 (2.16) の 9つの項の全てが同程度の大きさであることを要求すると、

臨界撹乱に対するスケー-$\triangleright$指数 $a-f$ を一意的に決定することができて、

$a=b=d=e=1$ , $c=0$ , $f=4$ (3.5)

となる (付録参照) 。時間微分項も関係するとすると、

$\frac{\partial}{\partial t}=O(\epsilon^{-2})$ (3.6)

である。

以上のオーダー評価を考慮して、撹乱を

$\Psi=\check{\Psi}(s, z)\exp[i\omega t+im\phi]$ , $(3.7a)$

$\Phi=\epsilon\check{\Phi}(s, z)\exp[i\omega t+im\phi]$ , $(3.7b)$

$T=\epsilon\check{T}(s, z)ex,p[i\omega t+im\phi]$ $(3.7c)$

の形におき、
$\frac{\partial\check{\Psi}}{\partial s}$ , $\frac{\partial\check{\Phi}}{\partial s}$ ,

.

$\frac{\partial\check{T}}{\partial s}=O(\epsilon^{-1})$ , $(3.8a)$

$\omega=\epsilon^{-2}\omega^{*}$ , $(3.8b)$
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$m=\epsilon^{-1}m^{*}$ , $(3.8c)$

$Ra=\epsilon^{-4}Ra^{*}$ $(3.8d)$

と仮定する $\circ$ ここで、 $\omega^{*}$

、
$m^{*}$

、
$Ra^{*}$ は 0(1) の量とする。 このとき、

$\frac{\partial}{\partial\phi}=\epsilon^{-1}im^{*},$ $\nabla^{2}=\nabla_{\perp}^{2}(1+O(\epsilon))=\epsilon^{-2}(\mathcal{D}+O(\epsilon))$ (3.9)

となる。 ただし、

$\mathcal{D}=\epsilon^{2}\frac{\partial^{2}}{\partial s^{2}}-\frac{m^{*2}}{s^{2}}$ (3.10)

である。

式 $(3.7)-(3.10)$ を微分方程式 (2.16) に代入し、 $\epsilon$ に関して最低次の項をとると、

$( \mathcal{D}-\frac{i\omega^{*}}{Pr})\mathcal{D}\check{\Psi}+\mathcal{D}\frac{\partial\check{\Phi}}{\partial z}+im^{*}Ra^{*}\check{T}=0$, $(3.11a)$

$( \mathcal{D}-\frac{i\omega^{*}}{Pr})\mathcal{D}\check{\Phi}-\frac{\partial\check{\Psi}}{\partial z}-Ra^{*}z\check{T}=0$ , $(3.11b)$

$(\mathcal{D}-i\omega^{*})\check{T}-Fz\mathcal{D}\check{\Phi}+im^{*}F\check{\Psi}=0$ $(3.11c)$

が得られる。 ただし、 ここでは局在解を考えているから、式 $($ 3.11 $b)$ の全体に作用していた

演算子 $D$ は省略されている。 このため、微分方程式系の階数が下がるので、粘着の境界条

件 (2.17) の全てを満たすことができない。 ここでは、不通過の境界条件、すなわち球面に垂

直な速度成分がゼロであるという条件

$su_{s}+zu_{z}= \frac{\partial\Psi}{\partial\phi}+s\frac{\partial^{2}\Phi}{\partial s\partial z}-z\nabla_{\perp}^{2}\Phi=0$ $(s^{2}+z^{2}=1^{-}C^{*})$ (3.12)

のみを課す。パラメター $\epsilon$ の最低次では、 この境界条件は

$im^{*}\check{\Psi}-\mathcal{D}z\check{\Phi}=0$ $(s^{2}+z^{2}=1$ で $)$ $($ 3.13 $)$

となる。一方、温度丁の境界条件は式 $(3.11c)$ によって自動的に満たされて $V\backslash$ る。

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathfrak{o}}32$

微分方程式系 (3.11) と (3.13) の解を

$\check{\Psi}(s, z)=\overline{\Psi}(z|s_{p})\exp[\frac{i}{\epsilon}K(s)]$ , $(3.14a)$

$\check{\Phi}(s, z)=.\overline{\Phi}(z|s_{p})\exp[\frac{i}{\epsilon}K(s)]$ , $(3.14b)$

$\check{T}(s, z)=\overline{T}(z|s_{p})\exp[\frac{i}{\epsilon}K(s)]$ $(3.14c)$
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の形に仮定して求めることにする。 この関数形に対しては、微分演算子 $\epsilon^{n}\partial^{n}/\partial s^{n}$ は単に

$\epsilon^{n}\frac{\partial^{n}}{\partial s^{n}}=[ik(s)]^{n}+O(\epsilon)$ (3.15)

と置き換えればよい。ただし、

$k(s)= \frac{dK(s)}{ds}$ (3.16)

で、 これを複素波数とよぶ。式 (3.15) の右辺の第 1項が生き残るためには、 $k(s)\neq 0$ であ

る必要がある。 これに対して、複素波数がゼロとなる極限 $(k(s)arrow 0)$ の場合は、別に考察

しなければならない (\S 4.2参照).

式 (3.14) を方程式系 (3.11) と (3.13) に代入して整理すると、

$(D- \frac{i\omega^{*}}{Pr}ID\overline{\Psi}+D\frac{\partial\overline{\Phi}}{\partial z}+im^{*}Ra^{*}\overline{T}=0$ , $(3.17a)$

$(D- \frac{i\omega^{*}}{Pr})D\overline{\Phi}-\frac{\partial\overline{\Psi}}{\partial z}-Ra^{*}z\overline{T}=0$ , $($翫 $17b)$

$(D-i\omega^{*})\overline{T}-FzD\overline{\Phi}+im^{*}F\overline{\Psi}=0$ $(3.17c)$

と境界条件
$im^{*}\overline{\Psi}-Dz\overline{\Phi}=0$ $(s^{2}+z^{2}=1$ で $)$ $($ 3.18 $)$

が得られる。 ここに、

$D=-k^{2}- \frac{m^{*2}}{s^{2}}$ (3.19)

である $\circ$ 方程式 (3.17) と斎次境界条件 (3.18) は、 $s$
、

$Ra^{*}$
、

$\omega^{*}$

、
$m^{*}$ および $Pr$ を与えて

バを決定するという固有値問題を構成する。

さて、 $k^{2}$ がある点 $s=s_{p}$ (この点は後で、撹乱の振幅の最大値に選ぶ) のまわりに、

$k(s)^{2}=a_{0}+a_{1}(s-s_{p})+O((s-s_{p})^{2})$ (3.20)

のように Taylor 級数に展開できると仮定する $0$ ここに、 $a_{0}(\neq 0)$ と $a_{1}$ は $s_{P^{\text{、}}}$

$Ra^{*}$
、

$\omega^{*}$

、

$m^{*}$ および $Pr$ の複素関数である. パラメター $\epsilon$ が小さい極限では、撹乱の空間構造は主と

して式 (3.14) の位相関数 $K(s)$ によって決定される 。 点 $s=$ Sp 近傍の $K(s)$ の関数形は、

式 (3.20) を積分することによって得られる。式 (3.20) の最初の 2項から、

$k(s)=\pm[a_{0}+a_{1}(s-s_{p})]^{\frac{1}{2}}+O((s-s_{p})^{2})$ (3.21)
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が出てくる。 これを積分すると、

$K(s)=const$ . 土 $\frac{2}{3a_{1}}[a_{0}+a_{1}(s-s_{p})]^{\frac{3}{2}}+O((s-s_{p})^{3})$ (3.22)

となる。従って、撹乱 $\check{\Phi}$ は、

$\check{\Phi}\propto\overline{\Phi}(z|s_{p})\exp[\pm\frac{2}{3a_{1}\epsilon}[a_{0}+a_{1}(s-s_{p})]^{\frac{3}{2}}]$ (3.23)

と表される。

いま $a_{0}\neq 0$ であるから、関数 $K(s)$ を点 $s=s_{p}$ のまわりで、 Taylor 展開して、

$iK(s)=iK(s_{p})+i$ん $(s_{p})(s-s_{p})+ \frac{i}{2}k’(s_{p})(s-s_{p})^{2}+O((s-s_{p})^{3})$ (3.24)

を得る。 ここに、

ん $(s_{p})=\pm a_{0^{\frac{1}{2}}}$ , $(3.25a)$

$k’(s_{p})= \frac{a_{1}}{2k(s_{p})}$ $(3.25b)$

である。絶対値 $|\check{\Phi}|$ が最大となる点では、式 (3.24) の $(s-s_{p})$ の係数がゼロで、 $(s-s_{p})^{2}$

の係数が負、すなわち、

$k_{i}(s_{p})=0$ $($ 3.26 $)$

かつ、

$k_{i}’(s_{p})>0$ (3.27)

である o 波数ん (sp) が実数であるので $a_{0}>0$ である o 条件 (3.27) はいつでも満たすことが

できる。 というのは、 $a_{1};>0$ か $a_{1i}<0$ に従って・ $k_{r}(s_{p})=\sqrt{a0}t>k_{r}(s_{p})=-\sqrt{a0}B>$

のいずれかをとれば $\backslash$いからである o もしも、 $a_{1i}=0$ であれば、 $|\check{\Phi}|$ は一般には $s_{p}$ のまわ

りに局在せず、 より高次の項を考慮しなければならない。以上により、

$\check{\Phi}(s, \wedge\sim)\approx\overline{\Phi}(z|s_{p})\exp[\frac{i}{\epsilon}\{K(s_{p})+k_{r}(s_{p})(s-s_{p})+\frac{1}{2}k’(s_{p})(s\cdot-s_{p})^{2}\}]$ (3.28)

を得る。従って $\grave$ 撹乱は

$\Phi\approx\overline{\Phi}(z|_{\underline{\overline{b}}}\cdot\iota\supset)e_{-}\backslash \prime p[\frac{i}{\epsilon}\{K(s_{p})+\frac{1}{2}k’(s_{p})(s-s_{p})^{2}+k_{r}(s_{p})(s-s_{p})+m^{*}\phi+\omega^{*}t\}]$ (3.29)
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と書ける。

これは、撹乱が点 $s=s_{p}$ を中心として径方向に $O(\sqrt{\epsilon})$ の広がりをもち、位相が径方

向から角度

$\alpha=$ -arctan $( \frac{\text{ん_{}r}(s_{p})}{m}*)$ (3.30)

だけ傾いていることを示している。式 $($ 3.23 $)$ からわかるように、 $a_{0}arrow 0$ のとき、撹乱の構 i

造は振幅最大の点 $5=s_{p}$ でより鋭くとがる $0$

4. 一様熱源の場合の安定特性

4.1 $\Gamma J$ Ra lei $h$

ここでは、 内部熱源が球内に一様に分布している場合を考える。この場合は、 $F\equiv 1$

である (式 (2.9) 参照).

方程式 $($ 3.11 $)$ と $($ 3.13 $)$ から $\dot{\Psi}$ と $\check{T}$ を消去して、

$[($つ一 $i\omega^{*})\frac{\partial^{9}\sim}{\partial z^{2}}-Ra^{*}\mathcal{D}(\mathcal{D}$ 一 $\frac{1\omega^{*}\backslash }{Pr})z^{2}$

$+( \mathcal{D}-\frac{i\omega^{*}}{P_{7^{\tau}}})^{2}(\mathcal{D}-i$のつ一 $( \mathcal{D}-\frac{i\omega^{*}}{Pr})+im^{*}Ra^{*}\check{\Phi}=0$ $($ 4.1 $)$

および境界条件

つ $(D- \frac{i\omega^{*}}{Pr})z\check{\Phi}+im^{*}\frac{\partial\check{\Phi}}{\partial z}=0$ $(s_{p}^{2}+z^{2}=1T^{l})$ (4.2)

を得る $\circ$ これに対応して、方程式系 $($ 3.17 $)$ と $($ 3.18 $)$ は、

$[(D- i\omega^{*})\frac{\partial^{2}}{\partial z^{2}}-Ra^{*}D(D-\frac{i\omega^{*}}{Pr})z^{2}$

$+(D- \frac{i\omega^{*}}{Pr})^{2}(D-i\omega^{*})D+m^{*2}Ra^{*}(D-\frac{i\omega^{*}}{Pr})+im^{*}Ra^{*}\overline{\Phi}=0$ (4.3)

と境界条件

$D(D- \frac{i\omega^{*}}{Pr})z\overline{\Phi}+im^{*}\frac{\partial\overline{\Phi}}{\partial z}=0$ $(s_{p}^{2}+z^{2}=1^{-}\subset*)$ (4.4)

に帰着する。 これは $\omega^{*}$

、
$n^{*}$

、 $s_{p}$ および. $k_{r}$ を与えて $Ra^{*}$ を決定する固有値問題を構成す

る 。 ここで・ 点 $s=s_{p}$ でん i $=0$ となることを思いだそう $($式 $(3^{-}26)$ 参照 $)$
。 固有関数 $\overline{\Phi}$
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は、合流型超幾何関数で表される。以下では、臨界 Rayleigh 数は、 ん r $=$ 0、すなわち、径

方向撹乱 $(\alpha=0)$ で達成されることを証明する。

さて、 $m^{*}<0$ に対する固有値問題 (4.3) と (4.4) の解は、 $m^{*}>0$ に対する解の複素

共役になっているから、一般性を失うことなしに $m^{*}\geq 0$ と仮定することができる。新しい

変数

$\zeta=\frac{z}{\sqrt{1-s_{p^{2}}}}$ (4.5)

を導入して、方程式系 (4.3) と (4.4) を書き換えると、

$( \frac{\partial^{2}}{\partial(2}+A\zeta^{2}+B)\overline{\Phi}=0$ (46)

および

$( \frac{\partial}{\dot{(}\ni\zeta}+C)\overline{\Phi}=0$ on $\zeta=\pm 1$ (4.7)

&k る 。ここに、

$A= \frac{b^{2}}{c^{3}}\frac{1-ia/Pr}{1-ia}m^{*5}Ra^{*}$ , $(4.8a)$

$B=-bc(1- \frac{ia}{P\uparrowarrow})^{2}+(\frac{1-ia/Pr}{c^{2}(1-ia)}-\frac{i}{c^{3}(1-ia)})b_{7}n^{*5}Ra^{*}$ , $(4.8b)$

$C=-( \frac{a}{Pr}+i)b\zeta$ $(4.8c)$

で、定数 $a$、
$b$
、

$c$ は

$a= \frac{\omega^{*}}{D}$ , $b= \frac{D^{2}(1-s_{p^{2}}^{\backslash })}{\uparrow n}*$

’
$c=-717^{*}D$ $(4.9a, b, c)$

で与えられる。

固有値問題 (4.6) と (4.7) は、 $\uparrow n^{*5}Ra^{*}$

、 $a$、
$b$
、

$c$ および $Pr$ の間の関数関係を与え

ることになる。すなわち、

$Ra^{*}= \frac{1}{m^{*5}}f_{1}(b, c, Pr)$ , $(4.10a)$

$a=f_{2}(b, c, Pr)$ $(4.10b)$

と書ける。 ここに、 $f_{1}$ は正の関数である。式 (3.19) から、不等式

$D \leq-\frac{\uparrow\gamma\gamma^{*2}}{s_{p^{2}}}$ (411)
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が導かれる。 ただし、等号はた $=0$ のときに成り立つ o 式 $(4.9b)$ と $(4.9c)$ を式 (4.11) に

代入すると、

$m^{*3} \leq\frac{c^{-}}{b+c}$ (4.12)

となる。 ここで、 $b,$ $c\geq 0$ に注意されたい $($式 $(4.9b, c)$ 参照 $)$。従って、

$m^{*3}= \frac{c^{2}}{b+c}$ (4.13)

すなわち、 $k=0$ のとき、 Rnyleigh 数は最小値

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{c}^{*}=(\frac{b+c}{c^{2}})^{\frac{5}{3}}f_{1}(b, c, Pr)$ (4.14)

をとる。 これは、臨界 Rayleigh 数に対しては、 $a_{0}=0$ であることを示している。 この臨界

値よりわずかに大きな Rayleigh に対しては、一般に、

$a_{0}=O(Ra^{*}-Ra_{c}^{*})$ (4.15)

と書ける。

波数がゼロの撹乱に対する臨界 FRayleigh 数は、 Roberts(文献 3) が反対称撹乱に対

して、 また $B$usse(文献 4) が対称撹乱に対して求めている。我々の解析は、彼らの結果が

任意の波数の i撹乱の中で、波数ゼロの撹乱が臨界 Rayleigh 数を与えるものであることを保

証するものである。 しかしながら、次章で議論するように、 $k=0$ に対する撹乱は径方向に

局在しないので、上記の臨界 Reyleigh 数は極限値と考えなければならない。

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\text{日}}42\text{の^{}*}$浩

熱源が一様に分布している場合には・臨界撹乱はん $=0$ のときに実現するので、式 (3.15)

の初項はゼロになり、 \S 3.2の解析はた $=0$ の近傍で破綻してしまう。 この節では、臨界状態

付近での撹乱の構造を考察する。

撹乱の径方向の変化の長さスケー’$\triangleright$は前もってわからないから・ 撹乱の形を式 (3.14)

の代わりに、

$\check{\Phi}(s, z)=\overline{\Phi}(z|s_{p})f(.\underline{b^{\backslash }})$ (4.16)

とおく。 もし径方向の構造関数 $f(s)$ の変化のスケールが小さく、 $df/ds\gg 1$ であれば、

$-k^{2}=\epsilon^{2}\partial^{2}/\partial s^{2}$ (関係式 (3.15) 参照) がやはり成り立つ。 このとき、式 (4.1) から、点

$s=s_{p}$ (式 (3.20) 参照) の近傍で、

$( \epsilon^{2}\frac{d^{2}}{ds^{2}}+$ 鞠 $+a_{1}(arrow s-s_{p}))f=0$ (4.17)
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が得られる o ここでは・ $a_{0}$ が小さいとしているが (式 (4.15) 参照) $\grave$ $a_{1}$ は一般に $O(1)$ の量

と考える o 微分方程式 (4.17) の第 1項と第 3項を等値することによって、関数 $f(s)$ の変化

する長さスケー- $\triangleright$ は $O(\epsilon^{\frac{2}{3}})$ であることがわかる。従って、今の解析の前提条件、 $df/ds=$
$\epsilon^{-\frac{2}{3}}\gg 1$ ( $\epsilon\ll 1$ に対して) は確かに満たされている。

微分方程式 (4.17) の独立な 2つの i基本解は、

$f(s)=\{\begin{array}{ll}(s-s_{p})^{\frac{1}{2}}H_{\frac{(1}{3}}^{1)}(\frac{2}{3\epsilon a_{1}}(a_{0}+ \text{小一} s_{p}))^{\frac{3}{2}}), (4.18a)(s-s_{p})^{\frac{1}{2}}H_{\frac{(1}{3}}^{2)}(\frac{2}{3\epsilon a_{1}}(a_{0}+a_{1}(s-s_{p}))^{\frac{3}{2}}) (4.18b)\end{array}$

である。 ここに、 $H_{\frac{(1}{3}}^{1)}$ と $H_{\frac{(1}{3}}^{2)}$ はそれぞれ第 1種および第 2種の Hmkel 関数である。

構造関数 $f(s)$ は $|(a_{1}\epsilon)^{-1}(a_{0}+ai(s-s_{p}))^{g}2|\gg 1$ の極限で

$f(s)=\{\begin{array}{l}(\frac{3\epsilon}{\pi})^{\frac{1}{2}}a^{\frac{1}{14}}(a_{0}+a_{1}(s-s_{p}))^{-\frac{3}{4}}(s-s_{p})^{-\frac{1}{4}}\exp[-\frac{5}{12}\pi i+\frac{2i}{3\epsilon a_{1}}(a_{0}+a_{1}(s-s_{p}))^{\frac{3}{2}}](-\pi<\arg a_{1}^{-1}(a_{0}+a_{1}(s-s_{p}))^{\epsilon}2<2\pi \text{の場合} ),(4.19a)(\frac{3\epsilon}{\pi})^{\frac{1}{2}}a^{\frac{1}{14}}(a_{0}+a_{1}(s-s_{p}))^{-\frac{3}{4}}(s-s_{p})^{-1}4\exp[\frac{5}{12}\pi i-\frac{2i}{3\epsilon a_{1}}(a_{0}+a_{1}(s-s_{p}))^{\S}2](-2\pi<\arg a_{1}^{-1}(a0+a_{1}(s-s_{p}))^{2}2<\pi \text{の場合} )(4.19b)\end{array}$

のような漸近形をもつ (文献 7) 。

漸近式 (4.19) の指数関数の中の第 2項は、点 $s=s_{p}$ で、値が $\pm 2ia^{\frac{3}{0^{2}}}/3\epsilon a_{1}$ で、 その 2

階微分が $\pm ia_{1}/2\epsilon a^{\frac{1}{0^{2}}}$ である $0$ 従って、局在撹乱は、 $a_{1i}>0$ のときは式 $(4.19a)$ で、 $a_{1i}<$

$0$ のときは式 $(4.19b)$ で表される $0$ 撹乱の幅の広がりは $O(\epsilon^{\frac{2}{3}})$ である o もし $a_{0}=O(\epsilon^{\delta})$
、

すなわち $Ra^{*}-Ra_{c}^{*}=O(\epsilon^{\delta})$ であれば (式 (4.15) 参照) 、解は $\delta<\frac{2}{3}$ のときは局在する

が、 $\delta>\frac{2}{3}$ のときは局在しない。 これは、撹乱が径方向に局在するためには、 Rayleigh 数

は臨界値より少なくとも $O(\epsilon$のの程度に大きくなければならないことを意味する。

漸近式 $(4.19a)$ と $(4.19b)$ の指数関数は、 それぞれ $0<\arg(a_{1}\epsilon)^{-1}(a_{0}+a_{1}(s-s_{p}))^{\frac{3}{2}}<$

T$)$ と $-\pi$ $<$ $\arg(a_{1}\epsilon)^{-1}(a_{0}+a_{1}(\underline{\vee^{-}}-5_{P}^{\circ}))^{\frac{3}{2}}$ $<$ $0$ の $\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathbb{H}\tau^{\backslash }$

、
$\backslash$ $|(a_{1}\epsilon)^{-1}(a_{0}+a_{1}(s-s_{p}))^{\frac{3}{2}}|$ $arrow$ $\infty$

の極限でゼロに収束することに注意しよう。 この条件は撹乱が局在する範囲を与えている。

を局在範囲は $a_{0}$ の減少、 あるいは Rayleigh 数の臨界値への接近とともに狭くなる。
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ついでながら、 $Pr=1$ の場合の対称撹乱に対する各種パラメターの臨界値は $Ra^{*}=$

$3.382$、 $m^{*}=0.3004$、 $\omega^{*}=-0.4362$
、 $s_{p}=0.5004$、 $k_{r}=0$ および $a_{1}=1.59-0.81i$

である (文献 4と比較されたい) 。

5. 結語

本稿では、速く

界撹乱は、 その構造が径方向から傾いている場合にのみ径方向に局在するものであることが

わかった。 $-$ 般には、 このような傾斜撹乱が臨界 Rayleigh 数を与える。 しかし、熱源が一

様に分布している特別な場合には、径方向に向いた撹乱が臨界 Rayleigh を与えることが証

明された。径方向撹乱は局在しないから、 この臨界 Rayleigh数は極限値として理解される。

このように安定性の問題において臨界状態が存在しないのは、今の系に特有なものであ

るように思われる。 これは、今の場合、臨界状態が局在解の存在条件の境界として決定され

るということの結果である。通常の安定性の問題では、撹乱の固有関数は臨界状態をまたい

で常に存在し、臨界 Rayleigh 数は撹乱の成長率の符合の変わる条件から決定される。

本解析では、撹乱方程式の全ての項を残すという条件のもとで、撹乱の変動の長さスケー

$y\triangleright$を決定した (付録参照) 。これに対して、部分的に項を釣り合わすことによって別の長さ

スケールを導くことも可能である。方程式系のいくつかの項を無視してしまうと、意味のあ

る解が存在しないということがよく起こる。 しかし、部分的な項の釣合から本稿で得られた

臨界値より低い Rayleigh 数を与える解が存在しないとは言い切れない。そのような可能性

を吟味することはここではしないが、ただ、矢野 (文献 6) が考察した簡単化した系につい

ての考察を以下に述べる。

彼は、球面の赤道面に対する傾きが小さいと仮定して基礎方程式系を導いた。この系は、

式 $(3. 17b)$ で第 1項と第 3項を省略し、 また式 $(3.17c)$ で第 2項を省略すれば、方程式系

(3.17) と (3.18) に等価になる。 しかし残念ながら、 このような系に対応するスケー-$\triangleright$指数

$c\iota-f$ は存在しないのである。 これは、矢野の系が、我々のオーダー評価とは相容れないもの

であることを意味する。 \S 4.1 で証明したように、 この系では撹乱の構造は径方向に向いて

いなくてはならないが、彼の系では臨界撹乱が径方向からずれているのはこのためである。

ついでながら、 Zhang(文献 8) による直接数値シミュレーションで観察された傾斜撹乱

は、臨界値より大きな Rayleigh 数で励起される撹乱である (式 (3.30) 参照) 。

ここでは、 ひとつの球の中に閉じ込められた流体の熱対流のみを取り扱ったが、本解析
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は、 速く回転する任意の軸対称面 (例えば、 2つの同心球面) で囲まれた流体の流れに直ち

に適用できる。 そして、一般に、傾斜撹乱が臨界値を与えることが期待される。
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付録

\S 3.1で導入したスケール指数 $a-f$ の値を、連立微分方程式 (2.16) に現れる 9つの項

全てが同じオーダーになるように決定したい o 方程式 $($ 2.16 $)$ の各項の大きさは変数のオー

ダーを表す式 $(3.2)-(3.4)$ を代入することによって評価される。その結果、 9つの項の $\epsilon$ の

罧は、

$-2 \max(a, b)-2\max(a,b, c)-$ $-3+d-c-2 \max(a, b)$ $-$ ノー $b+e$

$-2 \max(a, b)-4\max(a, b, c)+d-3-c-2\max(a, b)$ $-f+e- \max(a+b, 2\max(a, b))$

$-2 \max(a, b, c)+e$ $d- \max(a+b, 2\max(a, b))$ $-b$

$(A\cdot 1)$

となる $\circ$ ただし、 この行列の各要素は方程式 (2.16) の対応する位置にある項の大きさを表し

ている。

定数 $a$、
$b$
、

$c$ の値のいろいろな組合せに対して、 $(A\cdot 1)$ は次のようになる。

[1] $c\geq b\geq a$
、 $a+c\geq 2b$ の場合、

$[d-4c-2b-2c-2be_{\sim}-9_{C}$
’

$-3+d-c-2-3-c-2bd-a-c$

ろ

-ノ$+e \frac{b}{b}a-c-f-+e-$ , (A . 2)

[2] $c\geq b\geq a$
、 $a+c\leq 2b$ の場合、

$[d-4c.-2b-2c-2be-2c$ $-3+d-c-2b-3-c-2l)d-2b$ $-f+e-2l)-f-b+\epsilon-b$ , $($ A . 3 $)$

65



[3] $c\geq a\geq b$ の場合、

$[d-4c-20-2c-2ae-2c$ $-3+d-c-\underline{9}_{0}-3-c-2acl-a-c$ $-f+e-a-c-f-b+e-$

ろ
, (A .4)

[4] $b\geq a,$ $c$ の場合、

$[d-6b-4b$ $-3+-c-2b-3 \frac{d}{}c-2bcl-2b$ $-f+e-2b-f-b+e-b$ , $(A\cdot 5)$

$[$ 5 $]$ $a\geq b,$ $c$ の場合、

$[d-6ae-2a-4a$ $-3+d-c-2a-3-c-2ad-2a$ $-f+e-2a-f-b+e-b$ . $($ A 6 $)$

これらの行列の各行の 3つの要素を等しいとおくと、 スケール指数は [1] $a=b \leq\frac{3}{2}$ ,

$c=d= \frac{3}{2},$ $e=3-a,$ $f=6$ , [2] $0$. $\leq\frac{3}{2},$ $b=c=d=e= \frac{3}{2},$ $f=6$ , [3] $a \leq\frac{3}{2}$ ,

$b=c=d=e= \frac{3}{2},$ $f=6,$ $[4|c=3b-3,$ $b=d=e$ , ノ $=4b,$ $(1, a \leq b\leq\frac{3}{2}),$ $[5]$

$c/=$ ろ $=d=e,$ $c=3a-3,$ $f=4a,$ $(1 \leq a\leq\frac{3}{2})$ となる。

最小の Rayleigh 数を与える臨界状態は、 $f$ が最小のとき実現される。 これは、 [4] で

う $=1$ の場合と [5] で $a=1$ の場合に起こる。 これらの 2つの場合をまとめて、 $a\leq 1$、

$b=d=e=1$、 $c=0$、ノ $=4$ と書ける。

ところで、 $a<1$ の場合は、 ラプラシアンは、 $\epsilon$ の最低次では、 $\nabla^{2}=\nabla_{\perp}^{2}=(1/s^{2})(\partial^{2}/\partial\phi^{2})$

で置き換えられ、撹乱の時間変動は方程式系 (3.17) と (3.18) でた $=0$ として記述される。

従って、臨界状態はスケール指数を式 (3.5) のようにおいて解析すればよい。
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