
座標対称性をもつ完全積分可能な量子系

$\ovalbox{\tt\small REJECT}\lambda\not\equiv filE\lambda\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{1}1\Phi$ (TOSHIO OSHIMA)

1. 可換微分作用素系

互いに可換で自己共役な行列は、同時対角化が可能であり、作用する空

間は同時固有空間の直和に分解される。無限次元へ拡張して :
$n$-変数 $(x_{1}, \ldots, x_{n})$ の空間において、互いに可換で代数的に独立な自

己共役な線形微分作用素 $P_{1},$
$\ldots,$

$P_{n}$ があると、 $(\lambda_{1}, \ldots, \lambda_{n})\in \mathbb{C}^{n}$ に対

して

(1.1) $P_{j}\phi_{\lambda}(x)=\lambda_{j}\phi_{\lambda}(x)$ for $j=1,$ $\ldots,$
$n$

という同時固有値問題が考えられ、任意の $x$ の函数がこの固有函数 $\phi\lambda$を

使って展開されることが期待される。

$n=1$ の場合は、常微分作用素になり、固有函 i数による展開定理はWeyl-
Stone-Kodaira-Titchmarsh の展開定理として知られているが、 (変数分離

で 1変数に帰着されない) 多変数の場合については一般的展開定理は知

られていない。

また、 $n>1$ の場合は、互いに可換で代数的に独立な非自明な線形微分

作用素系 $P_{1},$
$\ldots$ , 醐を構成することすら容易でなく、知られている例は

あまり多くない。

表現論における各種の Plancherel の公式は、このような展開定理の $n>$

$1$ の場合の豊富な例を提供している。す $f_{\vec{A}}*$) ち、 Peter-Weyl の定理や、
Harish-Chandra の実半単純 Lie 群の Plancherel の公式であり、 このとき
の $\phi\lambda$ (のは、行列要素、 あるいは、球函数と呼ばれる。
一般に (1.1) の解空間は有限次元であり、解 $\phi\lambda$には・帯球函数などを-

般化した多変数の特殊函数として興味深いものが存在するであろう。
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2 . root 系との関連

古典力学における完全積分可能系 $($cf $[P])$ 、 あるいは、 それを量子化

した完全積分可能系は、数理物理において研究されてきたが、知られてい

る例は多くなく完全積分可能系は少ないと考えられる。この場合、ハミル

トニア $\sqrt[\backslash ]{}\frac{1}{2}\sum p_{i}^{2}+V(q)$ を量子化した Shor\"odinger 作用素

(2.1) $P=- \frac{1}{2}\sum\partial_{j}^{2}+V(x)$

に対し、 $P$と可換な線形微分作用素 $Q$ (すなわち、 $[P,$ $Q]=0$ ) は、 $P$ の積

分と呼ばれる。$P$を含む互いに可換で代数的独立な積分君 $=P,$ $P_{2},$
$\ldots,$

$P_{n}$

が存在するとき、 (2.1) の作用素は完全積分可能という。 ここで、

$\partial_{j}=\frac{\partial}{\partial x_{j}}$

とおいた。 $x$ の函数 $V(x)$ はポテンシャルと呼ばれる。

系統的に知られている完全積分可能量子系の多くは、 root 系と関連し
て構成されており、次の 2つのタイプに分けられる (両者の混合したもの

もある)o $\mathbb{R}^{n}$ は Weyl 群 $W$が作用する空間とみなされて (cf $[$ OP2]) :

1 $)$ $V$ (のも $W$-不変であり、 さらに、積分 $P_{j}$ も $W$-不変になる場合。

基本となる函数

I. $v(\xi)=\xi^{-2}$

II. $v(\xi)=\sinh^{-2}\xi$

III. $v(\xi)=\sin^{-2}\xi$

IV. $v(\xi)=\wp(\xi)$

V. $v(\xi)=\xi^{-2}+\omega^{2}\xi^{2}$

を用いて

(2.2) $V(x)=m_{\alpha}v(\{\alpha,$
$x\rangle)\alpha\in\Sigma$

十

と表せる。ただし、 $\Sigma^{+}$ は Weyl 群 $W$をもつ root 系の正のルート全体で、
$m_{\alpha}\in \mathbb{C}$ は、 $m_{w\alpha}=m_{\alpha}(w\in W)$ を満たす。
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$W$が $A_{n-1}$型のときは (cf [Ca], [M], [Su])

(2.3) $V(x)=j \sum_{=1}^{n-1}v(Xj-Xj+1)$

2 $)$ Toda lattice $\nearrow 7^{\wedge}+$

、 (nearest neighborhood interaction)
I. non-cyclic case
II. cyclic case

基本となる函数は、 $v(\xi)=\exp\xi$ で

(2.4)
$V(x)= \sum_{\alpha\in\Psi}v(\langle\alpha, x\rangle)$

と表せる。ただし、 $\Psi$は Weyl 群 $W$をもつ root 系の simple system で、 II
の場合は、Kac-Moody Lie algebra の simple system をとる。

$A_{n-1}$の場合は

(2.5) $V(x)= \sum_{j=1}^{n-.1}\exp(Xj-Xj+1)$

で、 $A_{n-1}$の拡大 Dynkin Diagram に対応する II の場合は

(2.6) $V(x)= \sum_{j=1}^{n-1}\exp(x_{j}-x_{j+1})+\exp(x_{n}-x_{1})|$

となる。

ここで、 $\wp(z)$ は Weierstrass の楕円函 i数であり $($ cf. $[WW])$ 、 その基本

周期の半分を $\omega$ 1, $\omega_{2}$ とおくと

(27) $\wp(z|2\omega_{1},2\omega_{2})=\frac{1}{z^{2}}+\sum_{\omega\neq 0}(\frac{1}{(z-\omega)^{2}}-\frac{1}{\omega^{2}}I$

と定義される。 ただし、和は

$\omega=2m_{1}\omega_{1}+2m_{2}\omega_{2}$ for $(m_{1}, m_{2})\in Z\backslash \{0\}$
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と、 $0$ 以外の周期を渡る。伊は、 ある $g_{2},$ $g_{3},$ $e_{1},$ $e_{2},$
$e_{3}\in \mathbb{C}^{2}$ に対し代数的

微分方程式

$(\wp’)^{2}=4\wp^{3}-g_{2}\wp-g_{3}$

(2.8)
$=4(\wp-e_{1})(\wp-e_{2})(\wp-e_{3})$

を満たす。 さらに和公式

$\wp(x)$ $\wp’(x)$ 1
(2.9) $\wp(y)$ $\wp’(y)$ 1

$\wp(z)$ $\wp’(z)$ 1
$=0$ if $x+y+z=0$

が成立する。退化した場合として、

(2.10)
$\wp(z|\sqrt{-1}\pi, \infty)=\sinh^{-2}z+\frac{1}{3}$ when $g_{2}= \frac{4}{3}$ and $g_{3}=- \frac{8}{27}$ ,

$\wp(z|\infty, \infty)=z^{-2}$ when $g_{2}=g_{3}=0$ .

この $($ 2.10 $)$ から、 1 $)$ のタイプの I, II, III は、 IV の.,’ $\backslash ^{o_{\overline{7}}}$ メータが退化

したものと考えて統一的に扱うことがで $\text{き_{}\backslash }$

、 II と III とは、. $xrightarrow\sqrt{-1}x$

という変換で移り合う。 また、V は I を基にして積分を構成する方法が
知られている $([OP2])$ 。さらに、たとえば 1-II の場合の $V(x)$ に対し、

(2.11) $- \lim_{Narrow\infty}\frac{e^{N}}{2}V(x_{1}+N, x_{2}+2N, \ldots, x_{n}+nN)=\sum_{j=1}^{n-1}\exp(x_{j}-x_{j+1})$

となるので、 (2.5) は 1-II の場合の limiting case とみなせる。cyclic Toda
lattice 系も 1-IV の limiting case とみなせる $([I])$ 。

このことなどから、 1-IV が最も一般的で重要な場合と考えられる。 そ

の完全積分可能性にいては、 $A_{n}$ -型の場合以外は、特殊な $J\backslash ^{o_{\overline{7}}}$メータの時

以外は知られていなかったが ([OP2]) 、最近それが証明された (cf. [Ch],
[O], \S 8) 。

3. 球函数との関連
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非コンパクト型の Riemann 対称空間 $G/K$の帯球函 i数の動径成分の満

たす微分方程式で、対称空間の Laplacian から来るものを計算すると

(3.1) $\triangle=\sum_{j=1}^{n}\partial_{j}^{2}+\sum_{\alpha\in\Sigma+}m_{\alpha}\coth\{\alpha,$ $x\rangle\partial(\alpha)$

となる。 $\Sigma^{+}$は対称空間に対応する restricted root 系の正のルートめ集合、
$m_{\alpha}$はルート $\alpha$の重複度で

(3.2) $\partial(\alpha)\phi(x)=\frac{d}{dt}\phi(x+t\alpha)|_{t=0}$

とおいた。 このとき

$P_{1}=$ $\prod$ $(\sinh\langle\alpha,$
$x\rangle)^{\underline{m}_{A}}2\circ\triangle\circ$ $\prod$ $(\sinh\langle\alpha,$ $x\rangle)^{-}2\underline{m}_{R}$

$\alpha\in\Sigma^{+}$ $\alpha\in\Sigma$ 十

$($ 3.3 $)$

$- \frac{1}{4}|\sum_{\alpha\in\Sigma}$

十

$m_{\alpha}\alpha|^{2}$ .

$= \sum^{n}\partial_{j}^{2}+\frac{1}{4}$ $\sum m_{\alpha}(m_{\alpha}+2m_{2\alpha}-2)\sinh^{-2}\langle\alpha,$ $x\rangle$

$g=1$ $\alpha\in\Sigma+$

となるので、 これは\S 2の 1-II のタイプの例になっており、高階の積分は
対称空間上の高階の不変微分作用素の動径成分で与えられる。特に完全

積分可能であり、 (1.1) の固有函数による展開定理は、対称空間上の $K$-不

変な函数に対する Plancherel の公式に対応する。
一方、半単純 Lie 群 $G$ が split 群のときは、対称空間上の代わりにWhit-

taker model の 1(-不変な函数を考えることにより、 2-I のタイプの完全積
分可能系が得られる。

対称空間上の帯球函数の満たす微分方程式系は 1-II および I-III のタ
イプに対応する。可換なこの微分作用素系のパラメータ $m_{\alpha}$を一般の複

素パラメータに拡張しようという試みが、最初に [Sj] によって $A_{n}$型のと

きになされた。 その後 $[H1],[H2],$ $[HO],$ $[Op1],$ $[Op2]$ の一連の研究によっ

て一般のルート系の場合に拡張され、その性質が研究された。 ただし、

Heckman-Opdam では、高階の積分の存在は示されたが、その具体型は
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与えられていない。BC 型の時の具体型は [D] にあるが、見やすい形とは
$–\overline{\overline{D}}$い難い。

4. 問題の定式化

有限群 $W\in O(n)$ の作用で不変な $\mathbb{R}^{n}$上の多項式 $\mathbb{C}[x]$ のなす環を $I[x]$

とおき、多項式 $P(x_{1}, \ldots, x_{n})$ に対して $\partial$

P $=P(\partial_{1}, \ldots, \partial_{n})$ とおく。 $arrow$

のとき、 $W$-不変な定数係数微分作用素環 $I[\partial]=\{\partial_{P};P\in I[x]\}$ が代数

的独立な $n$ 個の元で生成されるための条件は、 $W$が Coxeter 群 (原点を通
る超曲面に関するいくつかの鏡映変換で生成される群) であることが知ら
れている。

Coxeter 群 $W$に対し、 $\{p_{1}, \ldots,p_{n}\}$ を homogeneous な多項式からなる
$I[x]$ の生成元とする。知られている完全積分可能系を考慮して、以下の

1, 2, 3, 4を満たす線形微分作用素の環 $\mathbb{C}[P_{1}, \ldots, P_{n}]$ を考える。

1. P弓は $W$-不変 $(1 \leq i<j\leq n)$ .
2. $[P_{i}, P_{j}]=0$ for $1\leq i<j\leq n$ .

3. $P_{j}=\partial_{pj}+R_{j}$ with ord $R_{j}<P_{j}$ for $1\leq j\leq n$ .

4. $P \equiv-\frac{1}{2}\sum_{j=1}^{n}\partial_{j}^{2}+V(x)\in \mathbb{C}[P_{1}, \ldots, P_{n}]$ .

たとえば、$p1=x_{1}^{2}+\cdots x_{n}^{2}$ と仮定してよいが、上記の条件 3は、ord $R_{1}=$

$0$ にとれる、すなわち、 ${}^{t}P_{1}=$ 君という条件と同値である。

問題. 上の条件を満たす $\mathbb{C}[P_{1}, \ldots, P_{n}]$ を総て決定せよ。

さて、 ここでは $W$が既約で古典型の場合を考える。すなわち、 $A_{n-1}$型

で $n>2$ 、 または、 $B_{n}$型で $n>1$ 、 または、 $D_{n}$型で $n>3$ としてよい。

このとき、 $W$の $\mathbb{R}^{n}$への作用は

$(x_{1}, \ldots, x_{n})\mapsto(\epsilon_{1}x_{\sigma(1)}, \ldots, \in n^{X}\sigma(n))$

という座標変換に対応する。但し、 $\sigma$は集合 $\{$ 1, $\ldots,$
$n\}$ に対する置換群

$6_{n}$の元であり

$\{\begin{array}{ll}\epsilon_{1}=\cdots=\in n=1 ( A_{n-1} \text{のとき}),\epsilon_{1}=\pm 1, \cdots, \in n=\pm 1 ( B_{n} \text{のとき}),\mathcal{E}_{1}=\pm 1, \cdots, \epsilon_{n}=\pm 1, \#\{i;\mathcal{E}_{i}=-1\} \text{は偶}i\text{数 }( D_{n} \text{のとき})\end{array}$
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となる。すると、 3. の条件は次のように書いてもよい。
$A_{n-1}$型のとき

(4.1)
$P_{j}= \sum_{1\leq i_{1}<\cdots<i_{j}\leq n}\partial_{i_{1}}\cdots\partial_{i_{j}}+R_{j},$

$ordR_{j}<j$ for $1\leq j\leq n$

$B_{n}$型のとき

$($ 4.2 $)$

$P_{j}= \sum_{1\leq i_{1}<}<$

ら
$\leq n\partial_{i_{1}}^{2}\cdots$ 鴫 $+R_{j},$ $ordR_{j}<2j$ for $1\leq j\leq n$

$D_{n}$型のとき

$(4.3)\{$
$P_{j}=$$\sum_{1\leq i_{1}<\cdots<i_{j}\leq n}^{P_{n}=\partial_{1}\cdots\partial_{n}+R_{n}}\partial_{i_{1}}^{2^{ordR_{n}<n}}\cdots\partial_{i_{j}}^{2}+R_{j},$ $ordR_{j}<2j$ for $1\leq j<n$

さらに状況を簡単にするため、以下の条件を仮定する。

5. ポテンシャル函数 $V(x)$ は、. $\mathbb{R}^{n}$の原点のある連結複素近傍からある

解析的真部分集合を除いた集合の上の正則関数に拡張される。

たとえば、 $A_{2}$の場合を考えてみよう。 $Q= \sum_{\alpha}a_{\alpha}(x)\partial^{\alpha}$ に対し、 ${}^{t}Q=$

$\sum(-1)$回 $\partial^{\alpha}\circ a_{\alpha}(x)$ とおくど $[P, Q]=-[{}^{t}P,{}^{t}Q]$ が成立する。とくに tQ $=$

$(-1)^{ordQ}Q$ となるとき、 $Q$ は natural adjoint property をもつというこ
とにする。V(のを決定するには、必要なら鳥の代わりに ( $P_{3}$ 一ち亀)/2を
考えることにより

$P_{3}=\partial_{1}\partial_{2}\partial_{3}$侶 $a_{j}(x)\partial_{j}+b(x)$ ,
(4.4)

オ
$P_{3}=-P_{3}$

と仮定してよい。このとき、$[P_{3}, P]=0$ の碑の係数を見れば・ $\partial_{1}aj(x)=0$

が分かり、 $[P_{3}, P_{1}]=0$ と $W$-不変性と (4.4) より

(4.5) $P_{3}=\partial_{1}\partial_{2}\partial_{3}+u(x_{2}-x_{3})\partial_{1}+u(x_{1}-x_{3})\partial_{2}+u(x_{2}-x_{3})\partial_{3}$
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と、偶函数 $u(t)$ を用いて表せることになる。 さらに $[P_{3}, P]=0$ の $\partial$

1
$\partial$2の

係数を見ると $\partial_{3}V(x)+a’(x_{2}-x_{3})+a’(x_{1}-x_{3})=0$ となるので、対称

な函数 $V(x)$ は

(4.6) $V(x)=u(x_{1}-x_{2})+u(x_{2}-x_{3})+u(x_{1}-x_{3})$

という形をしていると仮定できる。すなわち、ポテンシャル $V(x)$ は 1変

数の偶函数 $u(t)$ を用いて表せることがわかった (一変数化)。

次に $[P_{3},\acute{P}]=0$ の定数項を調べると

$u(x_{1}-x_{2})(u’(x_{3}-x_{1})-u’(x_{2}-x_{3}))$

$+u(x_{2}-x_{3})(u’(x_{1}-x_{3})-u’(x_{3}-x_{1}))$

$+u(x_{3}-x_{1})(u$ ‘ $(x_{2}-x_{3})-u$‘ $(x_{1}-x_{2}))=0$

を得る。すなわち

$u(x)$ $u’(x)$ 1
(4.7) $u(y)$ $u’(y)$ 1

$u(z)$ $u’(z)$ 1
$=0$ if $x+y$ 十 $z=0$

という函数微分方程式を得る。 これの解は

(4.8) $u(t)=C\wp(t;2\omega_{1},2\omega_{2})+C’$

であることを示すことができる $($ポテンシャルの決定。cf [WW], [OS] $)_{0}$

但し、 $C,$ $C’$は任意の複素数であり、 $\omega_{1},$ $\omega_{2}$ は $\mathbb{R}$ 上一次独立な任意の複素

数で $\infty$ も許す。

なお、 $U(t)$ を $U’(t)=u(t)$ となる奇函数とすると (4.7) は

(4.9) $(U(x)+U(y)+U(z))^{2}=F(x)+F(y)+F(z)$ if $x+y+z=0$

という函数方程式と同値であることが分かる (これと以下は落合啓之氏

による注意)。なお

(4.10) $(U_{1}(x)+U_{2}(y)+U_{3}(z))^{2}=F_{1}(x)+F_{2}(y)+F_{3}(z)$ if $x+y+z=0$
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という函数方程式は、 [BP] によって解かれ、その結果を用いると A2の場
合は $P_{j}$ の $W$-不変性を落とした場合でも、 (4.1) と 2, 3, 4, 5の下で・ \S 2
で挙げた例に限ることが分かる。

A2の場合は、上で与えた亮から完全積分可能系 $\mathbb{C}[P_{1}, P_{2}, P_{3}]$ が構成さ

れることは明らかである (高階積分の存在)。

以下、一般の場合について述べよう。

5. 一変数化

まず、 $A_{2}$のときと同様、 ポテンシャルが 1変数の函数で表せることが

言える。

定理 1[OS]. \S 4での仮定 1-5の下に、

$V(.x)= \sum_{1\leq i<j\leq n}u(x_{i}-x_{j})$
( $A_{n-1}$のとき),

$V(x)= \sum_{1\leq i<j\leq n}(u(x_{i}-x_{j})+u(x_{i}+x_{j}))+\sum_{1\leq j\leq n}v(x_{j})$
$(B_{n}\not\subset)$ とき $)$ ,

$V(x)= \sum_{1\leq i<j\leq n}(u(x_{i}-x_{j})+u(x_{i}+x_{j}))$ ( $D_{n}$のとき)

を満たす偶函数畷の, v(のが存在する。

この証明は計算によって初等的にできるが、 それは一般の root 系のと
きに適応できる証明は知らない。

$R_{j}$の $W$-不変性を落とした場合、 $A_{n}$では複数の $u$ を用いて同様の結論

が得られ、 $B_{n}$や $D_{n}$の場合は、 $xix_{2^{X}3}$のような 3次の項を除いてやはり

同様な結論が得られる。

$W$が $=$面体群の場合も同様な一変数化ができることが、 落合啓之氏に

よって示され、若干の計算がなされている (この場合、 1-I の型以外に興
味ある可換な系が存在するかどうかの可能性ははっきりしない。むしろ否
定的 $?)$

6. 函数微分方程式
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$A_{n}$のときは $P_{1},$ $P_{2},$ $P_{3}$の可換性から、 $B_{n}$ と $D_{n}$のときは $P_{1}$ と $P_{2}$の可

換性から、定理 1の $u(t)$ 、 $v(t)$ は以下の条件を満たすことが示される。

定理 2([OS]). i) $A_{n-1}(n>3)$ のとき、確) は (4.8) を満たす。
ii) $B_{n}(n>1)$ のとき、 $(u(t),$ $v(t))$ は以下を満たす。

(6.1) $\frac{\partial}{\partial y}(v’(y)(u(x+y)-u(x-y))+2v(y)(u’(x+y)+u’(x-y)))$

$= \frac{\partial}{\partial x}(v’(x)(u(x+y)-u(x-y))+2v(x)(u’(x+y)-u’(x-y)))$ .

iii) $D_{n}(n>3)$ のとき、 $u(t)$ は $v(t)=u(t)$ と置いたときの (6.1) を満
たす。

$U’(t)=u(t),$ $V’(t)=v(t)$ となる奇函数 $U(t),$ $V(t)$ を取ることができ

て、 (6.1) は以下の函数方程式と同値になる。

(6.2) $V(x)(U(x+$ の $+U(x-y))+V(y)(U(x+$ の $-U(x-$ の $))$

$=F(x$ 十 $y)$ 十 $F(x-y)+G(x)$ 十 $G(y)$ .

定理 3 ([OS], [OO]). $\{t\in \mathbb{R};0<|t|\ll 1\}$ で実解析的な偶函数の中

での (6.1) の解 $(u(t),$ $v(t))$ は、 以下の通り。

(6.3) $u(t)=C_{1}$ , $v(t)$ は任意の偶函数,

(6.3’) $v(t)=C_{1}$ , $u(t)$ は任意の偶函数,

(6.4) $\{\begin{array}{l}u(t)=C_{1}\wp(t)+C_{2},v(t)=\frac{C_{3}\wp(t)^{4}+C_{4}\wp(t)^{3}+C_{5}\wp(t)^{2}+C_{6}\wp(t)+C_{7}}{\wp’(t)^{2}}\end{array}$

$(6.4’)$ $\{\begin{array}{l}\text{姻} =\frac{C_{3}\wp(\frac{t}{2})^{4}+C_{4}\wp(\frac{t}{2})^{3}+C_{5}\wp(\frac{t}{2})^{2}+C_{6}\wp(\frac{t}{2})+C_{7}}{\wp’(\frac{t}{2})^{2}},v(t)=C_{1}\wp(t)+C_{2}\end{array}$
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(6.5) $\{$

$u(t)=C_{1} \wp(t)+C_{2}\frac{(\wp(\frac{t}{\wp 2})-e_{3})^{2}}{(\frac{t}{2})^{2}}+\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$v(t)=C_{4} \wp(t)+\frac{C_{5}}{\wp(t)-e_{3}}+C_{6}$

ここで、 $C_{1},$ $C_{2},$
$\ldots$ は任意の複素数で、 $\wp(t)$ の周期も $\infty$ を許して任意。

さらにそれぞれの場合に考察を行うことにより以下を得る。

定理 4 $([OS]$ 、 $[OO])$ .
i $)$ $A_{n-1}(n>3)$ のとき、 $u(t)$ は、 (4.8) で与えられる。
ii) $B_{n}(n>2)$ のとき、 $(u(t),$ $v(t))$ は、 (6.3), (6.4) の何れか。
iii) $B_{2}$ のとき、 (6.3), $(6.3’),$ $(6.4),$ $(6.4’),$ $(6.5)$ の何れか。

iv) $D_{n}(n>3)$ のとき、 u(のは、 (4.8) または

(6.6) $u(t)=Ct^{-2}+C’t^{2}+C’’$

特に、 $\wp(t)$ の一方の周期が $\infty$ の時は、 (6.4) は

(6.7) $\{\begin{array}{l}u(t)=C_{1}’\sinh^{-2}\lambda t+C_{2}’,v(t)=C_{3}’\sinh^{-2}\lambda t+C_{4}’\sinh^{-2}2\lambda t+C_{5}’\sinh^{2}\lambda t+C_{\beta}’\sinh^{2}2\lambda t+C_{7}’\end{array}$

となり、 (6.5) は

(6.8) $\{\begin{array}{l}u(t)=C_{1}’\sinh^{-2}\lambda t+C_{2}’\sinh^{2}\lambda t+C_{3}’,v(t)=C_{4}’\sinh^{-2}\lambda t+C_{5}’\sinh^{-2}2\lambda t+C_{6}’\end{array}$

あるいは

(6.9) $\{\begin{array}{l}u(t)=C_{1}’\sinh^{-2}\frac{\lambda}{2}t+C_{2}’\sinh^{-2}\lambda t+C_{3}’,v(t)=C_{4}’\sinh^{-2}\lambda t+C_{5}’\sinh^{2}\lambda t+C_{6}’\end{array}$

となる。 さらに有理函数まで退化した場合は、 (6.4) は

(6.10) $\{\begin{array}{l}u(t)=C_{1}’t^{-2}+C_{2}’,v(t)=C_{3}’t^{-2}+C_{4}’t^{2}+C_{5}’t^{4}+C_{6}’t^{6}+C_{7}’\end{array}$
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となり、 (6.5) は

(6.11) $\{\begin{array}{l}u(t)=C_{1}’t^{-2}+C_{2}’t^{2}+C_{3}’,v(t)=C_{4}’t^{-2}+C_{5}’t^{2}+C_{6}’\end{array}$

となる。

求めたポテンシャルの一変数の analogy を考え、 どのような常微分方
程式が出てくるか考察してみよう。 そこで最も一般の

(6.12) $\frac{d^{2}y}{dt^{2}}+\frac{C_{4}\wp(t)^{4}+C_{3}\wp(t)^{3}+C_{2}\wp(t)^{2}+C_{1}\wp(t)+C_{0}}{\wp’(t)^{2}}y=0$.

を考える。 (2.8) より

$\wp’’=6\wp^{2}-\frac{g_{2}}{2}$

$=2\{(\wp-e_{2})(\wp-e_{3})+(\wp-e_{3})(\wp-e_{1})+(\wp-e_{1})(\wp-e_{2})\}$ ,

$\frac{\wp’’}{[\wp’]^{2}}=\frac{1}{2}(\frac{1}{\wp-e_{1}}+\frac{1}{\wp-e_{2}}+\frac{1}{\wp-e_{3}}I\cdot$

を得るので $x=\wp(t)$ と置くと $\frac{d}{dt}=\wp’(t)\frac{d}{dx}$であり

(6.13)

$\frac{d^{2}}{dt^{2}}=[\wp’]^{2}\frac{d^{2}}{dx^{2}}+\wp’’\frac{d}{dx}$

$=[ \wp’]^{2}\{\frac{d^{2}}{dx^{2}}+\frac{1}{2}(\frac{1}{\wp-e_{1}}+\frac{1}{\wp-e_{2}}+\frac{1}{\wp-e_{3}}I\}$

となる。 よって、 (6.12) は

(6.14) $\frac{d^{2}y}{dx^{2}}+\frac{1}{2}(\frac{1}{x-e_{1}}+\frac{1}{x-e_{2}}+\frac{1}{x-e_{3}})\frac{dy}{dx}$

十 $\frac{C_{4}x^{4}+C_{3}x^{3}+C_{2}x^{2}+C_{1}x+C_{0}}{16(x-e_{1})^{2}(x-e_{2})^{2}(x-e_{3})^{2}}y=0$

特に、 $e_{1}\neq e_{2}\neq e_{3}\neq e_{1}$の場合は、

に変換される。

(6.15) $B_{1}+B_{2}+B_{3}=0$
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を満たす複素数 $A_{1},$ $A_{2},$ $A_{3},$ $B_{1},$ $B_{2},$ $B_{3}$によって

(6.16) $\frac{d^{2}y}{dx^{2}}+\frac{1}{2}(\frac{1}{x-e_{1}}+\frac{1}{x-e_{2}}+\frac{1}{x-e_{3}})\frac{dy}{dx}$

$+( \frac{A_{1}}{(x-e_{1})^{2}}+\frac{A_{2}}{(x-e_{2})^{2}}+\frac{A_{3}}{(x-e_{3})^{2}}+\frac{B_{1}}{x-e_{1}}+\frac{B_{2}}{x-e_{2}}+\frac{B_{3}}{x-e_{3}})y=0$

と表せる。 これは Pl $(\mathbb{C})$ 上の el, $e_{2},$ $e_{3},$ $\infty$ の 4点を確定特異点とする 2

階の Fuchs 型方程式で、Huen の方程式 (cf. [WW]) と同値であり、 また
逆に、 $\mathbb{P}^{1}(\mathbb{C})$ 上の 4点に確定特異点もつ Fuchs 型方程式は、簡単な変換
で (6.16) の形になり、Fuchs の関係式 (6.15) を満たす。
また

$- \frac{1}{2}\frac{d^{2}y}{dt^{2}}+u(t)y=0$

は、 $u(t)$ が (4.8) の場合は Lam\‘e 方程式に、

$u(t)=C\sinh^{-2}t+C’\sinh^{-2}2t+C’’$

は Gauss の超幾何微分方程式に、

$u(t)=C\cosh 2t+C’$

は変形 Mathieu 方程式に、

$u(t)=Ct^{2}+C’t^{-2}+C’’$

は Whittaker の微分方程式に、

$u(t)=C\sinh^{-2}t+C$

は Legendre の微分方程式に、

$u(t)=Ct^{-2}+C’$

は Bessel の微分方程式に対応する。
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7. 一意性

$[(1.1)$ の P、すなわちポテンシャル V(のは、 \S 4で定義した可換微分
作用素系 $\mathbb{C}[P_{1}, \ldots, P_{n}]$ を一意に決定するか ? 」 ということに関し、ほぽ
肯定的な以下の結論が成立する。

定理 5 ([OS], [Ta]).
i $)$ $A_{2}$で $v(t)$ $=$ Cr2 $+$ C’の形の時を除き、 $\mathbb{C}[P_{1}, \ldots, P_{n}]$ は、畷のあ
るいは $(u(t), v(t))$ から一意に定まる。

ii) $\mathbb{C}[P_{1}, \ldots, P_{n}]$ の生成元が総て natural adjoint property を持つよ
うに取れるならば、 $u(t)$ または $(u(t),$ $v(t))$から $\mathbb{C}[P_{1}, \ldots, P_{n}]$ が一意に定

まる。

ii) V $(x)$ が有理函数でないならば、 $V(x)$ から $\mathbb{C}[P_{1}, \ldots, P_{n}]$ が一意に

定まる。

上記において、 $B_{n}$のときは $(u(t),$ $v(t))$から $V(t)$ への対応は一意では

ないが ( $t^{2}$の項の不定性)
$\grave$

$\mathbb{C}[P_{1}, \ldots, P_{n}]$ を変えずに乃の $\partial$

1
$\partial$1の係 i数を

$2u(x_{1}.-x_{2})-2u(x_{1}+x_{2})$ となるようにとることができる。定理 5 i), ii)
の」Bnの場合の一意性は、このようにとった場合の一意性を意味している。

$A_{2}$で $v(t)=t^{-2}$の場合は、生成元が natural adjoint property を持つよ
うににとれないことがあり、一意性が成り立たない (cf [Ta]) 。

$B_{n}$で生成元が natural adjoint property を持つように取れると仮定し
ても、 $u(t)$ 、 $v(t)$ が有理函数ならば、$V(x)$ から $\mathbb{C}[P_{1}, \ldots, P_{n}]$ が一意に定

まるとは限らない (cf. $[$OS$]$ )。このことは、 $P$と可換で natural adjoint
property を持ち、 $W$不変で、かつ、最高階が定数係数の微分作用素で、互

いに可換でないことがあることを意味している。

定理 6 $([OS])$ .
i $)$ $W$-不変な微分作用素 $Q$ が、 $[Q, P_{j}]=0(i=1, \ldots, n)$ を満たせば、

$Q\in \mathbb{C}[P_{1}, \ldots, P_{n}]$ .

ii) C $\in \mathbb{C}$びに対し $\tau c(x)=x+C$ とおく。一次独立な $C_{1},$
$\ldots,$

$C_{n}\in \mathbb{C}^{n}$

で・ V(のが $\tau_{C_{j}}$不変となるようなものが存在したとする $(j=1, \ldots, n)_{\circ}$

37



微分作用素 $Q$ が $\tau$c、不変で $(j=1, \ldots, n)$ 、 $[Q, P]=0$ を満たすならば・

$[Q, P_{j}]=0(j=1, \ldots, n)$ が成立する。

8. 高階積分

定理 7.

i $)$ 定理 4の任意の $u$ または $(u, v)$ に対し、 (6.6) の場合以外は、可換な
微分作用素系 $\mathbb{C}[P_{1}, \ldots, P_{n}]$ を具体的に構成できる。 したがってこのとき、

(1.1) の $P$は完全積分可能性である。

ii) $Xjarrow qj,$ $\sqrt{-1}\partial_{j}arrow pj$ という置き換え (古典極限) で、 $P$に対応す

る力学系の Hamiltonian

(7.1) $H(p, q)= \frac{1}{2}\sum_{j=1}^{n}p_{j}^{2}+V(q)$

は完全積分可能になり・具体的に与えた高階積分 $P_{j}$に対応する函数を
$\overline{P}_{j}(p, q)$ と置くと

(7.2) $\{H,\overline{P}_{j}\}=\{\overline{P}_{i},\overline{P}_{j}\}=0$ for $1\leq i\leq j\leq n$

が満たされる。但し、 $\{$ , $\}$ は Poisson の括弧式で

(7.3) $\{f, g\}=\sum_{i=1}^{n}(\frac{\partial f}{\partial pi}\frac{\partial g}{\partial qi}-\frac{\partial g}{\partial pi}\frac{\partial f}{\partial qi})$

で与えられる。

$A_{n}$のときは、高階の積分 $P_{k}$は

$P_{k}= \sum_{0\leq j\leq[\frac{k}{2}]}\frac{1}{2^{j}j!(k-2j)!}\sum_{\sigma\in \mathfrak{S}_{n}}\sigma(u(x_{1}-x_{2})u(x_{3}$
一 $x_{4})$

(7.4) . . . $u(x_{2}$
フー

$1^{-x_{2j})\partial_{2j+1}\partial_{2j+2}\cdots\partial_{k})}$

で与えられる (cf [OP2], [OS]) 。
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$B_{n}$ で最も一般の (6.4) の場合で、基本周期が有限の場合は

(7.5) $u(t)=C_{5}\wp(t)$ , $v(t)= \sum_{j=1}^{4}c_{J\wp(t}+\omega j)-\frac{\grave{C}_{0}}{2}$

$C_{0},$
$\ldots,$

$C_{5}\in \mathbb{C},$ $\omega_{3}=-(\omega_{1}+\omega_{2}),$ $\omega_{4}=0$ と置くことができる。 このと

きの $P_{k}$は以下のようにして与えられる (cf [O]) 。

(7.6) $P_{n}(C_{0})= \sum_{k=0}^{n}\frac{1}{k!(n-k)!}\sum_{\sigma\in \mathfrak{S}_{n}}\sigma(q$仙紛 $\triangle_{\{k+1,\ldots,n\}}^{2})$

を

$\triangle_{\{1},\ldots$ 紛 $=$ $\sum$ $\frac{1}{2^{k}j!(k-2j)!}$ $\sum$ $\epsilon(w)w(u(x_{1}-x_{2})$

$0 \leq J\leq[\frac{k}{2}]$ $w\in W(B_{k})$

$u(x_{3}-x_{4})\cdots u(x_{2j-1}-x_{2j})\partial_{2j+1}\partial_{2j+2}\cdots\partial_{k})$ ,

$q \{1,\ldots,k\}=\sum_{I_{1}\coprod\cdots LII_{\nu}=\{1,\ldots,k\}}T_{I_{1}}\cdots T_{I_{\nu}}$
, $q_{\emptyset}=1$ ,

$T_{\{1,\ldots,k\}}=(-C_{5})^{k-1}( \frac{C_{0}}{2}T_{\{1,\ldots,k\}}^{0}(1)-\sum_{j=1}^{4}C_{j}T_{\{1,\ldots,k\}}^{0}(\wp(t+\omega_{j})))$ ,

$T_{\{1,\ldots,k\}}^{0}( \psi)=\sum_{I_{1}II\cdots III_{\nu}=\{1,\ldots,k\}}(-1)^{\nu-1}(\nu-1)!S_{I_{1}}(\psi)\cdots S_{I_{\nu}}(\psi)$
,

$S_{\{1,\ldots,k\}}( \psi)=\sum_{w\in W(B_{k})}w(\psi(x_{1})\wp(x_{1}-x_{2})\wp(x_{2}-x_{3})\cdots\wp(x_{k-1}-x_{k}))$

により定義する。

ここで $W(B_{k}),$ $W(D_{k})$ は $B_{k}$型、 $D_{k}$型 Weyl 群でその元を $\mathbb{R}$たの座標
変換と見なしている。 また、 $w\in W(B_{k})$ に対し、 $w\in W(D_{k})$ のとき

$\in$ (w) $=$ l 、それ以外では一 1と置いた。また、 $I_{1},$
$\ldots,$

$I_{\nu}$ の和は $\{$ 1, $\ldots,$
$k\}$

の全分割を渡り、 $\sigma\in \mathfrak{S}_{n},$ $k=\neq I,$ $\sigma(\{1, \ldots, k\})=I$ によって $\triangle_{I}=$

$\sigma(\triangle\{1,\ldots,k\})$ と定義した。

為 $(C_{0})$ を $C_{0}$ の多項式とみたときの $C_{0}^{n}$づの係数として $P_{j}$が与えられ、

とくに

(7.7) $[P_{n}(C_{0}), P_{n}(C_{0}’)]=0$
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が成立する。

$D_{n}(n>3)$ で、 $($ 4.8 $)$ の場合は、上の $B_{n}$での構成で $C_{1}=C_{2}=C_{3}=$

$C_{4}=0$ と置くことにより $P_{k}(k=1, \ldots, n-1)$ が得られ、 さらに、

$\ovalbox{\tt\small REJECT}=\triangle_{n}$である。

$B_{n}$ で (6.4) の場合で、かつ $\wp(t)$ の基本周期が有限の場合は・ 上記 $B_{n}$

から極限操作によって $P_{k}$が求まる。 (6.8) や (6.10) の場合の具体型は [O]

にある。

$B_{n}$ で (6.3) の場合の $\mathbb{C}[P_{1}, \ldots, P_{n}]$ は・ $\mathbb{C}[-\frac{1}{2}p_{1}^{2}+v(x_{1}),$
$\ldots,$

$- \frac{1}{2}p_{n}^{2}+$

媛 $x_{n})]$ の $W$不変元の全体である。

$D_{n}$で、 (6.6) の場合は、条件を満たす $P_{1},$
$\ldots,$

$P_{n}$が存在するとは限ら

ない。

B2の他の例は [OS], [OO] を参照して下さい。
$B_{n}$で (6.4) の場合の構成において重要なのは次の補題である $0$

補題 8. (7.4) 以下の表記において

(7.8) $\{\begin{array}{l}T_{\{1\}} =-2v_{1},\partial_{k}T_{\{1,\ldots,k\}}=\sum_{j=1}^{k-1}(2T_{\{1,\ldots,k-1\}}\partial_{j}\psi_{jk}+(\partial_{j}T_{\{1,\ldots,k-1\}})\psi_{jk})for k=2, \ldots, n.\end{array}$

が満たされるなら $[P_{n},$ $P]=\{\overline{P}_{n},\overline{P}\}=0$ . が成立する。

この函数微分方程式 (7.8) を解くことにより、 $T_{\{1},\ldots$紛を零めることが
できる (cf. [O]) 。

9. 分解する場合

今まで調べてきた完全積分可能量子系は、帯球函数の言葉で言えば極

小放物型部分に対する球函数、すなわち、主系列表現に対する球函数の

満たす微分方程式にあたるものである。一般の放物型部分群、すなわち、

退化系列表現に対応する帯球函数は、 より多くの微分方程式を満たす。そ

れは、可換な微分作用素から決まる微分方程式系が、対応する退化したパ

ラメータのとき可約なことを意味する。
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退化した場合の微分方程式を定義する微分作用素は互いに可換とは限
らないが、それを一般化することにより、より広い枠組みで超幾何微分作

用素を捕らえることができる可能性がある。

ここでは、 B2の場合に、分解する例を挙げるに止める。

補題 9. (2.1) の $P$に対し

(9.1) $[P, Q]=\lambda(x)Q$

を満たす微分作用素 $Q$ と函数 $\lambda$ (�が存在したとする。このとき $[P,{}^{t}QQ]=$

$0$ が成立する。

実際 $[P,{}^{t}QQ]=[P,{}^{t}Q]Q+{}^{t}Q[P, Q]=-{}^{t}[P,$ $Q]Q+{}^{t}Q[P, Q]=0$ と

なる。

命題 1 $0$ . $W$は B2型とする。 $P$は (1.1) の形であり

(9.2) $Q=\partial_{1}\partial_{2}+a_{1}(x_{1}, x_{2})\partial_{1}+a_{2}(x_{1}, x_{2})\partial_{2}+b(x_{1}, x_{2})$

は (9.2) を満たし、 さらに

$g(P)=P,$ $g(Q)=\epsilon(g)Q$ for $g\in W(B_{2})$

とする。 ただし、 $\mathcal{E}$ は、 $g(x_{1}x_{2})=\epsilon(x_{1}x_{2})$ となる $W(B_{2})$ の 1次元表

現とする。 このための必要十分条件は $c_{2}c_{4}=c_{3}c_{4}=0$ を満たす複素数

$c_{1},$ $\ldots,$
$c_{6}$によって

$a(t)= \frac{c_{1}(\wp(t)-e_{1})(\wp(t)-e_{2})+c_{2}\wp(t)+c_{3}}{\wp’(t)}$ ,

$u(t)=c_{4} \frac{(\wp(\frac{t}{\wp 2})-e_{3})^{2}}{(\frac{t}{2})^{2}}+c_{5}\wp(t)+c_{6}$ ,

$w(t)=a’(t)-a^{2}(t)$ ,

$R(x_{1}, x_{2})=u(x_{1}+x_{2})+u(x_{1}-x_{2})+w(x_{1})+w(x_{2}).$’

$a_{0}(x_{1}, x_{2})=a(x_{1})a(x_{2})+ \frac{1}{2}(u(x_{1}+x_{2})-u(x_{1}-x_{2}))$ ,

$a_{1}(x_{1}, x_{2})=a(x_{2})$ ,

$a_{2}(x_{1}, x_{2})=a(x_{1})$ ,

$b(x_{1}, x_{2})=2a’(x_{1})+2a’(x_{2})$
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となることである。

たとえば、 $\wp(t)$ の周期が有限で、 $c_{4}=0$ の場合は

$a(t)= \sum_{j=1}^{3}\frac{1}{2}C_{j}\frac{\wp’(t)}{\wp(t)-e_{j}}$ ,

$u(t)=c_{5}\wp(t)+c_{6}$ ,

$w(t)=- \sum_{j=1}^{4}(C_{j}+C_{j}^{2})\wp(t+\omega_{j})$

$-(C_{1}^{2}-2C_{2}C_{3})e_{1}-(C_{2}^{2}-2C_{3}C_{1})e_{2}-(C_{3}^{2}-2C_{1}C_{2})e_{3}$ ,

$C_{4}=-(C_{1}+C_{2}+C_{3})$ .

と表せる。 また、 $\wp(t)$ の一方の周期のみが有限で、 $c_{4}=0$ の場合は

$a(t)=C_{1}\coth\lambda t+C_{2}\tanh\lambda t+C_{3}\sinh 2\lambda t$ ,

$u(t)=C_{4}\sinh^{-2}\lambda t+C_{5}$ ,

$w(t)=-(C_{1}\lambda+C_{1}^{2})\sinh^{-2}\lambda t+(C_{2}\lambda+C_{2}^{2})\cosh^{-2}$ $\lambda$オ

十 2 $(C_{3}\lambda-C_{1}C_{3}-C_{2}C_{3})\cosh 2\lambda t-C_{3}^{2}\cosh^{2}$ 2 $\lambda$オ

$-(C_{1}^{2}+C_{2}^{2}-C_{3}^{2}+2C_{1}C_{2}+2C_{1}C_{3}-2C_{2}C_{3})\cdot$.

と表せる。
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