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昨年の集会で Banach 空間の有界閉集合内の最遠点の一意性について報告したが
([3], [4]), 残念ながらその後, そこで述べられた主要結果は既に Zhivkov[5] で得ら
れていたことが Zhivkov 氏本人から指摘された。
ここでは一意性の問題から離れて, [4] の執筆中に気になった一つの問題について触

れたい。 なお以下に考える Banach 空間はすべて実 Banach 空間とする。
さて $E$ を実 Banach 空間, $C$ を $E$ の空でない有界閉部分集合とすると, $x\in E$ から

$C$ への最遠距離はた $(x). \Leftarrow\sup\Vert x$ 一 $p\Vert$ によって与えられ, $f_{C}(x)=\Vert x-y\Vert$ をみたす
$:oe’C$

紗 $\in C$ を《賜こおける $x$ からの最遠点と呼ぶのであった. 海について泌 $(x|)=f_{\overline{co}C}(x)$

が成吻立っことは明か。 また $C$ に対して Lau [2] によって導入された集合 ([4] では
$D(C)$ と表した) が, $C$ 内の最遠点の存在と一意性に関して重要であった。 $D(C)$ は

凸関数 fc $($のを用いて

$D(C):=\{x\in$ 捌 $z:\in C\dot{m}f$《$z-x$,の $=-fc(x)$ for dl $x^{*}\in\partial fc(x)\}$

と定義される。双 C) は $E$ で稠密な $G_{\delta}$ 集合であり、例えば $C$ が weakly compact
なときは、任意の $x\in D(C)$ は $C$ の中に最遠点を持つ (Lau [2] )。この $D(C)$ に対.
して [4] の Proposition 2.2が示すように, 自然に $\overline{co}C$ が登場し, $D(C)=D(\overline{co}C)$

がわかる。

Proposition 1 ([4], Proosition 2.2). $C$ を Banach 空間 $E$ の空でない有界閉集合
とし, $x\in E$ とすると, 次のことは互いに同値である:

(i) $x\in D(C)$ ;

(ii) $z\in i_{\frac{nf}{co}}$

。
$d^{+}fc(x)(z-x)=-fc(x)$ ;

(iii) 任意の $\epsilon>0$ に対して次の条件をみたす $\lambda\in(0,1)$ と $z\in\overline{co}C$ が存在する。

$f_{C}(x+\lambda(z-x))-f_{C}(x)<-\lambda f_{C}(x)+\epsilon\lambda$ .

これから $C$ に対する最遠点の問題を $\overline{co}C$ に対する問題に帰着できないかという疑
問が起きてくる。 っまり具体的には次の問題を考えるのである :

問題 $C$ を Banach 空間 $E$ の空でない有界閉集合とし, $x\in E$ とする。 このとき $\overline{co}C$

内に $x$ から最も遠い点が存在すれば, $C$ の中で $x$ から最も遠い点が存在するか ?
直感的にはこの問題の答えは肯定的であるように思われるが, 全く一般の $E$ に対

しては次の例が示すように否定的である。
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反例 : $\overline{N}:=N\cup\{0\}$ とし, $E$ $:=\ell^{\infty}(\overline{N})$ とする。 $e_{n}\in E$ を $E$ の canonical unit
vector とし, $n=1,2,$ $\ldots$ に対して

$a_{n}:=(1- \frac{1}{2^{n}})(e_{0}+e_{n})$ ; $b_{n}.=(1- \frac{1}{2^{n}})(e_{0}-e_{n})$

と置く。 このとき, $\Vert a_{n}-b_{m}||\geq 1/2,$ $\Vert a_{n}-a_{m}||\geq 1/2(n\neq m),$ $||b_{n}-b_{m}\Vert\geq 1/2$

$(n\neq m)$ であるから, $C:=\{a_{n}|n\in N\}\cup\{b_{n}|n\in N\}$ は閉集合となる。 明らかに

suP $\{|$回$| |x\in C\}=1$ であるが, $\Vert x\Vert=1$ となる $x\in C$ は存在しない。つまり, $C$

には原点 $0$ からの最遠点は存在しない。一方

$\frac{1}{2}(a_{n}+b_{n})=(1-\frac{1}{2^{n}})e_{0}arrow e_{0}$ $(narrow\infty)$

より eo $\in\overline{co}C$ で, $\overline{co}C$ には原点からの最遠点 $e_{0}$ が存在する。

上の問題の答が肯定的になる一つの場合が次で与えられる。

Theorem 2. $C$ を Banach 空間 $E$ の weakly compact set, $x\in E$ とする。 このと

き $\overline{co}C$ に $x$ からの最遠点が存在していれば, $C$ にも $x$ からの最遠点が存在する。

PROOF. $z\in\overline{co}C$ で $C$ が weakly compact とすると, Krein-Smulian の定理の証
明 (Dunford-Schwartz [1, Theorem V6.4]) から, $C$ 上の weak topology に関する
probability Radon measure $\mu$ で

$z= \int_{C}yd\mu(y)$ (weak integral) $(*)$

をみたすものがある。また $\varphi\in E^{*}$ で $\Vert\varphi\Vert=1,$ $\langle z-x$ , $\varphi$
$\rangle=|$レー剛をみたすものが

存在するが, これを $(*)$ に使うと

$\Vert z-x\Vert=\langle z-x,$ $\varphi\rangle=\int_{C}\langle y-x,$ $\varphi\rangle d\mu(y)$ . $(**)$

ここで, 任意の $y\in C$ で $\langle y-x,$ $\varphi\rangle\leq\Vert y-x\Vert\leq$ $|$レー剛に注意すると, $(**)$ か

ら任意の $y\in supp\mu$ に対して $\langle y-x,$ $\varphi\rangle=$ $|$レー剛であることが分かる。 これより
$y\in supp\mu\subset C$ では $\Vert y-x\Vert$ $=|$レー剛となり, $C$ に $x$ からの最遠点が存在するこ
とが示された。 $\square$

上の定理では $\overline{co}C$ における最遠点 $z$ の存在から $C$ における (他の) 最遠点の存
在が導かれたが, $z$ 自身が $C$ に属するならこのことは自動的に言える。 このために
恥 nach 空間の幾何学における次の定霧を思い出そう $\circ$

Definition. Banach 空間 $E$ の部分集合 $C$ と $x\in C$ に対し, $x$ が $C$ の denting
point であるとは, 任意の $\epsilon>0$ に対して $x\not\in\overline{co}(C\backslash B_{\epsilon}(x))$ が成り立っことを言う。
ただし B$\epsilon$ (のは $x$ を中心とする半径 $\epsilon$ の開球を表す。
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Proposition 8. $C$ を Banach 空間 $E$ の空でない有界閉部分集合, $z\in\overline{co}C$ が
$\overline{co}C$ での $x$ からの最遠点とする。 さらに $z$ が $\overline{co}C$ の denting point であれば $z\in C$

が成り立っ。

PROOF. 任意に $\epsilon>0$ をとると, 仮定より $z\not\in\overline{co}(\overline{co}C\backslash B_{\epsilon}(z))$ なので Hahn-Banach
の定理からある $\varphi\in E^{*}$ で

$\sup\{\{y,\varphi\rangle|y\in\overline{co}(\overline{co}C\backslash B_{\epsilon}(z))\}<\langle z,$ $\varphi\rangle$

をみたすものが存在する。 これから特に

$\sup\{\langle y, \varphi\rangle|y\in C\backslash B_{\epsilon}(z)\}<\langle z,$ $\varphi\rangle$

が成り立っから, $C\cap B_{\epsilon}(z)=\emptyset$ ならば $\sup\{\langle y, \varphi\rangle|y\in C\}<\langle z$,のとなるが, これ
は $z\in\overline{co}C$ に矛盾する。 よって任意の $\epsilon>0$ に対し $C\cap B_{\epsilon}(z)\neq\emptyset$ となり, $z\in C$

が分かる。 口

この命題の結果として次の定理が得られる 6

Theorem 4. Banach 空間 $E$ の単位球面上の点がすべて閉単位球の denting point
であれば, 任意の空でない有界閉集合 $C\subset E$ と $x\in E$ に対し, $\overline{co}C$ の $x$ からの最
遠点は常に $C$ に属する。

PROOF. $z\in\overline{co}C$ が $x$ からの最遠点とすると, $z$ は $x$ を中心とする半径 $r:=\Vert z-x||$

の球面上にあり, 仮定から $z$ は $\overline{B_{r}(x)}$ の denting point。 $C\subset\overline{B_{r}(x)}$ より $z$ は $C$ の

denting point でもあることは明か。 よって前命題より $z\in C$ となる。 $\square$

この定理の前提をみたす空間の例を述べるために次の定義を思い起こそう : Banach
$t$

空間 $E$ が locally uniformly convex であるとは, $\Vert xo\Vert=1,$ $\Vert x_{n}\Vert\leq 1(n=1,2, \ldots)$

で $\Vert(x_{n}+x_{0})/2\Vertarrow 1$ ならば常に $x_{n}arrow X_{0}$ が成り立つことを言う。
この定義より次のことが成り立っ。

Proposition 5. $E$ を locally uniformly convex な空間とすると, $E$ の単位球面上
の点はすべて閉単位球の denting point である。

PROOF. $x0\in E,$ $\Vert x_{0}\Vert=1$ とする。 $x0$ が $E$ の閉単位球 $B$ の denting point でない
とすると, ある $\epsilon>0$ で $x_{0}\in\overline{co}(B\backslash B_{\epsilon}(x_{0}))$ となるものがある。 $\varphi\in E^{*}$ を $\Vert\varphi\Vert=1$ ,

$\langle x0,$ $\varphi\rangle=1$ をみたすものとする。 このとき $\lambda:=\sup\{\langle x, \varphi\rangle|x\in B\backslash B_{\epsilon}(xo)\}=1$

である。 なぜならば, もしそうでないと閉超平面 $\{z\in E|\langle z, \varphi\rangle=\lambda\}$ が $x_{0}$ と

$\overline{co}(B\backslash B_{\epsilon}(x_{0}))$ を真に分離することになり $x_{0}\in\overline{co}(B\backslash B_{\epsilon}(x_{0}))$ に反する。 よって
$B\backslash B_{\epsilon}(xo)$ に含まれる点列 $\{x_{n}\}$ で $\{x_{n},$ $\varphi\ranglearrow 1$ となるものがとれる。 これに対して

$\{\frac{1}{2}(x_{n}+x_{0}),$ $\varphi\}arrow 1$ 従って $\Vert\frac{1}{2}(x_{n}+x_{0})\Vertarrow 1$

が成り立ち, $E$ が locally uniformly convex という仮定から $x_{n}arrow x_{0}$ となるが, こ

れは $x_{n}\in B\backslash B_{\epsilon}(xo)$ に矛盾する。 $\square$
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注: よく知られた次の Trojanski の定理によって locally uniformly convex space 1は

豊富にあることが分かる :

Theorem 6(監 ojanski). $E$ を weakly compactly generated な Banach 空間 (特

に separable または reflexive なら十分) とすると, $E$ 上に元のノルムと同値な locally
uniformly convex ノルムが存在する。

$E$ が locally uniformly convex という仮定は強いものなので, もっと弱い条件で単
位球面上の点がすべて閉単位球の denting point となることを保証するものを見いだ
すことは意味があるであろう.
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