
相対作用素エントロピーをめぐって

大阪教育大学 藤井 淳– (Jun Ichi Fujii)

久保-安藤による Hilbert 空間上の正作用素に対する平均の理論 [17] に基づいて、相対作用素

エントロピー $S(A|B)$ を、 $A,$ $B$ が可逆な場合、

$S(A|B)=A^{1/2}(\log A^{-1/}2BA^{-1/2})A1/2B^{1/}=\eta 2(B^{-1/2}AB-1/2)B^{1/}2$

$(\eta(X)=-x\log x)$ で定義し、可逆でない場合は、

$S(A|B)=$ s-lim $S(A|B+\epsilon)$ (単調極限)

とする [9]。 $S(A|B)$ は、一般に有界なエルミット作用素として存在するとは限らず、存在条件

は、次の下方有界性で与えられる [11] :

存在条件 : $\exists c\in \mathbb{R}$ ; $c\leq tB-(\mathrm{l}\circ \mathrm{g}t)A$ $(t>1)$ .

以下、有界作用素として $S(A|B)$ が存在するようなペア $(A, B)$ に話を限る。

このとき、 Douglas の majorization theorem [5] に基づいた、泉野の商作用素の理論 [15] を

利用すれば、 $S(A|B)$ は次のように構成することができる $[8,12]$ : $R=(A+B)^{1/2}$ としたと

き、 $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}X\supset \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}R$ の条件下で、 $XR=A1/2$ を満たす $X$ が–意的に定まり、

$S(A|B)=RF(X^{*}X)R$ ここで $F(x)=S(x|1-x)=x \log\frac{1-x}{x}$ .

この構成法は、 $S(A|B)$ の性質を証明するのに便利な公式である。

方、Uhlmann 型の構成法では、 $x^{t}$ を表現関数とするような (加重幾何) 作用素平均の族

を $g_{t}$ とするとき、

$S(A|B)=\mathrm{s}- t\downarrow 1\mathrm{i}\mathrm{m}0$

$\frac{Ag_{t}B-A}{t}$ (単調極限)

となる [10]。
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ここで、安藤 Lebesgue 分解 [3] における絶対連続性と, 存在条件の関連に目を向けよう。 $A$

が B-絶対連続とは、

$A=[B]A\equiv$ s-lim $A$ $nB$ (: は並列和 [2, 6])
$narrow\infty$

で特徴づけられるが、実は後述するように
$\mathrm{s}- \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}t$

$Ag_{t}B=[B]A$ となることから、Uhlmann 型

構成法の収束を保証する必要条件であることが分かる。 もともと存在条件は、

核条件 : $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A\supset \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}B$

より強い条件で、

値域条件 : ran $A^{1/2}\subset$ ran $B^{1/2}$

より弱いことが分かっていたが、 これらの条件間には次の強弱関係があり、すべて逆は成立し

ないことが分かる :

定理 1. 各条件に以下の関係があり、逆は成立しない :

値域条件 majorization (1) (2) (3) 核条件
ran $A^{1/2}\subset$ ran $B^{1/2}$ $\Rightarrow$ 存在条件 $\Rightarrow B$-絶対連続性 $\Rightarrow \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A\supset \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}B$ .

逆が成立しない例を挙げておく :

(1) $B=A^{2}$ $S(A|A^{2})=A\log A^{2}-A\log A=A\log A$

(2) $A=P_{B}$ $S(P_{B}|B)=PB\log B$ で有界でない

(3) $C[0,1]$ で 1, $x$ に対応する作用素を $A,$ $B$とする.//

Uhlmann の構成法 [18] では幾何平均で作られた道の微分係数が相対エントロピーであった

が、 これを–般化して、 次の性質を持つ補間的道 $m_{t}$ を生成する対称な作用素平均 $m$ を補間

的平均と呼んだ $[10,13]$ :

$Am_{0}B=A$ , $Am_{1}B=B$ , $m_{1/2}=m$ ,

(A $m_{r}B$ ) $m_{t}$ (A $m_{S}B$ ) $=Am_{\langle 1-t)r}+tsB$ $(0\leq r, s, b, \leq 1)$ .

対称平均は必ずしも補間的でない。補間的平均の典型的な例は、 $r$-power mean $m^{[r]}(-1\leq$

$r\leq 1)$ と呼ばれるもの [7] で、

A $g^{[r]}B=A^{1/2}( \frac{1+(A^{-1/}2BA^{-}1/2)^{r}}{2})^{1/r}A1/2$
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で定義され、その補間的道は、

A $g_{t}^{[r]_{B}1/2}=A((1-t)+t(A^{-}1/2BA-1/2)^{r)}1/r_{A1/2}$

で与えられる。特に、

$m^{[1]}=a$ (算術平均), $m^{[0]}=g$ (幾何平均), $m^{[-1]}=h$ (調和平均)

となっている。

ところで、 $[B]A$ は $B$-絶対連続部分であるが、幸崎 [16] は、 閉部分空間 $M$ を

$M=\overline{\{y|A1/2\in \mathrm{r}a\mathrm{n}By\}}$

とし、 それに対する射影を $P_{M}$ とすると次が成り立つことを示していた :

幸崎の定理. $[B]A=A1/2P_{M}A^{1}/2$

従って、 $A,$ $B$ が可逆でない場合は、

s-lim $AmtB=Am0B$
$t\downarrow 0$

が–般には成立しない。 また、先に触れたように、 $B[A]$ は次の等式から
$\mathrm{s}-\lim_{t}$

$Ag_{t}B=[B]A$

となることが分かる :

$[B]A= \mathrm{s}-\lim_{t\downarrow 0}A:\frac{1-t}{t}B=\mathrm{s}-\lim_{f\downarrow 0}(1-t)(Ag^{[-1]}B)$ .

これを, 補間的道 $Am_{t}B$ の極限の問題と見れば、次のように–般化できる :

定理 2. 補間的平均が初期条件 $1m\mathrm{O}\equiv \mathrm{o}m1=0$ を満たすとき、

s-lim A $m_{t}B=A^{1/21}P_{M}A/2=[B]A$ .
$t\downarrow 0$

そうでないとき、 $\mathrm{s}-\lim_{t}$
$Am_{t}B=A$ .

(証明) 初期条件から、 1 $m_{t}0=0m_{t}1=0$ に注意。 泉野式構成法を使うと、

$F_{t}(x)=x(1m_{t} \frac{1-x}{x})arrow x\chi_{\mathrm{t}^{0},\infty)}(\frac{1-x}{x})=x\chi_{\mathrm{t}^{0,1}})(X)=x\chi[0,1)(x)$.

51



$P$ を $1-Xx*$ の値域射影とすると、

$F_{t}(x^{*}x)arrow X^{*}X\chi_{[0,1})(x^{*}x)=x^{*}\chi_{[0,1})(XX^{*})X=X^{*}PX$ ,

s-lim A $m_{t}B=Rx^{*}PXR=A1/2PA^{1/}2$ .
$t\downarrow 0$

初期条件が非零のとき、 $F_{t}(x)arrow x$ $(t\downarrow \mathrm{O})$ から分かる。//

ところで、補間的道について、 $Am\neq B$ は $t$ について凸であることを以前示した [13]。また、可

逆な場合に限って、連続性, 微分可能性を論じたが、可逆でなくても、 次の定理が成り立つこ

とは分かる :

定理 3. 補間的道 $m_{t}$ について、 $Am_{t}B$ は $0<t<1$ でノルム連続及び微分可能.

(証明) $[0,1]$ 上の作用素凹関数 $F_{t}(x)=xm_{t}(1-X)$ は、常に $F_{t}(1/2)=1/2$ を満たし、 $[0,1/2]$

では単調減少, [1/2, 1] では単調増加する。 $(0\leq t\uparrow 1)$ したがって、 $t$ について $C[0,1]$ の元と

してノルム連続だから、泉野式構成法から

$||Am_{t+\epsilon}B-Am_{t}B||\leq||R||||F_{t}+\mathcal{E}^{-F_{t}}||\infty||R||arrow 0$.

また、以前の考察で凸性を利用すれば少なくとも強 (作用素) 位相で微分可能で、

$\varphi_{\epsilon}(_{X})\equiv\frac{F_{t+\epsilon}(x)-Ft(x)}{\hat{\mathrm{c}}}\downarrow\frac{dF_{t}}{dt}(x)$ $(\epsilon\downarrow 0)$ .

さらにこの導関数が、 $x$ について連続であることが確かめられるので、Dini の定理より、 $\varphi_{\epsilon}$ は

一様に導関数に収束し, $Am_{t}B$ がノルムで微分可能となる。 //

それで Uhlmann 型構成法を–般化して、補間的平均 $m$ から補間的道 $m_{t}$ を作り、その $0$ で

の微係数として、derivative solidarity $s_{m}$ が得られる :

A $s_{m}B= \mathrm{s}-\lim_{t\downarrow 0}\frac{Am_{t}B-A}{t}$ .

このとき、 $s_{m}$ を–種の計量と見れば、 $m_{t}$ は対応する測地線と見ることができる :
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定理 4 . $m_{t}$ は次の式を満たす唯–の補間的道である :

$\frac{dAm_{t}B}{dt}=\frac{(Am_{t}B)S_{m}(Amt+.hB)}{h}.\cdot$

(証明) $\frac{(Am_{t}B)s_{m}(Amt+hB)}{h}=$
$\mathrm{s}-\lim_{\epsilon}$

$\frac{(Am_{t}B)m\epsilon(Am_{t+}hB)-Am_{t}B}{h_{\mathcal{E}}}$

$= \mathrm{s}-\lim_{\epsilon\downarrow 0}\frac{(Am_{\mathrm{t}^{1}-\in})t+\mathcal{E}\mathrm{t}^{t}+h)B)-Am_{t^{B}}}{h_{\mathcal{E}}}$

$= \mathrm{s}-\lim_{\in}$

$\frac{(Am_{t}+h\xi B)-Am_{t^{B}}}{h\in}=\frac{dAm_{t}B}{dt}$.

この道以外はないことはすぐに確かめられる。//

上の式から、特に

$\frac{dAg_{t}B}{dt}=\frac{S(AgtB|Agt+hB)}{h}=$ $\mathrm{u}-\lim_{h\downarrow 0}\frac{S(AgtB|Agt+hB)}{h}$

が分かるが、対応しない道に関しても、左辺と右辺はほとんど等式が成立する。 ここでは、特

に相対作用素エントロピーについての収束を見るので、道具として対数関数についての収束を

確認しておく : $(-1, \infty)$ 上の関数

$f(x)= \frac{\log(1+x)}{x}$

は、 $f(\mathrm{O})=1$ で、単調減少する連続関数だから、 $0$ にノルム収束する対称作用素の列 $E_{h}$ に

ついて、 $f(||E_{h}||)\leq f(E_{h})\leq f(-||E_{h}||)$ となり、 $f(E_{h})$ も 1にノルム収束する。

また、 $E_{h}$ が有界で、 $E_{h}\geq-1,$
$\mathrm{s}_{h}- \mathrm{J}\mathrm{i}\mathrm{m}E_{h}=0$

ならば、
$\mathrm{S}^{-},1\mathrm{i}\iota \mathrm{r}\mathrm{n}$

$F(E_{h}.)=1$ . 従って、次の結果

が得られる :

定理 5. $A,$ $B$ : 可逆正作用素のとき、

$\mathrm{u}-\lim_{h\downarrow 0}\frac{S(Am_{t}B|Am_{t+}hB)}{h}=\mathrm{u}-\lim_{harrow 0}\frac{S(AmtB+\mathcal{E}|Am_{t}+hB+\epsilon)}{h}--\frac{dAm_{t}B}{dt}$ .

(証明) 前の $f$ を利用して、 $X_{t}=Am_{t}B,$ $E_{h}=X_{t}-1/2.(X_{t+h}-x_{t})x_{t}^{-1}/2$ とすれば、

$\frac{S(X_{t}|Xt+h)}{h}=X_{tt}^{1/1/2}2_{\frac{\log X_{t+ht}^{-}Xt1/21/2x^{-}}{h}}x$

. .

$=X_{tt}^{1/1/2}2 \frac{\log(1+E_{h})}{h}X$

$=X_{tt}^{1/1/2}2_{\frac{E_{h}f(E_{h})}{h}}X arrow\frac{dX_{t}}{db}$ (uniformly).
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さらに、 $dX_{t}/dt=d(X_{t}+\epsilon)/dt$ から、求める等式が得られる。 //

非可逆な場合も等号成立を予想するが、今のところ、劣加法性から

$S(X_{t}+\epsilon|X_{t+h}+\epsilon)\geq S(X_{t}|X_{t+h})+S(\epsilon|\mathcal{E})=S(X_{t}|X_{t+h})$

だから、次の結果しか言えない :

定理 5 ,. s-Jim $\underline{S(Am_{t}B|},Am_{t+}hB$) $\leq \mathrm{u}-\lim.=\underline{S(Am_{t}B+\epsilon|Amt+hB+\epsilon)}\underline{dAm_{t}},.B$

$h\downarrow 0-11111$ $h$
$-\backslash$

$\mathrm{u}_{h}^{-}11arrow 0111$ $h$

–

$dt$

$g\geq m$ となる補間的平均については、等号が成立している : $Xs_{m}Y\leq S(X|\mathrm{Y})$ より、

$\frac{dAm_{t}B}{dt}=\frac{(Am_{t}B)S_{m}(Amt+hB)}{h}\leq\frac{S(Am_{t}B|Am_{t+}hB)}{h}$

が分かり、極限の存在と、等号が同時に分かる。 //

また、 $r$-power mean の道については、すべて等号が成り立つ : 証明で残っているのは、

$r>0$ の場合のみである。 $F_{t}^{\{r)}(x)=xm_{t}^{(r)}(1-x)$ について、 $K(h)=(t+h)/t$ とすれば、

$F_{t+h}^{\langle r})\leq K(h)F_{t}^{1r)}$ となるので、 $X_{t}=Am_{t}B$ について

$X_{t+h}=RF_{t+h(}c)R\leq K(h)RF_{t}(C)R=K(h)X_{t}$

となって互いに majorize するので、 $\lim_{h\downarrow 0}K(h)=1$ より

$\exists \mathrm{Y}_{h;^{x_{t+h}^{1/}}}2=Y_{h}x_{t}^{1/2},$ $Y_{h}^{*}Y_{h}\leq K(h),$
$\mathrm{S}-\lim_{h\downarrow 0}Y^{*}hYh=1_{X}$

.

さらに $S(x_{t}|X_{t+}h)=^{x_{t}S(|Y_{h}}1*Y_{h})xt=Xt(\log Y_{h}^{*}Yh)X_{t}$ , だから

$\frac{S(X_{t}|x_{t}+h)}{h}=\frac{X_{i}(\log Y_{h}*Yh)x_{t}}{h}=\frac{X_{i}(\mathrm{Y}_{h}^{*}Y_{h}-1)f(\mathrm{Y}*Yh-h1)Xt}{h}arrow\frac{dX_{t}}{db}(\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{l}\mathrm{y}).//$

最後に情報幾何学的な量を定義しておこう (cf. [1])。相対作用素エントロピーは、

$S(A|B)= \mathrm{s}-\lim_{t\downarrow 0}\frac{Ag_{t}B-AatB}{t}+B-A$
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の様に変形できるが、これに注目して $\alpha$-divergence の作用素版を次の正作用素として定義す

るのは妥当であろう :

$D_{\alpha}(A, B)= \frac{4}{1-\alpha^{2}}(Aa_{\mathrm{t}\mathrm{J}+}/2B-Ag\mathrm{t}1+\alpha)/2B)\alpha)$

$= \frac{4}{1-\alpha^{2}}(\frac{1-\alpha}{2}A+\frac{1+\alpha}{2}B-Ag\langle 1+\alpha)/2B)$ .

このとき、 $\alpha=0$ については、算術平均と幾何平均の差の 4倍となり、

$D_{1}(A|B) \equiv \mathrm{s}-\lim_{\alpha\uparrow 1}D_{\alpha}(A|B)=-s(B|A)+A-B$

$D_{-1}(A|B) \equiv \mathrm{S}-\lim_{\alpha\downarrow-1}D\alpha(A|B)=-s(A|B)+B-A$ .

通常の $\alpha$-divergence は密度関数を扱い, 積分で平均値を取るので、 これらの正作用素を密度作

用素として上式のトレースを取れば、 $A,$ $B$ の差の項が消えて、 Belavkin-Staszewski の相対エ

ントロピー $[4,14]$ がでてくる。
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