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1 はじめに

変量の分布を持つ母集団から層化無作為抽出された標本に基づく母平均の推定につい
ては, 既に様々な角度から議論が行われてきた. しかし, 母平均の信頼区間の構成について

はこれまでほとんど議論されていない.
本報告では, 層化抽出された標本から, 母平均の信頼区間を構成する方法について考えて

いく. まず, 単純無作為抽出の場合と同様に $t$ 分布を用いて構成する方法と, それが可能と

なる条件について 2節で考える. 3節では, モンテカルロシミュレーションによって, 理論

的には統計量が $t$ 分布に従う裏付けがなくても,実際に $t$ 分布を近似的に利用しても特に問
題ない状況があるかどうか検討する. そして 4節では, $t$ 分布を利用して信頼区間を構成す
るのが不可能な場合に, これに代わる方法としてブートストラップ法による信頼区間の構成
法について考える. また, この節ではシミュ一レーションも行い, $t$ 分布を利用する方法と
ブートストラップ法を利用する方法との比較を行う.

2 母平均の信頼区間の構成

2.1 単純無作為抽出法に基づく信頼区間の構成

変量の正規分布 $N(\mu, \sigma^{2})$ ( $\mu,$
$\sigma^{2}$ : 未知) をもつ母集団から, 大きさ $n$ の標本 $X_{1},X_{2},$ $\cdots$ ,

$X_{n}$ が単純無作為抽出される場合,標本平均と標本分散を

$\overline{X}$

$=$ $\frac{1}{n}\sum_{1j=}^{n}X_{j}$ , (1)

$S^{2}$
$=$ $\frac{1}{n}\sum_{j=1}^{n}(x_{j}-X)^{2}$ , (2)

と定義すると,

$U$ $=$ $\frac{\overline{X}-\mu}{\frac{\sigma}{\sqrt{n}}}\sim N(0,1)$,

$V^{2}$ $=$ $\frac{nS^{2}}{\sigma^{2}}\sim\chi^{2}(n-1)$ ,

となり, しかも $U$ と $V^{2}$ は独立であるから, 統計量

$T$ $=$
$\frac{\sqrt{n-1}U}{V}$

$=$
$\frac{\sqrt{n-1}(^{\overline{x}-}\mu)}{S}$ (5)
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は自由度 $n-1$ の $t$ 分布に従う. この $t$ 分布の上側確率 $\frac{\alpha}{2}$ に対する点を $t_{1-\frac{\alpha}{2}}$ とすると, 信
頼度 $1-\alpha$ の母平均 $\mu$ の信頼区間は

$.[ \overline{X}-t_{1-\frac{\alpha}{2}}\frac{1}{\sqrt{n}}s,\overline{x}+t1-\frac{a}{2}\frac{1}{\sqrt{n}}s]$ (6)

と求められる.

22 層化無作為抽出法に基づく信頼区間の構成

この節では, 層化無作為抽出された標本に対して,前節と同様に信頼区間の構成法を考え
ていく.
母集団 $.F_{0}$ が–変量の正規分布をもつ $L$ 個の層に分けられると仮定する. 第 $i$ 層の重み

(母集団全体に対する第 $i$ 層の比率), 平均, 分散を $w_{i},$ $\mu_{i},$
$\sigma_{i}^{2}$ と表し, 第 $\mathrm{i}$ 層から大きさ $n_{i}$

の標本 $X_{i1},$ $X_{i2},$ $\cdots,$ $X_{in}.\cdot$ が他の層とは独立に無作為抽出されるものとする. ただし,

$\sum_{i=1}^{L}w_{i}=1$ , $\sum_{i=1}^{L}n_{i}=n$

であり, $w_{i}(i=1,2, \cdots, L)$ は既知であるが, $\mu_{i},$ $\sigma_{i}^{2}(i=1,2, \cdots, L)$ は未知とする. このよ
うな状況では, 母平均 $\mu$ の推定には, 次のような不偏推定量を用いるのが–般的である.

ゐ

$\overline{X}_{St}=\sum_{i=1}wi\overline{x}_{i}$ (7)

ただし

$\overline{X}_{i}=\frac{1}{n_{i}}\sum_{j=1}^{n}.X_{i}j$ (8)

である. ここで, ”st”は層化無作為抽出法 (strati五 ed random sampling) を意味している. こ

の推定量について

$\overline{X}_{st}\sim N(\mu, \sum_{i=1}L\frac{w_{i}^{2}}{n_{i}}\sigma^{2}i)$ (9)

となることは容易に求められる.
そこで, (3), (4) にならって同様の統計量 $U_{st},$ $V_{st}^{2}$ を次のように定義するのが自然であ

ろう.

$U_{st}$ $=$
$\frac{\overline{X}_{st}-\mu}{\sqrt{\sum_{i^{--}1}^{L}w^{2}\perp_{\sigma_{i}}\overline{n}_{1}2}}$

, (10)

$V_{st}^{2}$ $=$ $\frac{n\cdot\sum_{i_{-}^{-1}}^{\text{ゐ}.2}n_{*}arrow S_{i}w^{2}}{\sum_{i=1}^{\text{ゐ}w}n_{*}\wedge\sigma^{2}i2}.\cdot$ (11)

ただし

$S_{i}^{2}= \frac{1}{n_{i}}\sum_{j=1}^{n_{i}}(Xij-\overline{X}i)2$ (12)

30



である.

(9) より $U_{st}\sim N(\mathrm{O}, 1)$ となり, また明らかに $U_{st}$ と $V_{st}^{2}$ は独立であるから, もし $V_{st}^{2}$ が

\mbox{\boldmath $\chi$}2分布に従うならば $t$ 統計量を構成することができる.
.

$\chi^{2}$分布の再生性より

$\sum_{i=1}^{L}\frac{n_{i}S_{i}^{2}}{\sigma_{i}^{2}}\sim\chi(2n-L)$ (13)

が得られるが, これを利用するためには (11) で

$\sum_{i=1}^{L}\frac{w_{i}^{2}}{n_{i}}s_{i}^{2}=\sum_{1i=}\frac{w_{i}^{2}\sigma_{i}^{2}}{n_{i}^{2}}$ .$\frac{n_{i}S_{i}^{2}}{\sigma_{i}^{2}}L$

となるから, 層にかかわらず $w_{i}^{2}\sigma_{i}^{2}/n_{i}^{2}$ が–定とならねばならない. このような $n_{i}$ を求め

ると

$n_{i}= \frac{w_{i}\sigma_{i}}{\sum_{k=1}^{L}w_{k}\sigma_{k}}n$ (14)

となり, これは Neyman 配分法 (母平均を推定する場合の最適配分法) である. また逆に

Neyman 配分法を用いると

$V_{st}^{2}= \sum_{=i1}^{\text{ゐ}}\frac{n_{i}S_{i}^{2}}{\sigma_{i}^{2}}$ (15)

となり, 統計量

$T_{st}$ $=$ $\frac{\sqrt{n-L}U_{st}}{V_{st}}$

$=$
$\sqrt{\frac{n-L}{n}}\cdot\frac{\overline{X}_{st}-\mu}{\sqrt{\sum_{i^{--}1n.i}^{Lw}arrow 2S^{2}}}$

(16)

は自由度 $n-L$ の $t$ 分布に従う. (6) と同様に $t_{1}$ -立を定めると, 信頼度 $1-\alpha$ の母平均 $\mu$

の信頼区闇 垣寸

(17)

と求められる.
各層が正規分布に従う場合, 母集団全体は正規分布に従わないため,上式を (6) と単純には

比較できないが, それを無視すると, 区間の幅は 2つの推定量の標準誤差 $SD(\overline{X}_{st})$ と $SD(\overline{X})$

にほぼ比例する. 例えば正規分布を左右対称に 2層に層別した場合, $SD(\overline{x}_{s}t)/SD(\overline{X})=$

0.6028である.

3 シミュレーショ $/\backslash$による信頼区間の検討

3.1 モンテカルロシミュレーションの設計

前節で述べた通り, Neyman 配分法を用いると母平均の信頼区間を構成することが可能
であるが, 各層の標本の大きさ $n_{i}$ を決定するためには, 層内分散 $\sigma_{i}^{2}$ が既知または推定可能
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でなければならない. そのため–般の調査では, 比例配分法 $(n_{i}=win)$ などのパラメータ
の推定を必要としない配分法を用いることが多い. しかしその場合, (11) の $V_{St}^{2}\text{は}$ $\chi^{2}$ 分布
に従わず, $T_{st}$ も $t$ 分布に従わなくなる. また仮に Neyman 配分法を用いても,各層が正規
分布に従わなければ $T_{st}$ は $t$ 分布に従わない. このような場合には前節の議論には頼れな
くなるが, もし統計量 $T_{st}$ の分布が比較的 $t$ 分布に近ければ, 信頼区間 $I$ を近似的に用いて
も特に問題がないと思われる.
そこでこの節では, 種々の分布と層別法に対して, いくつかの配分法を用いて層化抽出を

行った場合の,統計量 $T_{st}$ の分布と母平均の真の信頼区間をモンテカルロシミュレーション
によって求めていく.
まず, 分布と層別法は次の場合を考える. なお層の数はすべて 2である.

(A) 正規分布の区間層別 (標準正規分布を区間層別して 2つの層に分割する. その際,
$w_{1}=0.5,\mathit{0}.6,$ $\cdots,$

$\mathit{0}.9$ となるような層別点を用いる)

(B) 2つの標準正規分布 (2つの標準正規分布を層と考える. 各正規分布の全体に対す
る比率を $w_{1},$ $w_{2}$ とし, $w_{1}=\mathit{0}.5,0.6,$ $\cdots,$ $0.9$ と変化させる)

(C) 2つの正規分布 (2つの正規分布を層と考え, $w_{1}=w_{2}=\mathit{0}.5,$ $\sigma_{1}=1.\mathit{0}$ と固定し,
$\sigma_{2}=1.0,2.\mathit{0},$ $\cdots,$

$5.\mathit{0}$ と変化させる)

(D) 一様分布 ( $(\mathrm{A})$ と同様の区間層別を行う)

(E) 両側三角分布 ( $(\mathrm{A})$ と同様の区間層別を行う)

(F) 右側三等分布 ( $(\mathrm{A})$ と同様の区間層別を行う. ただし, 非対称分布のため $w_{1}=$

$\mathit{0}.1,\mathit{0}.2,$
$\cdots,$ $0.9$ となるような層別点を用いる)

次に配分法としては,

(a)Neyman 配分法

(b) 比例配分法

(C) 等配分法 $(n_{1}=n_{2}= \frac{n}{2})$

(d) 逆比例配分法 $(n_{1}=w_{2}n, n_{2}=w_{1}n)$

の 4通りを考える. 逆比例配分法という名称は存在しないが, ここではいわば不適当な配分
法の代表として加えた.
また 2層から抽出する標本の大きさの合計 $n$ としては 20, 50, 122の 3通りを考える.

32 被覆確率と被覆誤差

各層が正規分布に従い, かつ Neyman 配分法を用いる場合を除いては, 信頼区間には $T_{st}$

の真の分布から $P\{|T_{S}t|\leq v_{1-\frac{\alpha}{2}}\}=1-\alpha$ となる点 $v_{1-\frac{\alpha}{2}}$ を計算し, 用いなければならな
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い. そのため, $t$ 分布から求めた値 $t_{1}$-立を用いて構成した (17) は–般には正しい信頼区間

とならないので, ここで信頼区間 $I$ を, Neyman 配分法の場合も含めて $\hat{I}$ とおき直す.
前節のすべての組合せに対して, シミュレーションによって $T_{st}$ の値を繰り返し計算し,
その分布を推定するが, 最終的な目標となるものは信頼区間の被覆確率と被覆誤差である.
被覆確率は, 信頼度 $1-\alpha$ の信頼区間 $\hat{I}$ を構成した際に, 実際にその信頼区間に母平均 $\mu$

が含まれる確率 $P\{\mu\in\hat{I}\}$ と定義する. また被覆誤差を $P\{\mu\in\hat{I}\}-(1-\alpha)$ と定める.

表 1に” $(\mathrm{A})$ 正規分布の区間層別” の信頼度 95% と 99% の信頼区間の被覆誤差を示す.

なお, 繰り返しの回数は $n=20,50,122$ に対してそれぞれ 500000回, 200000回, 100000
回である.
分布が左右対称であるため, $w_{1}=0.5$ のときにはすべての配分法は等しくなり, しかもこ
れが最適層別となる.

Neyman 配分法を用いたときには, どちらかの層から抽出する標本が極端に小さい場合を
除いて被覆誤差はほとんどなく, 層が正規分布に従わないことによる影響はあまり見られな
い. 他の分布 $(\mathrm{B})\sim(\mathrm{F})$ についても同様の結果が得られるが, (B), (C) では誤差は更に小
さ $\langle$ , 逆に (F) の右側三角分布ではやや大きい. これらは各層の分布の正規分布への近似
の度合によるものと思われる. .

比例配分法の被覆誤差も全体的に小さ $\langle$ Neyman 配分法と比較しても見劣りせず, 信頼

区間 1を用いてもほとんど問題はないと考えられる. 他の分布でも誤差は小さいが, (C)
で $\sigma_{2}$ の値が大きい場合には比較的大きい. 例えば, $n=20,$ $\sigma_{2}=5.0$ のとき, 信頼度 95%,
99% の信頼区間の被覆誤差はそれぞれ -0.0133, -0.0071である. これは,各層の標本の大き

さが Neyman 配分法から大きくずれることによるものである. また (F) でも $n$ が小さい

場合には誤差が大きく, これらの場合には $t$ 分布を利用するのは問題である. .
等配分法と逆比例配分法では, ともた $w_{1}$ が大きくなるにつれて誤差は大きくなるが,

.

$n=122$ では等配分法の誤差はかなり小さい. しかし逆比例配分法では誤差は依然として
大きく, 何かしら別の方法が要求される.

4 ブートストラップ法による母平均の信頼区間の構成

4.1 ブートストラップ信頼区間の構成手順

前節でみたように, 通常用いられているような標本配分法では, 標本があまり小さくない

限り信頼区間 1を用いても問題ないことがわかった. しかし既に標本が不適切な配分法で
抽出されてしまった場合には,他の手法を考える必要がある.

つの候補として, 抽出された値のうちいくつかを削除することによって調整し, 全体と
して Neyman 配分法に近づける方法が考えられるが, 標本がかなり小さくなり信頼区間の

幅が大きくなってしまう可能性がある. そこでこの節では, ブートストラップ法を用いて信

頼区間を構成する方法を考える. その手順は次の通りである.
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表 1: $t$ 分布を用いた信頼区間の被覆誤差 (正規分布の区間層別, $L=2$ )

(a)Neyman 配分法

(b) 比例配分法

(C) 等配分法

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{9\%}^{0}05\%\mathit{0}0^{\cdot}00^{\cdot}0000_{0\mathit{0}59}00060\mathit{0}\mathit{0}9\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathit{0}00}99\% 6\%\mathit{0}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{50}w_{1}\mathrm{o}_{00000,0_{5}0}60.70.8\mathit{0}\mathit{0}000\mathit{0}\mathit{0}90\mathit{0}2350550_{4}0005\mathit{0}\mathit{0}0\mathit{0}0525\mathit{0}.949$

$n=122$

$n_{1}$ : $n_{2}$ 61:61 61:61 61:61 61:61 61:61
95% $-0.0005$ $-0.0009$ $-0.0034$ $-0.0026$ $-0.0023$

99% $0.0004$ $-0.0008$ $-0.0019$ $-0.0021$ $-0.0020$

34



1o 22節と同様に, 母集団昂から標本が層化無作為抽出されたものとするが, 第 $\mathrm{i}$ 層から

抽出された大きさ $n_{i}$ の標本の観測値を $Xi1,$ $xi2,$ $\cdots,$ $Xin$ : とする. これらの標本点に同

じ確率を持たせた標本全体を経験分布 $F_{1}$ とする.

$2^{\mathrm{O}}$ 経験分布 $F_{1}$ で 1oと同じ層別を考え, 第 $i$ 層の $x_{i1},$ $x_{i2,i}\ldots,$$Xn_{i}$ から大きさ $n_{i}$ の標本

$x_{i1’ i^{*}2}^{*x,\cdots,X_{in}^{*}}i$ を無作為に復元抽出する. このとき, (16) と同様にフ一トストラッ

プ統計量 $T_{st}^{*}$ を次のように定義する.

$T_{St}^{*}= \sqrt{\frac{n-L}{n}}\cdot\frac{\overline{X}_{stst}^{*}-\overline{X}}{\sqrt{\sum_{i_{--1}}^{Lw^{2}}n\sim Si^{*}2}}$

.
(18)

ただし

$\overline{x}_{st}$ $=$ $\sum_{i=1}^{L}w_{i^{\overline{X}}i}$ $( \overline{x}_{i}=\frac{1}{n_{i}}\sum_{j=1}^{n_{*}}.Xij)$ , (19)

$\overline{X}_{s\}^{*}$ $=$
.

$\sum_{i=1}^{\text{ゐ}}w_{i}\overline{x}_{i^{*}}$ $( \overline{X}_{i}^{*}=\frac{1}{n_{i}}\sum_{j=1}^{n}.\cdot Xij)*$ , (20)

$S_{i}^{*2}$ $=$ $\frac{1}{n_{i}}\sum_{j=1}^{n}.(xi^{*}j-\overline{X}^{*}i)2$ (21)

である.

$3^{\mathrm{o}}$ ステップ 2 $\circ$を $B$回繰り返し, 計算された T二の値を噺 b $(b=1,2, \cdots, B)$ とする. こ

の値の絶対値の小さい順に並べたものを $|t_{st_{(1)}}*|,$ $|t_{st_{(2)}}*|,$ $\cdots,$ $|t_{st_{(B)}}*|$ とする.
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ただし,

$s_{i}^{2}= \frac{1}{n_{i}}\sum_{j=1}^{n}.\cdot(X_{ij}-\overline{X}_{i})2$ (23)

である.

この信頼区間においてブートストラップ法で求めるのは $\hat{v}_{1-\frac{\alpha}{2}}$ のみで, その他はすべて標
本から計算することになる.

$\Gamma_{0}^{l}$

ハ

図 1: 層化抽出法に対するブートストラップ法 ( $L=2$ の場合)

4.2 シミュレーションによるブートストラップ信頼区間の検討

31節で考えた分布, 層別法, 標本配分法, 標本の大きさの組合せに対して,前節のブートス
トラップ法の手順で信頼区間 $\hat{I}^{*}$ を求める. この全体の手順を 200回繰り返し, 被覆確率と
被覆誤差を求める. しかし, シミュレーションの結果を安定させるためには, 場合によって
は手順を相当な回数繰り返さなければならず, 200回では不十分である. そのためここでは,
(22) ではな $\langle$ (17) において $t_{1-\frac{\alpha}{2}}$ を $\hat{v}_{1-\frac{a}{2}}$ で置き換えた信頼区間の被覆誤差を求め, その
200回にわたる平均並びに絶対値の平均を求める. すなわち, 求められた $\hat{v}_{1-\frac{\alpha}{2}}$ を用いて信
頼区間 (17) を構成した場合の被覆確率の真の確率からのずれの平均を求めることになる.
なお信頼区間の構成に用いる $T_{st}^{*}$ の個数 Bは 5000とする.
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表 2: ブートストラップ信頼区間の被覆誤差の絶対値の平均 (正規分布の区間層別, $L=2$ )

(a)Neyman 配分法

$w_{1}$ $0.5$ $0.6$ $\mathit{0}.7$ $0.8$ $0.9$

(b) 比例配分法

$w_{1}$
$\mathit{0}.\mathit{5}$ $0.6$ $0.7$ $0.8$ $0.9$

(C) 等配分法
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(d) 逆比例配分法

$w_{1}$ $||$ 0.5 $|$ 0.6 $|$ 0.7 $|$ 0.8 $|$ 0.9

$n=20$

$n_{1}$ : $n_{2}$ 10:10 8:12 6:14 4:16 2:18
95% $0.0081$ $0.0129$ $0.0171$ $0.0332$ $0.0527$

99% $0.0038$ $0.0053$ $0.0074$ $0.0095$ $0.0244$

表 2に”(A) 正規分布の区間層別” の信頼度 95% と 99% のブートストラップ信頼区間
の被覆誤差の絶対値の平均を示す. (22) を用いて求めた被覆誤差はこの表の結果より小さ
くなることが予想されるものの,表の値はどれも比較的大きい.

Neyman 配分法と比例配分法では, $\hat{I}$ を用いた場合の表 1の値より小さいものはほとん
どない. 他の分布 $(\mathrm{B})\sim(\mathrm{F})$ についても同様の結果が得られる. ただし, 比例配分法につい
て $\hat{I}$ の被覆誤差が大きかった (C) や (F) の特殊なケースでは, 表 2の誤差の方が小さい
ものもある.
等配分法や逆比例配分法では, Neyman 配分法から大きくずれる場合には, ブートスト
ラップ法を用いる効果が認められる. ただし, 逆比例配分法では $\hat{I}^{*}$ の被覆誤差も大きくな
ることが予想され, その利用はためらわれる.

5 おわりに

本報告では, 層化無作為標本に基づく信頼区間の 2通りの構成方法を考えた. –つの方法
は, 単純無作為標本に基づく信頼区間の構成と同様に $t$ 分布を利用するものであり, もう $-$

つの方法はブートストラップ法を利用する方法である. どちらの方法についても, モンテカ
ルロシミュレーションによってその有効性について検討した. それをまとめると次のよう
になる.. Neyman 配分法で抽出された標本に対しては, $t$ 分布を用いた信頼区間 $\hat{I}$ の有効性は理
論的にもシミュレーションによっても示される. また各層が正規分布に従わないこと
による影響は, 仮に標本が小さくてもほとんどない.. 比例配分法では 1の構成は理論的には裏付けられないが, シミュレーションによれば
Neyman 配分法から大きくずれない限り (各層め分散が大きく違わない限り)特に問題
はない. 大きくずれる場合にはブートストラップ信頼区間 $\hat{I}^{*}$ を用いればよい.. 等配分法のように Neyman 配分法から比較的ずれが大きい場合にも, 標本が大きけれ
ば (2層の場合には 100程度), $\hat{I}$ を用いてもよい. 標本が小さい場合にはブートスト
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ラップ法を用いることになるが, 極端に小さい場合 (2層の合計が 20程度) には多少問
題がある.. 逆比例配分法のように不適当な配分法では, $\hat{I}$ は利用できない. 標本が十分大きければ

(2層の場合には 100程度) 1* を利用できるが, そうでなければどちらの手法にも頼れ
ない.
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