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1 はじめに

Fisher [F25] は漸近有効推定量のクラスの中で最尤推定量が情報量損失を漸近的に最
小にすると予想した. その後 Rao [R61] は多項分布の場合にその予想が正しいことを示
し, そのことを最尤推定量は 2次の漸近的有効であるといった. また Rao [R61] はその論
文の中で種々の推定量の漸近情報量損失を計算した. また Hodges and Lehmann [HL70]
はある統計的推測方式が与えられたとき, それとある意味で同等になる統計的推測方式
を, 必要とする標本数の差によって定義される欠損性の概念を提案し, それが情報量の概
念などとも密接な関係を持つことも示した. さらに Ponnapalli [P73] は多項分布の場合に
Rao [R61] が取り扱った推定量の最尤推定量に対する漸近分散欠損量を計算したが, [R61]
のような–様な結果を得ることができなかった. 両者はやや異なる基準を用いているこ
とを考慮に入れても矛盾を隠すことはできないように思える. 本論では, まず Rao and
Ponnapalli [RP75] において Rao 欠損量との関連で考察された Hodges-Lehmann 欠損量
を–般化したものとの関係について考察する. 次に, 推定量に偏り補正を施すことによっ
て Ponnapalli [P73] の結果は Rao [R61] の結果に–致することを示す. なお本論に関連
する高次漸近理論は最近著しい発展を遂げ, 現在も研究されている (例えば赤平 [A94],
Ghosh [G94] $)$ .

2 情報量による欠損性と標本数による欠損性

この節では Rao and Ponnapalli [RP75] に従い Fisher 情報量による欠損性と標本数
による欠損性との関係について論じる. まず, $X_{1},$

$\ldots$ , $X_{n}$ を密度 $q(x;\theta)$ $(\theta\in \mathrm{R})$ をも
つ分布からの大きさ $n$ の無作為標本とする. 但し, $q(x;\theta)$ はある $\sigma$-有限測度 $\nu$ に対する
密度とする. また $\mathrm{X}=(X_{1}, \ldots, X_{n})$ に対して $\tau_{1n}(\mathrm{x}),$ $\tau_{2}(n\mathrm{x})$ を $\theta$ の推定量とし, それ
ぞれの密度を $q_{1}(t_{1}; \theta),$ $q2(t_{2;}\theta)$ とする. このとき $X_{1},$ $T_{jn}(j=1,2)$ の Fisher 情報量を
それぞれ

$I( \theta):=E_{\theta}[\{\frac{\partial}{\partial\theta}\log f(X_{1;}\theta)\}^{2}]$ , $I_{T_{jn}}(\theta):=E_{\theta}[\{.\mathrm{l}\overline{\partial\theta}\mathrm{o}\mathrm{g}gj(\tau jn;\theta)\}^{2}]$ $(j=1,2)$

とする.

定義 2.1密度をもつ推定量 $T_{n}$ が $\theta$ に対して 1次の漸近的有効であるとは

$\lim_{narrow\infty}\frac{I_{T_{n}}(\theta)}{n}=I(\theta)$

となることをいう.
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定義 22推定量 $T_{2n}$に対する推定量 $T_{1n}$の漸近欠損量を

$D_{R}( \tau_{1n}, \tau 2n):=\lim_{narrow\infty}\frac{I_{T_{2n}}(\theta)-I_{\tau n}(1\theta)}{I(\theta)}$

によって定義し, これを Rao 欠損量という. 但し, 右辺の極限は存在するものとする.

ここで次の条件を仮定する.

(A 2.1) 各 $j=1,2$ について推定量 $T_{jn}\text{の}$ Fisher 情報量 $I_{T_{j}}$, $(\theta)$ は次のように展

開されるものとする.

$\frac{I_{T_{\mathrm{j}n}}(\theta)}{n}=I(\theta)+\frac{a_{j}(\theta)}{n}+O(\frac{1}{n})$ .

(A 22) 任意の $n$ に対して整数列 $k_{n}$ が存在して

$\lim_{narrow\infty}k_{n}=\infty$ , $I_{\tau_{2k_{n}-1}()}\theta<I_{T_{1n}}(\theta)\leq I_{T_{2k_{n}}}(\theta)$

である.

定義 23条件 (A 2.1), (A 22) の下で 7 $T_{2n}$ に対する $T_{1n}$ の漸近欠損量を

$D_{HL}( \tau_{1n}, \tau 2n):=\lim_{narrow\infty}(n-k_{n})$

によって定義し, これを Hodges-Lehmann 欠損量という、但し右辺の極限は $k_{n}$ によら

ず–意に存在するものとする.

定理 2.1 $([\mathrm{R}\mathrm{P}75])$ . 条件 (A 2.1), (A 22) の下で, 次のことが成り立つ.

(i) $T_{1n},$ $T_{2n}$は 1次の漸近的有効である.

(ii) $\lim_{narrow\infty}k_{n}/n=1$ .
(iii) $D_{R}(\tau_{1n}, \tau 2n)\not\in \mathrm{Z}$ のとき $D_{HL}(\tau_{1}n’\tau_{2}n)=[D_{R}(T_{1n}, \tau_{2}n)]$

$D_{R}(\tau_{1n}, \tau 2n)\in \mathrm{Z}$ のとき $D_{HL}(T_{1n’ 2n}\tau)=DR(\tau_{1n}, T2n)$ または $D_{R}(T_{1n}, \tau_{2}n)-1$

である. 但し, $\mathrm{Z}$ は整数全体とし, $[x]$ は $x$ の整数部分を表す.

証明.

(i) (A 21) より明らか. (iii) 条件 (A 21), (A 22) より

$\frac{I_{T_{2n}}-I_{\tau_{1}n}}{I}=\frac{a_{2}-a_{1}+o(1)}{I}arrow\frac{a_{2}-a_{1}}{I}=D_{R}(\tau_{1n}, \tau 2n)$ $(narrow\infty)$ (2.1)

でありまた

$(k_{n}-1)I+a_{2}+o(1)<nI+a_{1}+o(1)\leq k_{n}I+a_{2}+o(1)$
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であるから

$\frac{a_{2}-a_{1}}{I}-1+o(1)<n-kn\leq\frac{a_{2}-a_{1}}{I}+o(1)$ (2.2)

になる. 従って

$\frac{a_{2}-a_{1}}{I}-1\leq\lim_{narrow\infty}(n-k_{n})\leq\frac{a_{2}-a_{1}}{I}$

となり
$D_{R}(T_{1n}, \tau_{2}n)-1\leq D_{HL}(T_{1n}, T_{2n})\leq D_{R}(T_{1n}, T2n)$

になる. $n-k_{n}$ は整数列であるから上記の結果を得る. (ii) は (2.2) より明らか. $\blacksquare$

例 21 $X_{1},$
$\ldots,$

$X_{n}$ を正規分布 $N(\theta, 1)$ $(\theta\in \mathrm{R})$ からの大きさ $n$ の無作為標本とする.
但し $n\geq 2$ とする. このとき $\theta$ の推定量として

$T_{1n}:= \frac{1}{n+1}\{X_{1}+\cdots+x_{n}-1+2X_{n}\}$ , $T_{2n}:= \frac{1}{n}\sum_{1j=}^{n}X_{j}$

を考えると, これらが $\theta$ の不偏推定量であることは明らかである. また $\theta$ の推定量 $T_{1n}$

は正規分布 $N(\theta, (n+3)/(n+1)^{2})$ に従い, 推定量 $T_{2n}$は正規分布 $N(\theta, 1/n)$ に従うこと
がわかる. そして簡単な計算から

$I(\theta)=1$ , $I_{T_{1n}}( \theta)=\frac{(n+1)^{2}}{n+3}.$ , $I_{T_{2n}}(\theta)=n$

となり

$D_{R}(T_{1n}, T2n)= \lim_{narrow\infty}\{n-\frac{(n+1)^{2}}{n+3}\}=1$

となる. さらに
$I_{T_{1n}}(\theta)$

$\tau$

1
$\frac{n(\theta)}{n}=1-\frac{1}{n}+o(\frac{1}{n})$ , $\frac{I_{T_{2n}}(\theta)}{n}=1$

となり, 条件 (A 2.1) において $a_{1}=-1,$ $a_{2}=0$ になる. 次に $k_{n}=n$ とおくと

$n-1<n-1+\underline{4}<n$
$n+3-$

となるから条件 (A 22) を満たす. 従って

$D_{HL}(T_{1n}, T2n)= \lim_{narrow\infty}(n-n)=0$

になる.

注意 2.1 この例の設定の下では, 任意の $n\geq 2$ について $T_{2n}$は $\theta$ の–様最小分散不偏推
定量であることが知られている. また $T_{1n}$ も $\theta$ の不偏推定量であるから $T_{2n}$は $T_{1n}$より良
い推定量となり, $T_{2n}$に対する $T_{1n}$の欠損量について $D_{HL}(T_{1n}, T2n)=0$ であるという事
実は妥当性に欠ける. このことは条件 (A 22) に起因する. すなわち条件 (A 22) を満.
たす整数列 $k_{n}$ をとることに無理があるので, これを次節で改善する.
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3 確率化法による –般化欠損量

前節の条件 (A 22) は適当でないので $k_{n}$ を実数列として, Hodges-Lehmann [HL70] の

ように確率化の方法を用いて, 次のような–般化欠損量を考える. まず $k_{n}\in \mathrm{R}$ について

$\pi_{n}$ $:=$ $k_{n}-[k_{n}]$ $(0\leq\pi_{n}<1)$. ,

$K$ $:=$ $\{$

$[k_{n}]$ with probability $(\mathrm{w}.\mathrm{p}. )1-\pi_{n}$ ,
$[k_{n}]+1$ with probabirity $(\mathrm{w}.\mathrm{p}.)\pi_{n}$ ,

とおくと

$E[K]$ $=$ $[k_{n}](1-\pi_{n})+([kn]+1)\pi n$

$=$ $[k_{n}]+\pi_{n}$

$=$ $k_{n}$

になる. さらに

$T_{k_{n}}$ $:=$ $\{$

$T_{[k_{n}]}$ $\mathrm{w}$ . p. $1-\pi_{n}$ ,
$T_{[k_{n}]}+1$ $\mathrm{w}$ . $\mathrm{p}$ . $\pi_{n}$ ,

$I_{T_{k_{n}}}$ $:=$ $(1-\pi_{n})I_{T}1k_{n}\mathrm{l}+\pi_{n}I_{T_{[k_{n}]}}+1$

とおく.

定義 3.1実数列 $k_{n}$ を

$I_{T_{2k_{n}}}=I_{T_{1n}}+O( \frac{1}{n})$

となるように選ぶ. このとき
$\lim_{narrow\infty}(n-k_{n})$

が $k_{n}$ の選び方によらず確定すればこの値を $T_{2n}$に対する $T_{1n}$の–般化欠損量といい
$D_{HL}^{*}(T_{1n}, T_{2n})$ で表わす.

定理 31条件 (A 2.1) の下で

$D_{HL}^{*}( \tau_{1n}, \tau 2n)=D_{R}(T1n’\tau_{2}n)=\frac{a_{2}(\theta)-a_{1}(\theta)}{I(\theta)}$ .

証明. まず
$(1- \pi_{n})I\tau 2[k_{n}]+\pi_{n}IT_{2\mathrm{l}}kn]+1=I_{T_{1n}}+O(\frac{1}{n})$ ,

$I_{T_{2\mathrm{l}k_{n}}}\mathrm{l}=[k_{n}]I+a_{2}+o(1)$ ,

$I_{T_{2\mathrm{l}k_{n}}}\mathrm{l}+1=([k_{n}]+1)I+a_{2}+o(1)$

となるから

$(1-\pi_{n})\{[kn]I+a_{2}+o(1)\}+\pi n\{([kn]+1)I+a_{2}+o(1)\}=nI+a_{1}+o(1)$
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になる. また

$k_{n}I+a_{2}=nI+a_{1}+o(1)$

より

$n-k_{n}= \frac{a_{2}-a_{1}+o(1)}{I}arrow\frac{a_{2}-a_{1}}{I}(narrow\infty)$

が成り立つ. 従って (2.1) から結論が得られる. $\blacksquare$

例 2.1 (続) この場合, 条件 (A 2.1) において $a_{1}=-1,$ $a_{2}=0$ であるから定理 3.1から
$T_{2n}$ に対する $T_{1n}$ の–般化欠損量は

$D_{HL}^{*}(T_{1n}, T2n)=1$

となり, これは Rao 欠損量とも –致し, 妥当なものとなる.
例 3.1 $X_{1},$

$\ldots$ , $X_{n}$ を正規分布 $N(\theta, 1)$ からの大きさ $n$ の無作為標本とする. 但し,
$n\geq 2$ とする. このとき, $\theta$ の不偏推定量として

$T_{2n}:= \frac{1}{n}\sum_{1j=}^{n}X_{j},$ $T_{3n}^{(\alpha)}:= \frac{1}{n}\{X_{1}+\cdots+x-2+\alpha xnn-1+(2-\alpha)Xn\}$

$\dot{\iota}$

を考える. 但し, $\alpha$ は $0\leq\alpha\leq 2$ となる定数とする. 推定量 $T_{2n}$ , $T_{3n}^{(\alpha)}$ のそれぞれの

Fisher 情報量は . .

$I_{T_{2n}}(\theta)=n$ , $I_{T_{3n}^{(\alpha}})( \theta)=1/\{\frac{1}{n}+\frac{2}{n^{2}}(\alpha-1)^{2}\}$

になる. このとき

$I \alpha)\tau_{3n}^{(}(\theta)/n=1-\cdot\frac{A}{n}(\alpha-1)^{2}+O(\frac{1}{n^{2}})$

になるから, 定理 3.1から $T_{2n}$に対する $T_{3n}$の–般化欠損量は

$D_{HL}^{*}(\tau_{3n}^{(\alpha}),$ $\tau_{2n})=2(\alpha-1)^{2}$

になる.

4 多項分布の母数推定における Rao の 2次の漸近有効性
と欠損性

この節では Rao [R61] に基づいて, 確率ベクトル $\mathrm{X}=$ $(X_{1}, \ldots , X_{k})$ が多項分布

$M(n;\pi 1(\theta), \ldots, \pi_{k}(\theta))$ $(\theta\in\subset \mathrm{R})$

に従っている場合に, 母数 $\theta$ の推定量の 2次漸近効率と Rao 欠損量を求める.
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定義 41母数 $\theta$ の推定量 $\hat{\theta}:=\hat{\theta}(\mathrm{X})$ が $\theta$ のある関数 $\alpha(\theta),$ $\beta(\theta)$ があって

$|n^{-1/\mathrm{x}}2_{\frac{\partial}{\partial\theta}\mathrm{l}L}\mathrm{o}\mathrm{g}(\theta;)-\alpha(\theta)-\beta(\theta)n1/2(\hat{\theta}-\theta)|\underline{p_{\mathrm{c}\prime 0}}$ $(narrow\infty)$ (4.1)

を満たすとき, $\hat{\theta}$ は漸近的有効であるという. 但しろは確率収束を意味する.

定義 42 $\theta$ の推定量 $\hat{\theta}$ は (4.1) を満たすとする. このとき

$\frac{\partial}{\partial\theta}\log L(\theta;\mathrm{X})-\alpha(\theta)n1/2-n\beta(\theta)(\hat{\theta}-\theta)-\lambda n(\hat{\theta}-\theta)^{2}$ (4.2)

の漸近分散の $\lambda$ に関する最小値を $E_{2}(\hat{\theta})$ で表わす. $E_{2}(\hat{\theta})$ の値が小さいほど $\hat{\theta}$ の 2次

の漸近効率が大きいと考えられる.

適当な正則条件の下では,

$E_{2}( \hat{\theta})=narrow\lim_{\infty}(nI(\theta)-I_{\hat{\theta}}(\theta))$ (4.3)

となること, すなわち $E_{2}(\hat{\theta})$ は $\hat{\theta}$ の漸近情報量損失になることが知られている $([\mathrm{R}61])$ .

確率ベクトル $\mathrm{X}=(X_{1}, \ldots, X_{k})$ が多項分布

$M(n;\pi_{1}(\theta), \ldots, \pi_{k}(\theta))$ $(\theta\in\subset \mathrm{R})$

に従っている, すなわち

$P_{\theta} \{x_{1}=X_{1}, \ldots, x_{k}=Xk\}=\frac{n!}{x_{1}!\cdots x_{k}!}\pi 1(\theta)^{x_{1}}\cdots\pi k(\theta)^{x_{k}}$

で xl, . . . , $x_{k}$

.
は $\Sigma_{j=1}^{k}xj=n$ を満たす非負の整数とする. このとき

$p_{r}:= \frac{X_{r}}{n}$ $(r=1, \ldots, k)$

とおいて, 与えられた方程式

$g(\theta;\mathrm{p})=g(\theta;p_{1}, \ldots,pk)=0$ (4.4)

の解 $\theta=\hat{\theta}(\mathrm{p})$ を $\theta$ の推定量とする. ここで次の条件を仮定する.
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$(\mathrm{A}.4.1)$ 各 $r=1,$ $\ldots,$
$k$ について $\pi_{r}(\theta)$ は\theta の真の値 $\theta_{0}$ の近傍で 2回連続微分可

能で,
$\partial$

$,arrow\backslash$

$\partial^{2}$

$,$ $-\backslash$$\ell 1Jarrow \mathrm{c}$

$\pi_{r}’(\theta):=\overline{\partial}.\theta^{\pi_{r}(\theta)}$ ’ $\pi_{r}’(/\theta):=.\pi_{r}(\theta)\overline{\partial\theta^{2}}$

と表わす.

(A 42) 任意の $\theta\in$ に対して
$g(\theta;\pi(\theta))=0$ .

(A.4.3) $g(\theta;\mathrm{p})$ は $\theta,$
$p_{1},$

$\ldots,$
$p_{k}$ について 2回 $\iota\underline{\Phi}^{;}\backslash r\pi \text{偏_{}\hslash^{\mathrm{m}}\ovalbox{\tt\small REJECT} 4_{\mathrm{J}}}\ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash \urcorner\ddagger$: 能で,

$g’( \theta;\mathrm{P}):=\frac{\partial}{\partial\theta}g(\theta;\mathrm{p})$ , $g_{r}( \theta;\mathrm{p}):=\frac{\partial}{\partial p_{r}}g(\theta;\mathrm{P})$ ,

$g_{rs}( \theta;\mathrm{p}):=\frac{\partial^{2}}{\partial p_{r}\partial_{Ps}}g(\theta;\mathrm{p})$ , $g_{r}’( \theta;\mathrm{P}):=\frac{\partial^{2}}{\partial\theta\partial p_{r}}g(\theta;\mathrm{P})$

と表わし, 任意の $\theta\in$ に対して $g’(\theta;\pi(\theta))\neq 0$ とする.

(A.4.4)

$\pi$ : $\ni\theta\mapsto\pi(\theta)\in\Pi=\{(\pi_{1}, \ldots, \pi_{k})$ : $0<\pi_{r}<1$ $(r=1, \ldots, k),\sum_{r=1}^{k}\pi_{r}=1\}$

が全単射でかつ $\pi^{-1}$ が垣で連続であるとする.

$\mathcal{M}$ を, 条件 (A 42), (A 43) を満たす $g$ について得られる推定量の全体とし, 各
$i,j=1,2,$ $\ldots$ について

$\mu_{ij}(\theta):=\sum_{r=1}^{k}(\frac{\pi_{r}’(\theta)}{\pi_{r}(\theta)})^{i}(\frac{\pi_{r}^{JJ}(\theta)}{\pi_{r}(\theta)}\mathrm{I}^{j}\pi_{r}(\theta)$

とおく.

注意 4.1 $\mathrm{U}_{j}=(U_{1j}, \ldots, U_{kj}),$ $(j=1, \ldots, n)$ は, 互いに独立に多項分布

$M(1;\pi_{1}(\theta), \ldots, \pi_{k}(\theta))$

に従う確率ベクトルとする. このとき $( \sum^{n}j=1U1j, \ldots, \sum_{j1}nUkj=)$ は多項分布

$M(n;\pi 1(\theta), \ldots, \pi_{k}(\theta))$

に従うから $X_{r}$ と $\Sigma_{j=1rj}^{n}U(r=1, \ldots, k)$ は同–視できる. 従って, $\theta$ の尤度関数は

$L( \theta;\mathrm{u}_{j})=\frac{1}{u_{1j}!\cdots u_{kj}!}\pi 1(\theta)^{u_{1}}\cdots\pi k(\theta)^{u_{k}}$ , $(j=1, \ldots, n)$

58



となるから

$I( \theta)=E[\{\frac{\partial}{\partial\theta}\log L(\theta;\mathrm{u}1)\}^{2}]=E[\{\sum_{r=}k1U_{r1}(\frac{\pi_{r}’(\theta)}{\pi_{r}(\theta)})\}^{2}]=\mu_{20}(\theta)$

を得る.

補題 41 $([\mathrm{R}61])$ 条件 (A.4.1) $\sim$ (A .4.4) の下で

$\hat{\theta}(\mathrm{p})arrow\theta_{0}(narrow\infty)$ $\mathrm{w}$ .p. 1

を満たすような
$g(\theta;\mathrm{p})=0$

の解 $\theta=\hat{\theta}(\mathrm{p})$ が存在する. また各 $\theta\in$ に対して $\hat{\theta}$ が漸近的有効となるための必要十
分条件は

$\frac{g_{r}(\theta,\pi(\theta))}{g’(\theta\cdot\pi(\theta))},\cdot+\frac{1}{I(\theta)}(\frac{\pi_{r}^{J}(\theta)}{\pi_{r}(\theta)})=0$ $(r=1,2, \ldots, k)$

. $\cdot$

$(4.5)$

を満たすことである.

補題 42 $([\mathrm{R}61])$ . 各 $r=r_{1},$ $r_{23},$$r,$ $r_{4}$ について

$Y_{r}:=n^{1/2}(pr-\pi r)$

とするとき

$E[Y_{r_{1}}^{4}]$ $\approx$ $3V^{2}(Y_{r_{1}})$

$E[Y_{r_{12}}^{3}Y_{r}]$ $\approx$ $3V(Y_{r_{1}})\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{V}(Y_{r_{1}}, \mathrm{Y})r_{2}$

$E[Y_{r_{1}}^{2}Y^{2}]r_{2}$ $\approx$ $V(Y_{r_{1}})V(Y_{r})2+2\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{V}^{2}(Y_{r}, Y)1r_{2}$

$E[Y_{r_{12}}^{2}Y_{r}Y_{r_{3}}]$ $\approx$ $V(Y_{r_{1}})\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{V}(\dot{Y}_{r_{2}}, Y)r_{3}+2\mathrm{C}_{\mathrm{o}\mathrm{V}}(Y_{r_{1}}, Y)r_{2}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{V}(Y_{r_{1}}, \mathrm{Y})r_{3}$

$E[Y_{r_{12}}Y_{rr_{3}r_{4}}YY]$ $\approx$ $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{v}(Yr1’ r_{2}Y)\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{V}(Y_{r}Yr_{4})3’+\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{v}(Yr1’ r_{3}\mathrm{Y})\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{V}(\mathrm{Y}_{r}Yr_{4})2$

’

$+\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{V}(Yr_{1}’ r_{4}\mathrm{Y})\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{V}(Y_{r}Yr_{3})2$

’

が成り立つ.

これらのことから次のことが得られる.

$\frac{\partial}{\partial\theta}\log L(\theta)-nI(\theta)(\hat{\theta}-\theta)-\wedge n(\hat{\theta}-\theta)^{2}\approx Q_{n}-Z_{n}W_{n}+\rho(\lambda)Z_{n}^{2}$ (4.6)
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但し

$Z_{n}$ $=$ $n^{1/2} \sum_{1r=}(kp_{r}-\pi_{r})(\frac{\pi_{r}’}{\pi_{r}})$ , $W_{n}=n^{1/2} \sum_{=r1}ka_{r}(p_{r}-\pi_{r})$ ,

$Q_{n}$ $=$ $\frac{nI}{2g’(\theta_{0}\cdot\pi(\theta_{0}))},\sum_{r=1}^{k}\sum_{=S1}b_{rs}(\theta)k(p_{r}-\pi_{r})(Ps-\pi_{s})$ ,

$a_{r}$ $=$ $\frac{1}{I}\frac{\partial}{\partial\theta}(\frac{\pi_{r}’}{\pi_{r}})-G(\frac{\pi_{r}’}{\pi_{r}})$ , $G= \frac{1}{I^{2}}\sum_{=t1}k(\frac{\pi_{t}’}{\pi_{t}})\frac{\partial}{\partial\theta}(\frac{\pi_{t}’}{\pi_{t}})\pi_{t}$ ,

$b_{rs}$ $=$ $g_{rS}( \theta;\pi(\theta))-\frac{2}{I}(\frac{\pi_{r}’}{\pi_{r}})\sum_{t=1}^{k}g_{S}t(\theta;\pi(\theta))(\frac{\pi_{t}’}{\pi_{t}})\pi_{t}$,

であり, $\rho(\lambda)$ は $(-\infty, \infty)$ の値を取り得る.

定理 41 $([\mathrm{R}61])$ . 条件 (A $4.1$ ) $\sim(\mathrm{A}.4.4)$ の下で, 十分大きな $n$ について

$V(_{\frac{\partial}{\partial\theta}\log L}(\theta)-nI(\theta)(\hat{\theta}-\theta)-n\lambda(\hat{\theta}-\theta)^{2}1$

$\approx V(Q)+V(\rho(\lambda)Z2)+2\mathrm{C}_{0}\mathrm{v}(Q, \rho(\lambda)Z2)+V(ZW)$

$=V(z^{2}) \{\rho(\lambda)+\frac{\mathrm{C}_{\mathrm{o}\mathrm{V}}(Q,Z2)}{V(Z^{2})}\}^{2}+V(Q)-\frac{\mathrm{C}_{\mathrm{o}\mathrm{V}}2(Q,Z2)}{V(Z^{2})}+V(ZW)$ (4.7)

が成り立つ.

定理 42 $([\mathrm{R}61])$ . 条件 $(A.4.1)\sim(A.4.4)$ を仮定する. このとき $\theta$ の推定量 $\hat{\theta}$ の 2次の
漸近情報量損失は

$E_{2}( \hat{\theta})=V(Q)-\frac{\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{V}^{2}(Q,Z2)}{V(Z^{2})}+V(ZW)$

であり, さらに
$E_{2}(\hat{\theta})\geq V(ZW)$

が成り立つ.

注意 42定理 42より推定量 $\hat{\theta}$ の 2次の漸近情報量損失において $V(ZW)$ は $\hat{\theta}$ に無関
係になるから, 推定量を比較する場合には

$\Delta:=V(Q)-\frac{\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{V}^{2}(Q,Z2)}{V(Z^{2})}$

が重要な鍵になる.

次に Rao [R61] に従って, 比較的良く知られた $\theta$ の推定量による推定量の漸近情報量損
失を求める. それらの推定量は下表のような $\theta$ の推定関数 $g(\theta;\mathrm{p})$ に対して, その推定方
程式 $g(\theta;\mathrm{p})=0$ の $\theta$ の解として得られる.
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$\mathrm{f}\frac{\text{推}\mathrm{f}\mathrm{l}^{arrow}j\text{定_{}\mathrm{E}}\text{量}\frac{\overline\Xi}{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\theta \text{推定関数}g(\theta,\mathrm{p})}{\text{最最}\eta_{\overline{\mathrm{L}}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}’}\text{尤推}\mathrm{j}\text{定}\mathrm{E}\text{量}\frac{\mathrm{H}}{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\theta \mathrm{m}11r//\pi_{r})}$

.

最小カイ 2乗推定量 $\hat{\theta}_{\mathrm{m}\mathrm{c}\mathrm{s}}$ $\sum_{r=1}k\pi_{r}(\prime p_{r}2/\pi_{r}^{2})$

学正最小カイ 2乗下定量 $\hat{\theta}_{\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{c}\mathrm{s}}$ $\Sigma_{r=1}^{k}\pi_{r}’(\pi r/p_{r})$

最小 Haldane 不一致度推定量 $\hat{\theta}_{\mathrm{H}\mathrm{m}\mathrm{D}_{k}}$ $\Sigma_{r=1}^{kl}\pi_{r}(\pi rk/p_{r}^{k})$

最小 Hellinger 距離推定量 $\hat{\theta}_{\mathrm{m}\mathrm{H}\mathrm{d}}$ $\sum_{r=1}^{k}\pi_{r}’(p_{r}/\pi r)^{1/2}$

最小 Kullback-Leibler 分離度推定量 $\hat{\theta}_{\mathrm{K}\mathrm{L}}$ $\Sigma_{r=1}^{k}\pi_{r}’\log(\pi r/pr)$

表 41. 推定量と推定関数

定理 42から表 4.1の推定量 $\hat{\theta}$ の漸近情報量損失 $E_{2}(\hat{\theta})$ 及び Rao 欠損量は次の表のよ

うになる.

$\text{推定量}\hat{\theta}$
$\hat{\theta}$の漸近情報量損失 $E_{2}(\hat{\theta})$ $\hat{\theta}_{\mathrm{m}1}$に対する $\hat{\theta}\text{の}$

$\frac{\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{o}\text{欠損量_{}D_{R(\hat{\theta}_{\mathrm{m}})}}\hat{\theta},\iota}{\text{最最_{}\mathrm{x}\mathrm{x}}\text{尤}\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{推}\not\in \text{定}\hat{\mathrm{x}}\text{量量_{}\hat{\theta}\iota 2}\mathrm{m}E(\hat{\theta}\mathrm{m}1)0}$

最小カイ 2 $\text{乗推定量}\hat{\theta}_{\mathrm{m}\mathrm{C}}\mathrm{s}$ $E_{2}(\hat{\theta}_{\mathrm{m}1})+\triangle$ $\triangle/I$

修正最小カイ 2 $\text{乗推定量}\hat{\theta}_{\mathrm{m}}\mathrm{m}\mathrm{C}\mathrm{S}$ $E_{2}(\hat{\theta_{\mathrm{m}1}.})+4\Delta$ $4\triangle/I$

最小 Haldane $\text{不^{一}致度推定量}\hat{\theta}_{\mathrm{H}\mathrm{D}_{k}}\mathrm{m}$ $E_{2}(\hat{\theta}_{\mathrm{m}1})+(k+1)^{2}\Delta$ $(k+1)^{2}\triangle/I$

.最小 Hellinger $\text{距離推定量_{}\hat{\theta}_{\mathrm{m}}}\mathrm{H}\mathrm{d}$ $E_{2}(\hat{\theta}_{\mathrm{m}1})+\triangle/4$ $\triangle/(4I)$

最小 Kullback-Leibler $\text{分離度推定量_{}\hat{\theta}_{\mathrm{K}\mathrm{L}}}$ $E_{2}(\hat{\theta}_{\mathrm{m}\iota})+\triangle$ $\Delta/I$

表 42. 推定量の漸近情報量損失と欠損量

ここで

$\triangle=\frac{1}{2}\sum_{r=1}^{k}(\frac{\pi_{r}’}{\pi_{r}})^{z}-\frac{\mu_{40}}{I}+\frac{\mu_{30}^{2}}{2I^{2}}$ (4.8)

とする. また定理 42から, 条件 (A$.4.1$ ) $\sim(\mathrm{A}.4.4)$ の下で, $\theta$ の最尤推定量が推定量のク

ラス $\mathcal{M}$ において–様最小 Rao 欠損量をもつことも分かる.

5 多項分布の母数の推定量の漸近分散欠損量

この節では Ponnapalli [P73] に従って前節と同じ推定問題における推定量の漸近分散
欠損量について述べ, その結果が前節のものと矛盾していることを指摘する. そして推
定量に偏り補正を施すことによってその結果が前節の結果と –致することを示す.
母数空間を $=(a, b)$ $(|a|, |b|<\infty)$ とし,

$e_{r}(\theta):=p_{r}-\pi_{r}(\theta),$ $D( \theta;\mathrm{p}):=\sum_{r=1}^{k}prf(\frac{\pi_{r}(\theta)}{p_{r}})$

とおく. ここで $f,$ $\pi$ は以下の仮定を満たすものとする. このとき不一致度関数 $D(\theta;\mathrm{p})$

を最小にするような $\hat{\theta}_{f}(\mathrm{p})$ を $\theta$ の最小不一致度推定量 (minimum discrepancy

estimator 略して m.d.e.) といい, 以下の仮定 5.1, 5.2を満たす $f$ について得られる

m.d.e. の全体を $\mathcal{L}$ で表す. ここで次の仮定を設ける.
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(A 5.1) 関数 $f$ は $(0, \infty)$ で凸で 4回微分可能である.

(A.5.2) $f_{2}:=f’’(1)\neq 0$ , $f_{3}:=f^{m}(1)$ , $f_{4}:=f^{(4)}(1)$ .
(A 53) $\pi_{r}(\theta)$ の 3次導関数が任意の $\theta\in,$ $r=1,$ $\ldots,$

$k$ に対して存在し,
$\pi_{r}’(\theta)$ がある区間で恒等的に $0$ になることはない.

(A 54) 推定方程式

$D’( \theta, \mathrm{p})--\sum f’r=\hslash 1(\frac{\pi_{r}(\theta)}{p_{r}})\pi_{r}/(\theta)=0$

の解で, $D(\theta, \mathrm{p})$ を $[a, b]$ において最小にする $\theta=\hat{\theta}_{f}(\mathrm{p})$ が存在し,
$\hat{\theta}_{f}(\mathrm{p})$ は $p_{r}(r=1, \ldots, k)$ に関して, 4回偏微分可能である. また
$\partial^{4}\hat{\theta}(\mathrm{p})/\partial p_{r}\partial p_{S}\partial p_{t}\partial p_{u}$ は $\pi$ の近傍で有界である.

(A 55) $\mathcal{L}$ の任意の元 $\hat{\theta}_{f}(\mathrm{p})$ は Fisher-致士定量, すなわち

$\hat{\theta}_{j}(\pi(\theta))=\theta$ , $\forall\theta\in$

とする.

また

$c_{f}:=2+ \frac{f_{3}}{f_{2}},$ $\delta_{ij}:=\{$

$0$ $(i\neq j)$ ,
1 $(i=j)$ ,

$a_{r}( \theta):=\frac{\partial\hat{\theta}(\mathrm{p})}{\partial p_{r}}|_{\mathrm{p}=\pi(\theta)}$ , $b_{rs}( \theta):=\frac{\partial^{2}\hat{\theta}(\mathrm{p})}{\partial p_{r}\partial p_{S}}|_{\mathrm{p}=\pi(\theta)},$ $c_{rSt}(\theta)$ $.= \frac{\partial^{3}\hat{\theta}(\mathrm{p})}{\partial p_{r}\partial p_{S}\partial pt}|_{\mathrm{p}=\pi(\theta)}$

とおく.

注意 5.1最尤推定量 $\hat{\theta}_{\mathrm{m}1}$ は $f(x)=-\log x$ とすることにより得られ $f”(X)=1/x^{2}$ ,
$f^{m}(x)=-2/x^{3}$ となるから $c_{\mathrm{m}1}=0$ となる. 同様に最小カイ 2乗推定量 $\hat{\theta}_{\mathrm{m}\text{。}\mathrm{s}}$ は

$f(x)=1/x,$ $C_{\mathrm{m}\mathrm{c}\mathrm{s}}=-1$ , 修正最小カイ 2乗推定量 $\hat{\theta}_{\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{c}\mathrm{s}}$ は $f(x)=x2,$ $C_{\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{c}\mathrm{s}}=2$ , 最
小 Haldane 不一致度推定量 $\hat{\theta}_{\mathrm{m}\mathrm{H}\mathrm{D}_{k}}l\mathrm{h}f(x)=x^{k+1},$

$c_{\mathrm{m}\mathrm{H}\mathrm{D}_{k}}=k+1$ , 最小 Hellinger 距
離推定量 $\hat{\theta}_{\mathrm{m}\mathrm{H}\mathrm{d}}$ は $f(x)=-X1/2fc_{\mathrm{m}\mathrm{H}\mathrm{d}}=1/2$ , 最小 Kullback-Leibler 分離度推定量 $\hat{\theta}_{\mathrm{K}\mathrm{L}}$

は $f(x)=x\log X,$ $c_{\mathrm{K}\mathrm{L}}=1$ となる.

次に $\theta$ の推定量 $\hat{\theta}_{f}(\mathrm{p})$ の漸近分散を求める. $\theta$ の推定量 $\hat{\theta}_{f}(\mathrm{p})(\in \mathcal{L})$ を $\mathrm{p}=\pi(\theta)$ の周
りで Taylor 展開すると

$\hat{\theta}_{f}(\mathrm{p})$ $=$ $\theta+\sum_{1r=}^{k}arer+\frac{1}{2!}\sum_{r=1s}^{k}\sum_{1=}brsek+res\frac{1}{3!}r\sum_{=1S}^{k}\sum_{=1t}^{k}\sum_{1=}^{k}cte_{r}rse_{S}e_{t}$

$+ \frac{1}{4!}\sum_{r=1S}^{k}\sum_{=1t}^{k}\sum=1uk\sum_{=1}^{k}\frac{\partial^{4}\hat{\theta}_{f}(_{\mathrm{P})}}{\partial p_{r}\partial p_{s}\partial pt\partial pu}|\mathrm{p}=\pi+\gamma \mathrm{e}e_{r}ese_{t}e_{u}$ (5.1)
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になる. 但し, $\gamma$ は確率変数で

$0<\gamma<1$ w.p.l.

とする. このとき
$|\gamma \mathrm{e}|=|\gamma||\mathrm{e}|\leq|\mathrm{e}|arrow 0$ $\mathrm{w}$ .p.1

であるから $(\mathrm{A}.5.4)$ より

$\frac{\partial^{4}\hat{\theta}_{f}(_{\mathrm{P})}}{\partial p_{r}\partial p_{S}\partial p_{t}\partial pu}|_{\mathrm{P}^{=\pi+}\gamma \mathrm{e}}$

は確率 1で $n$ に関して有界である.

ここで, 注意 4.1から次の関係を得る.

$E[e_{r}]$ $=$ $0$ ,

$E[e_{r}eS]$ $=$ $\frac{1}{n^{2}}\sum_{jj_{1}=1}^{n}\sum_{2}n=1E[(Urj1-\pi_{r})(U_{j2}S-\pi S)]$

$=$ $\{$

$\underline{1}\pi_{r}(1-\pi_{r})$ $(r=s)$ ,
$n_{1}$

$-\pi_{r}\pi_{s}\overline{n}$
$(r\neq s)$ ,

$E[e_{r}eSet]$ $=$ $\frac{1}{n^{3}}\sum_{jj_{1}=1}^{n}\sum_{2=j_{3}}\sum En1n=1[(U_{rj_{1}}-\pi_{r})(U_{Sj}\pi_{S})2^{-}(Utj3-\pi t)]$

$=$ $\{$

$\frac{1}{n^{2}}\pi_{r}(1-1\pi_{r})(1-2\pi r)$ $(r=s=t)$ ,

$–_{2}\pi_{r}(1-2\pi r)\pi_{s}$ $(r=t\neq S)$ ,
$2^{n}$

$-\pi_{r}\pi_{S}\pi n^{2}t$

$(r\neq s\neq t\neq r)$ ,

$E[e_{r}e_{S}ete_{u}]$ $=$ $\frac{1}{n^{4}}\sum_{jj_{1}=1}^{n}\sum_{2=1j}^{n}\sum_{\mathrm{s}=1j}\sum_{4}nn=1E[(Urj1-\pi_{r})(U_{S}j_{2}-\pi_{s})(Utj_{3}-\pi_{t})(U_{u}j4^{-}\pi_{u})]$

$=$ $\frac{1}{n^{4}}\sum_{j=1}^{n}E[(U_{r}j-\pi_{r})(U_{sj}-\pi_{s})(U_{tj}-\pi_{t})(U_{u}j-\pi_{u})]$

$+ \frac{1}{n^{4}}\sum_{\neq j_{1}j}^{n}\sum E2[(Urj1-\pi_{r})(U_{j_{1}}s-\pi_{S})]E[(Utj_{2}-\pi_{t})(U_{u}j2^{-}\pi_{u})]$

$+ \frac{1}{n^{4}}\sum_{\neq j_{1}j}^{n}\sum E2[(Urj1-\pi_{r})(U_{tj}1-\pi_{t})]E[(U_{j_{2}}S-\pi_{S})(Uuj_{2^{-}}\pi u)]$

$+ \frac{1}{n^{4}}\sum_{\neq j_{1}j}^{n}\sum 2E[(U_{j_{1}}r-\pi_{r})(Uuj1-\pi_{u})]E[(Usj2^{-}\pi_{S})(Utj2-\pi t)]$

$=$ $\mathrm{C}_{\mathrm{o}\mathrm{V}}(e_{r’ s}e)\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}(e_{t,u}e)+\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{v}(e_{r}, e_{t})\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{V}$ ( $e_{S’}$ e)

$+ \mathrm{C}_{\mathrm{o}\mathrm{V}}(e_{r}, e_{u})\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{V}(e_{S}, e_{t})+O(\frac{1}{n^{3}})$
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補題 51 [P73]. 次の条件
$l:=l_{r}+\cdot.$ . $+l_{s}\geq 5$

が成り立てば

$E[e_{r}^{l_{r}} \cdots e_{s}s]\iota=O(\frac{1}{n^{3}})$

である.

そこで (5.1) と補題 5.1より

$E[(\hat{\theta}_{f}(\mathrm{p})-\theta)2.]$
$=$ $E[( \sum_{r=1}^{k}a_{r}e_{r})^{2}]+E[(\sum_{r=1}^{k}are_{r})(r\sum_{=1S}^{k}\sum_{=1}kbrsere_{S})]$

$+ \frac{1}{4}E[(\sum_{r=1S}\sum^{k}brse_{rs}k=1)e]2+\frac{1}{3}E[(\sum_{r=1}a_{rr}ke)(\sum_{r=1_{S}}^{k}\sum\sum^{k}CrStere_{S}et)]=k1t=1$

$+O( \frac{1}{n^{3}})$ (5.2)

となる. 同様に

$E[\hat{\theta}_{f}(\mathrm{p})-\theta]$ $=$ $E[ \sum_{r=1}akre_{r}]+\frac{1}{2!}E[r=1\sum ks\sum_{=1}brse_{rs}ke]+\frac{1}{3!}E[r=\sum k1s\sum_{=1t}^{k}\sum=k1C_{r}ste_{r}eSet]$

$+ \frac{1}{4!}E[\sum_{r=1}kS\sum_{=1t}^{k}\sum_{1=u}^{k}\sum_{=}k1\frac{\partial^{4}\hat{\theta}(\mathrm{p})}{\partial p_{r}\partial p_{s}\partial pt\partial p_{u}}|\mathrm{p}=\pi+. \gamma \mathrm{e}erese_{t}e_{u}]$

$=$ $\frac{1}{2n}\sum_{r=1}^{k}brr\pi_{r}+O(\frac{1}{n^{2}})$

であるから

$(E[ \hat{\theta}_{f}(_{\mathrm{P})-}\theta])2=\frac{1}{4n^{2}}(\sum_{r=1}^{k}brr\pi r)^{2}+O(\frac{1}{n^{3}})$ ,

となる.

次に $a_{r},$ $b_{rs},$ $C_{rst}$ を別の形で表わす. (A.5.4) より

$\sum_{r=1}^{k}f’(\frac{\pi_{r}(\hat{\theta}_{f}(\mathrm{P}))}{p_{r}})\pi’r(\hat{\theta}_{f}(\mathrm{P}))=0$ (5.3)

の両辺を $p_{s}$ で偏微分すると

$\frac{\partial\hat{\theta}(\mathrm{p})}{\partial p_{s}}\sum_{r=1}^{k}f^{\prime/}(\frac{\pi_{r}(\hat{\theta}_{f}(\mathrm{P}))}{p_{r}})\frac{\pi_{r}^{\prime 2}(\hat{\theta}_{f}(\mathrm{p}))}{p_{r}}-\frac{1}{p_{s}^{2}}f’’(\frac{\pi_{s}(\hat{\theta}_{f}(\mathrm{p}))}{p_{S}})\pi_{s}(\hat{\theta}f(_{\mathrm{P})})\pi’(S\hat{\theta}_{f}(\mathrm{p}))$

$+ \frac{\partial\hat{\theta}(\mathrm{p})}{\partial p_{s}}\sum_{1r=}^{k}f’(\frac{\pi_{r}(\hat{\theta}_{f}(\mathrm{P}))}{p_{r}})\pi’’r(\hat{\theta}_{f}(\mathrm{p}))=0$ (5.4)
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となり, (5.4) に $\mathrm{p}=\pi$ を代入することにより

$a_{s}= \frac{1}{I}(\frac{\pi_{s}’}{\pi_{s}})$ $(s=1, \ldots, k)$

が得られる. また (5.4) の両辺を乃で偏微分すると

$\frac{\partial\hat{\theta}(\mathrm{p})}{\partial p_{s}}\frac{\partial\hat{\theta}(\mathrm{p})}{\partial p_{t}}\sum_{r=1}^{k}\frac{1}{n_{r}^{2}}f’’’(\frac{\pi_{r}(\hat{\theta}(_{\mathrm{P}}))}{p_{r}})\pi^{\prime 3}(r\hat{\theta}_{f}(\mathrm{P}))$

$+2 \frac{\partial\hat{\theta}(\mathrm{p})}{\partial p_{s}}\frac{\partial\hat{\theta}(\mathrm{p})}{\partial p_{t}}\sum_{=r1}f^{n}(\frac{\pi_{r}(\hat{\theta}(_{\mathrm{P}}))}{p_{r}}k)\pi(\prime r\hat{\theta}f(\mathrm{p}))\pi(/r\hat{\theta}_{f}’(\mathrm{P}))$

$+ \frac{\partial^{2}\hat{\theta}(\mathrm{p})}{\partial p_{s}\partial p_{t}}\sum_{1r=}^{k}f^{\mu}(\frac{\pi_{r}(\hat{\theta}(\mathrm{p}))}{p_{r}})\pi’r(\hat{\theta}f(\mathrm{p}))2-\frac{1}{p_{s}^{2}}\frac{\partial\hat{\theta}(\mathrm{p})}{\partial p_{t}}f’’(\frac{\pi_{s}(\hat{\theta}(\mathrm{p}))}{p_{S}})\pi_{S}^{\prime 2}(\hat{\theta}_{f}(\mathrm{P}))$

$- \frac{1}{p_{s}^{2}}\frac{\partial\hat{\theta}(\mathrm{p})}{\partial p_{t}}f^{u}(\frac{\pi_{s}(\hat{\theta}(\mathrm{p}))}{p_{s}})\pi_{s}(\hat{\theta}_{f}(\mathrm{p}))\pi_{S’}’(\hat{\theta}f(_{\mathrm{P})})-\frac{1}{p_{s}^{3}}\frac{\partial\hat{\theta}(\mathrm{p})}{\partial p_{t}}f^{m}(\frac{\pi_{s}(\hat{\theta}(\mathrm{p}))}{p_{s}})\pi_{S}(\hat{\theta}_{f}(\mathrm{p}))\pi_{S}\prime 2(\hat{\theta}_{f}(\mathrm{P}))$

$+ \frac{\partial^{2}\hat{\theta}(\mathrm{p})}{\partial p_{S}\partial p_{t}}\sum_{1r=}^{k}f’(\frac{\pi_{r}(\hat{\theta}(_{\mathrm{P}}))}{p_{r}})\pi’’(r(\hat{\theta}_{f}\mathrm{p}))+\frac{\partial\hat{\theta}.(\mathrm{p})}{\partial.p_{s}}\frac{\partial\hat{\theta}(\mathrm{p})}{\partial p_{t}}\sum r=k1f/(\frac{\pi_{r}(\hat{\theta}(_{\mathrm{P}}))}{p_{r}})\pi_{r}(\prime J’\hat{\theta}f(\mathrm{p}))$

$+ \frac{\partial\hat{\theta}(\mathrm{p})}{\partial p_{s}}\frac{\partial\hat{\theta}(\mathrm{p})}{\partial p_{t}}\sum_{1r=}^{k}\frac{1}{p_{r}}f^{J}’(\frac{\pi_{r}(\hat{\theta}(_{\mathrm{P}}))}{p_{r}})\pi_{r}’(\hat{\theta}_{f}(_{\mathrm{P})})\pi’’(r\hat{\theta}f(\mathrm{p}))$

$- \frac{\partial\hat{\theta}(\mathrm{p})}{\partial p_{s}}\frac{1}{p_{t}^{3}}f^{m}(\frac{\pi_{t}(\hat{\theta}(_{\mathrm{P}}))}{p_{t}})\pi_{t}(\hat{\theta}_{f}(\mathrm{P}))\pi’(t\hat{\theta}_{f}2(\mathrm{P}))$

$- \frac{\partial\hat{\theta}(\mathrm{p})}{\partial p_{s}}\frac{1}{p_{t}^{2}}f’/(\frac{\pi_{t}(\hat{\theta}(_{\mathrm{P}}))}{p_{t}})\pi_{t}(\prime 2\hat{\theta}_{f(}\mathrm{p}))-\frac{\partial\hat{\theta}(\mathrm{p})}{\partial p_{s}}\frac{1}{p_{t}^{2}}f’’(\frac{\pi_{t}(\hat{\theta}(_{\mathrm{P}}))}{p_{t}})\pi t(\hat{\theta}f(\mathrm{P}))\pi t/;2(\hat{\theta}_{f}(\mathrm{P}))$

$+ \frac{1}{p_{t}^{4}}f^{m}(\frac{\pi_{t}(\hat{\theta}(_{\mathrm{P}}))}{p_{t}})\pi_{t}(2\hat{\theta}_{f}(\mathrm{p}))\pi(t\hat{\theta}_{f}’(\mathrm{p}))\delta_{St}$

$+2 \frac{1}{p_{t}^{3}}f’’(\frac{\pi_{t}(\hat{\theta}(_{\mathrm{P}}))}{p_{t}})\pi_{t}(\hat{\theta}f(\mathrm{P}))\pi(t\hat{\theta}_{f}’(_{\mathrm{P})})\delta_{st}=0$ (5.5)

となり, (5.5) に $\mathrm{p}=\pi$ を代入すると

$b_{st}$ $=$ $\frac{1}{I^{2}}(\frac{\pi_{t}’}{\pi_{t}})\{(c_{f}-1)(\frac{\pi_{s}’}{\pi_{s}})^{2}+(\frac{\pi_{s}’’}{\pi_{s}})\}+\frac{1}{I^{2}}(\frac{\pi_{s}’}{\pi_{s}})\{(c_{f}-1)(\frac{\pi_{t}’}{\pi_{t}})^{2}+(\frac{\pi_{t}^{J/}}{\pi_{t}})^{-}\}$

$- \frac{1}{I^{3}}\{3\mu_{11}+(_{C}f^{-2})\mu_{30}\}(\frac{\pi_{s}’}{\pi_{s}})(\frac{\pi_{t}’}{\pi_{t}})-\frac{c_{f}}{I}(\frac{\pi_{t}’’}{\pi_{t}}\mathrm{I}^{\delta_{S}}t$

が得られる. 同様に (5.5) の両辺を $p_{u}$ で偏微分して $\mathrm{p}=\pi$ を代入することにより,

$c_{stu}$ $=$ $- \frac{1}{I}[3a_{S}a_{t}a_{u}\mu 02+4aaa\sum_{r=1}^{k}stu(\frac{\pi_{r}’}{\pi_{r}})(\frac{\pi_{r}’’’}{\pi_{r}})\pi_{r}+3\mu 11(atbsu+a_{s}btu+a_{u}b)St$

$-3 \{a_{s}a_{t}(\frac{\pi_{u}’}{\pi_{u}})(\frac{\pi_{u}’’}{\pi_{u}})+a_{t}a_{u}(\frac{\pi_{s}’}{\pi_{s}})(\frac{\pi_{s}^{\prime/}}{\pi_{s}})+a_{S}a_{u}(\frac{\pi_{t}’}{\pi_{t}})(\frac{\pi_{t}’’}{\pi_{t}})\}$
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$- \{b_{st}(\frac{\pi_{u}’}{\pi_{u}})^{2}$ $+b_{su}( \frac{\pi_{t}’}{\pi_{t}})^{2}$ $+b_{tu}( \frac{\pi_{s}’}{\pi_{s}}\mathrm{I}^{2}\}-\{b_{st}(\frac{\pi_{u}’’}{\pi_{u}})+b_{tu}(\frac{\pi_{s}^{\prime/}}{\pi_{s}})+b_{su}(\frac{\pi_{t}’’}{\pi_{t}})\}$

$-3 \{a_{s}a_{t}(\frac{\pi_{u}’}{\pi_{u}})(\frac{\pi_{u}’’}{\pi_{u}})+a_{t}a_{u}(\frac{\pi_{s}’}{\pi_{s}})(\frac{\pi_{s}’’}{\pi_{s}})+a_{s}a_{u}(\frac{\pi_{t}’}{\pi_{t}})(\frac{\pi_{t}’’}{\pi_{t}})\}$

$- \{a_{s}a_{t}(\frac{\pi_{u}^{\prime\prime/}}{\pi_{u}})+a_{S}a_{u}(\frac{\pi_{t}’’’}{\pi_{t}})+a_{t}a_{u}(\frac{\pi_{s}’’/}{\pi_{s}})\}+2\{a_{S}\frac{\pi_{u}’’}{\pi_{u}^{2}}\delta tu+at\frac{\pi_{s}^{\prime l}}{\pi_{s}^{2}}\delta_{u}s+a_{u^{\frac{\pi_{t}^{\prime J}}{\pi_{t}^{2}}}}\delta_{st}\}$

$+2 \{a_{S}(\frac{\pi_{t}’}{\pi_{t}})\frac{\pi_{u}’}{\pi_{u}^{2}}\delta_{tu}+a_{t}(\frac{\pi_{u}’}{\pi_{u}})\frac{\pi_{s}’}{\pi_{s}^{2}}\delta_{us}+a_{u}(\frac{\pi_{s}’}{\pi_{s}})\frac{\pi_{t}’}{\pi_{t}^{2}}\delta_{St}\}-6\frac{\pi_{s}’}{\pi_{s}^{3}}\delta St\delta tu]$

$- \frac{1}{I}\frac{f_{3}}{f_{2}}[6asata_{u}\mu 21+\mu_{30}(aSb_{tu}+a_{t}b_{us}+a_{u}b_{st})$

$-2 \{a_{s}a_{t}(\frac{\pi_{u}’}{\pi_{u}})^{3}+a_{t}a_{u}(\frac{\pi_{s}’}{\pi_{s}})^{3}+a_{u}a_{s}(\frac{\pi_{t}’}{\pi_{t}})^{3}\}$

$-3 \{a_{s}a_{t}(\frac{\pi_{u}’}{\pi_{u}})(\frac{\pi_{u}’’}{\pi_{u}})+a_{t}.a_{u}(\frac{\pi_{s}’}{\pi_{s}})(\frac{\pi_{s}^{\prime/}}{\pi_{s}})+a_{u}a_{s}(\frac{\pi_{t}’}{\pi_{t}})(\frac{\pi_{t}^{JJ}}{\pi_{t}})\}$

$- \{b_{st()^{2}}\frac{\pi_{u}’}{\pi_{u}}$ $+b_{tu}( \frac{\pi_{s}’}{\pi_{s}})^{2}$ $+b_{us}($

.

$\frac{\pi_{t}’}{\pi_{t}})^{2}\}+\{a_{s^{\frac{\pi_{t}^{\prime/}}{\pi_{t}^{2}}}}\delta tu+at\frac{\pi_{u}^{J\prime}}{\pi_{u}^{2}}\delta uS+a_{u}\frac{\pi_{S’}’}{\pi_{s}^{2}}\delta_{S}t\mathrm{I}$

$+4 \{a_{S}\frac{\pi_{t}’}{\pi_{t}^{2}}(\frac{\pi_{u}’}{\pi_{u}})\delta_{tu}+at^{\frac{\pi_{u}’}{\pi_{u}^{2}}}(\frac{\pi_{s}’}{\pi_{s}})\delta_{us}+au^{\frac{\pi_{s}’}{\pi_{s}^{2}}}(\frac{\pi_{t}’}{\pi_{t}})\delta_{st}\mathrm{I}-6\frac{\pi_{s}’}{\pi_{s}^{3}}]$

$- \frac{1}{I}\frac{f_{4}}{f_{2}}[\mu_{40}a_{S}atau-\{a_{s}a_{t}(\frac{\pi_{u}’}{\pi_{u}})^{3}+a_{t}a_{u}(\frac{\pi_{s}’}{\pi_{s}})^{3}+a_{u}a_{s}(\frac{\pi_{t}’}{\pi_{t}})^{3}\}$

$\cross\{a_{s}\frac{\pi_{t}’}{\pi_{t}^{2}}(\frac{\pi_{u}’}{\pi_{u}})\delta_{tu}+a_{t}\frac{\pi_{u}’}{\pi_{u}^{2}}(\frac{\pi_{s}’}{\pi_{s}})\delta_{us}+a_{u}\frac{\pi_{s}’}{\pi_{s}^{2}}(\frac{\pi_{t}’}{\pi_{t}})\delta_{S}t\}-\frac{\pi_{s}’}{\pi_{s}^{3}}\delta st\delta tu]$

を得る. さらに次のことが成り立つ.

$\sum_{r=1}^{k}a_{r}\pi r=0,$ $r=1 \sum_{S}^{k}\sum_{=1}b_{rs}\pi_{r}\pi_{s}=k\mathrm{o},\sum_{r=1}^{k}a^{2}\pi_{r}=\frac{1}{I}r$ , $\sum_{r=1}^{k}ar\pi_{r}’=1$ ,

$\sum_{r=1}^{k}b_{rr}\pi_{r}=\frac{1}{I}(Cf\mu 30-\mu_{11})-\frac{c_{f}}{I}\sum_{=r1}^{k}(\frac{\pi_{r}’}{\pi_{r}}),$ $r=1 \sum_{S}^{k}\sum\sum^{k}b_{rs}b_{rt}\pi_{r}\pi_{st}\pi=\frac{1}{I}=k1t=1$

’

$\sum_{r=1}^{k}a_{r}brr\pi r=-\frac{c_{f}}{I^{2}}\sum^{k}r=1(\frac{\pi_{r}’}{\pi_{r}})^{2}+\frac{2}{I^{3}}\{\mu_{2}1+(c_{f}-1)\mu_{4}0\}-\frac{1}{I^{4}}\{(c_{f}-2)\mu_{3}20+3\mu 11\mu_{30}\}$ ,

$r=1 \sum_{S}^{k}\sum_{=1}^{k}a_{r}brs\pi r\pi s-=\frac{1}{I}$ , $r=1 \sum_{S}^{k}\sum_{=1}a_{rS}abrs\pi r\pi S=-\frac{\mu_{11}}{I^{3}}k$ , $\sum_{s=1t}^{k}\sum_{=1u}\sum^{k}aSC_{st}u\pi_{s}\pi t\pi k=1u=\frac{2}{I}$ ,

$\sum_{r=1s}^{k}\sum$ arb$=1k$ rs $( \frac{\pi_{s}’}{\pi_{s}}\mathrm{I}^{2}\pi_{r}\pi s\frac{1}{I^{2}}=(\mu_{2}1^{-}\mu 40)+\frac{1}{I^{3}}(\mu^{2}30-2\mu 11\mu_{3}0),$

$r=1 \sum_{S}^{k}\sum_{=1}^{k}b_{rs}2=\pi r\pi_{s}\frac{c_{f}^{2}}{I^{2}}r\sum_{=1}^{k}(\frac{\pi_{r}’}{\pi_{r}})^{2}+\frac{2}{I^{3}}\{(1-c_{f})\mu_{4}0-2\mu 22\}1+\mu_{0}2$
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$+ \frac{1}{I^{4}}\{(C^{2}f^{-}2)\mu_{30^{+4\mu_{11\mu_{3}}}0}^{2}-\mu_{1}21\}$ ,

$\sum_{r=1s}^{k}\sum_{=}k1a_{r}c_{rS}s\pi_{rs}\pi=-\frac{1}{I^{2}}\{c_{f}\sum_{=r1}^{k}(\frac{\pi_{r}’’’}{\pi_{r}})-2c_{f}\sum_{r=1}k(\frac{\pi_{r}’}{\pi_{r}})^{2}\}$

$+ \frac{1}{I^{3}}\{-\mu_{21}+2\mu 40-\mu_{02}-\sum^{k}r=1(\frac{\pi_{r}’}{\pi_{r}})(\frac{\pi_{r}^{\prime\prime/}}{\pi_{r}})\pi_{r}+3c_{f}\mu 21-4cf\mu 40$

$+2c_{f} \mu 11\sum^{k}r=1(\frac{\pi_{r}’}{\pi_{r}})-c_{f^{\mu_{30}}}(\frac{\pi_{r}’}{\pi_{r}})\}$

$+ \frac{1}{I^{4}}\{4\mu^{2}11^{+\mu 1\mu 3}10-2\mu 30^{+}32c_{f\mu}-4c302f^{\mu}11\mu_{3}0\}$ .

以上のことから $\theta$ の推定量 $\hat{\theta}_{f}(\mathrm{p})$ の漸近分散は次のようになる.

$V(\hat{\theta}_{f}(\mathrm{p}))$ $=$
$E[(\hat{\theta}_{f}(\mathrm{P})-\theta)^{2}]-(E[\hat{\theta}_{f}(\mathrm{p})-\theta])2$

$=$ $\frac{1}{nI}+\frac{1}{n^{2}}[-\frac{1}{I}+\frac{1}{2I^{2}}\{(c^{2}f+2Cf)\sum_{1r=}k(\frac{\pi_{r}’}{\pi_{r}})^{2}-2_{C}fr\sum_{=1}^{k}(\frac{\pi_{r}’’}{\pi_{r}}\mathrm{I}\}$

$+ \frac{1}{I^{3}}\{-(C_{f}^{2}+2c_{f}-1)\mu 40+(3c_{f^{-}}1)\mu_{2}1‘$

.

$+2c_{f} \mu 11\sum^{k}r=1(\frac{\pi_{r}’}{\pi_{r}})-c_{f}\mu_{30}\sum_{=r1}^{k}(\frac{\pi_{r}’}{\pi_{r}})-\sum_{r=1}^{k}(\frac{\pi_{r}’}{\pi_{r}})(\frac{\pi_{r}^{Jl\prime}}{\pi_{r}})\pi_{r}\}$

$+ \frac{1}{2I^{4}}\{7\mu_{1}^{2}1+(C_{f}^{2}+4c_{f}-2)\mu 30^{-8}2c_{f}\mu 11\mu 30\}]+O(\frac{1}{n^{3}})$ . (5.6)

さて, -般に $\theta$ の漸近有効推定量 $T_{1n},$ $T_{2n}$ の漸近分散をそれぞれ $V_{\theta}(T_{1n}),$ $V_{\theta}(T_{2n})$ で表

す. このとき
$V_{\theta}(T_{2kn})=V_{\theta}(T_{1n})+o( \frac{1}{n})$

となるように正数の列 {k訂を選び, $\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}_{narrow\infty}(k_{n}-^{n_{)}}$ が存在してこれが $k_{n}$ の選び方に

無関係ならば, この値を $T_{1n}$ に対する $T_{2n}$ の漸近分散欠損量という. 各 $j=1,2$ に対し

$\text{て}T_{jn}\sigma)_{(\ovalbox{\tt\small REJECT})}^{\backslash }\backslash \backslash \mathrm{E}\mathrm{a}^{4}.\beta \mathrm{a}_{i^{\searrow\backslash }}\backslash$

$V_{\theta}(T_{jn})= \frac{1}{nI(\theta)}+\frac{\delta_{j}(\theta)}{n^{2}}+o(\frac{1}{n^{2}})$

と展開されるとき, $T_{1n}$ に対する $T_{2n}$ の漸近分散欠損量は

$\lim_{narrow\infty}(k_{n}-n)=I(\theta)\{\delta_{2}(\theta)-\delta_{1}(\theta)\}=:d(\tau 2n’\tau 1n)$

になる. そこで, (5.6) から任意の $\hat{\theta}_{f}(\mathrm{p}),\hat{\theta}_{g}(\mathrm{P})(\in \mathcal{L})$ の漸近分散は

$V( \hat{\theta}_{f}(\mathrm{p}))=\frac{1}{nI}+\frac{\alpha_{f}}{n^{2}}+o(\frac{1}{n^{2}})$ , $V( \hat{\theta}_{g}(\mathrm{p}))=\frac{1}{nI}+\frac{\alpha_{g}}{n^{2}}+o(\frac{1}{n^{2}})$
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の形に表わされる. このとき上記のことから $\hat{\theta}_{f}$ に対する $\hat{\theta}_{g}$ の漸近分散欠損量を
$d(\hat{\theta}_{g},\hat{\theta}_{f})$ で表すと

$d(\hat{\theta}_{g},\hat{\theta}_{f})=I(\alpha-\mathit{9})\alpha_{f}$ (5.7)
になる. また, 適当な仮定の下で Hodges-Lehmann 欠損量を–般化したものが漸近分散
欠損量に–致することも示される.

補題 52 [P73]. 任意の $c_{0}\in \mathrm{R}$ に対して $c_{f}=c_{0}$ となる条件 (A 5.1), (A 52) を満たす
$f$ が存在する.

証明. (i) $c_{0}<0$ または $1<c_{0}$ のとき $f(x)=x^{c_{0}}$ , (ii) $0<c_{0}<1$ のとき $f(x)=-x^{c_{0}}$ ,
(iii) $c_{0}=0$ のとき $f(x)=-\log x$ , (iv) $\mathrm{c}_{0}=1$ のとき $f(x)=x\log x$ とすればよい. $\blacksquare$

補題 5.3 [P73]. 条件 $(\mathrm{A}.5.1)\sim(\mathrm{A}.5.5)$ の下で $\hat{\theta}_{f}$ に対する $\hat{\theta}_{g}$ の漸近分散欠損量は

$d(\hat{\theta}_{g},\hat{\theta}_{f})$ $=$ $\frac{1}{2I}\{((_{C_{\mathit{9}}^{2}}-C^{2})f+2(cg-cf))r\sum_{=1}^{k}(\frac{\pi_{r}’}{\pi_{r}})^{2}-2(C-Cf)\sum_{r=1}^{k}\mathit{9}(\frac{\pi_{r}’’}{\pi_{r}})\}$

$- \frac{1}{I^{2}}\{((_{C_{\mathit{9}}^{2}}-cf)2+2(C_{\mathit{9}}-cf))\mu_{4}0-2(c_{\mathit{9}}-c_{f})\mu 11\sum_{=r1}^{k}(\frac{\pi_{r}’}{\pi_{r}})$

$-3(c_{g}-C_{f}) \mu_{2}1+(C_{g}-cf)\mu 30\sum_{r=1}^{k}(\frac{\pi_{r}’}{\pi_{r}})\}$

$+ \frac{1}{2I^{3}}\{((_{C_{\mathit{9}^{-}}^{2}}c^{2})f2+(c_{g}-c_{f}))\mu^{2}30-4(Cg-C_{f})\mu_{1}1\mu_{3}0\}$

である. また $\hat{\theta}_{f}$ を $\hat{\theta}_{\mathrm{m}1}$ とすると $c_{f}=0$ となり

$d( \hat{\theta}_{\mathit{9}},\hat{\theta}\mathrm{m}1)=\frac{Q_{1}}{2I^{3}}C_{\mathit{9}}^{2}+\frac{Q_{2}}{I^{3}}C_{g}$

である. 但し

$Q_{1}(\theta)$ $=$ $\mu_{3}^{2}\mathrm{o}(\theta)-2I(\theta)\mu_{4}\mathrm{o}(\theta)+I^{2}(\theta)r=\sum^{k}1(\frac{\pi_{r}’(\theta)}{\pi_{r}(\theta)})^{2}$ ,

$Q_{2}(\theta)$ $=$ $2 \mu_{30}^{2}(\theta)-2I(\theta)\mu_{4}\mathrm{o}(\theta)+I^{2}(\theta)r=\sum^{k}1(\frac{\pi_{r}’(\theta)}{\pi_{r}(\theta)})^{2}$

$-4 \mu_{11}(\theta)\mu 30(\theta)+2I(\theta)\mu_{11}(\theta)\sum_{r=1}^{k}(\frac{\pi_{r}’(\theta)}{\pi_{r}(\theta)})+3I(\theta)\mu_{21}(\theta)$

$- \mu_{30}I(\theta)r=\sum^{k}1(\frac{\pi_{r}’(\theta)}{\pi_{r}(\theta)})-I^{2}(\theta)\sum_{r=1}^{k}(\frac{\pi_{r}’’(\theta)}{\pi_{r}(\theta)})$ .

補題 5.4 [P73]. 条件 $(\mathrm{A}.5.1)\sim(\mathrm{A}.5.5)$ の下で, 任意の $\theta\in$ に対して

$Q_{1}(\theta)\geq 0$

であり, 任意の $\theta\in$ に対して等号が成り立つのは $k=2$ のときに限る.

68



定理 5.1 [P73]. 条件 (A $5.1$ ) $\sim(\mathrm{A}.5.5)$ の下で, $\theta$ の最尤推定量 $\hat{\theta}_{\mathrm{m}1}|\mathrm{h}_{Q_{2}}(\theta)\equiv 0$ のと

きに限り $L$ において–様最小漸近分散欠損量をもち, $\theta$ の最小カイ 2乗推定量 $\hat{\theta}_{\mathrm{m}\mathrm{c}\mathrm{s}}$ は

$Q_{3}(\theta):=Q_{2}(\theta)-Q_{1}(\theta)\equiv 0$ のときに限り $\mathcal{L}$ において–様最小漸近分散欠損量をもつ.

証明. $Q_{2}(\theta)\equiv 0$ のとき, $\hat{\theta}_{\mathrm{m}1}$ に対する $\hat{\theta}_{g}$ の漸近分散欠損量は

$d( \hat{\theta}_{g’ 1}\hat{\theta}_{\mathrm{m}})=\frac{Q_{1}}{2I^{3}}C_{g}2\geq 0$

となり, 最尤推定量が–様最小漸近分散欠損量をもつことが分かる. また $Q_{2}(\theta)\neq 0$ と

すると
$d( \hat{\theta}_{g},\hat{\theta}_{\mathrm{m}1})=\frac{Q_{1}}{2I^{3}}(_{C_{g}}+\frac{Q_{2}}{Q_{1}})^{2}-\frac{1}{2I^{3}}\frac{Q_{2}^{2}}{Q_{1}}$

となり, ある $c_{g},$
$\theta$ に対して $d(\hat{\theta}_{g},\hat{\theta}_{\mathrm{m}}1)<0$ となる. つまり, 最尤推定量は–様最小漸近分

散欠損量をもたない. $\hat{\theta}_{\mathrm{m}\mathrm{c}\mathrm{s}}$ についても同様に示される. $\blacksquare$

従って, $\mathcal{L}$ が $\mathcal{M}$ の部分集合であるから Ponnapalli [P73] の結果は最尤推定量が $\mathcal{M}$ に

おいて–様最小 Rao 欠損量をもつという Rao [R61] の結果 (表 42) に矛盾している.

仔 I 1 $k=3$ で $\pi_{1}(\theta)=\pi_{2}(\theta)=\theta,$ $\pi_{3}(\theta)=1-2\theta(=(0,1/2))$ の場合を考える.
このとき

$\hat{\theta}_{\mathrm{m}1}$

$=$

$\theta_{\mathrm{m}\mathrm{c}\mathrm{s}}^{\wedge}$

$=$

$\theta_{\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{c}\mathrm{s}}$ $=$

$\hat{\theta}_{\mathrm{H}\mathrm{m}\mathrm{D}_{k}}$. $=$

$\hat{\theta}_{\mathrm{m}\mathrm{H}\mathrm{d}}$

$=$

$\hat{\theta}_{\mathrm{K}\mathrm{L}}$

$=$

となり, また

$Q_{1}( \theta)=\frac{4}{\theta^{4}(1-2\theta)^{2}}$ , $Q_{2}( \theta)=\frac{8}{\theta^{3}(1-2\theta)^{3}}$

になるから, 補題 52より $\hat{\theta}_{\mathrm{m}1}$ に対する $\hat{\theta}_{g}$ の漸近分散欠損量は

$d( \hat{\theta}_{\mathit{9}},\hat{\theta}\mathrm{m}1)=\frac{1}{4\theta}\{c_{g}^{2}(1-2\theta)+4c_{g}\theta\}$

となる. これは, 非負とは限らないから Rao [R61] の結果に矛盾する.

69



6 多項母数の補正最尤推定量に対する補正最小不–致度推
定量の漸近分散欠損量

この節では推定量に次数 $\mathrm{o}(1/n)$ まで偏り補正した後で, 補正推定量の漸近分散欠損量に
ついて考察する $([\mathrm{T}\mathrm{A}95])$ . $\theta$ の推定量 $\hat{\theta}\langle \mathrm{p}$ ) $(\in \mathcal{L})$ の偏りは

$E[ \hat{\theta}(_{\mathrm{P}})-\theta]=\frac{1}{n}\frac{1}{2I(\theta)^{2}}\{c(\mu_{30}(\theta)-I(\theta)\sum_{=r1}^{k}(\frac{\pi_{r}’(\theta)}{\pi_{r}(\theta)}))-\mu_{11}(\theta)\}+o(\frac{1}{n})$

となるから, $\hat{\theta}(\mathrm{p})$ を $o(1/n)$ の次数まで偏り補正する. まず

$\mu(\theta):=\frac{1}{2I(\theta)^{2}}\{c(\mu_{30}(\theta)-I(\theta)\sum_{=r1}^{k}(\frac{\pi_{r}’(\theta)}{\pi_{r}(\theta)}))-\mu_{11}(\theta)\}$

とおき, $\hat{\theta}(\mathrm{p})$ を補正した推定量

$\hat{\theta}^{*}(\mathrm{p}):=\hat{\theta}(\mathrm{p})-\frac{1}{n}\mu(\hat{\theta}(\mathrm{p}))$

とする. このとき次の仮定を設ける.

(A 6.1) At $:=\{(p_{1}, \ldots,p_{k})$ : $0\leq p_{r}\leq 1(r=1, \ldots, k)$ $\sum_{r=1}^{k}Pr1=\mathrm{I}$ ,

$\hat{}_{0:=}\hat{\theta}(N_{0})$

とおいて, $\mu’(\theta)$ は $\hat{}_{0}-$ 上で連続である.

まず

$nE[\hat{\theta}^{*}(_{\mathrm{P}})-\theta]$ $=$ $nE[ \hat{\theta}(_{\mathrm{P}})-\frac{1}{n}\mu(\hat{\theta}(\mathrm{P}))-\theta]$

$=$ $-E[\mu(\hat{\theta}(\mathrm{p}))-\mu(\theta)]$

となり,

$N_{n}:=\{$ $(p_{1}, \ldots,p_{k})$ : $p_{r}= \frac{0}{n},$ $\frac{1}{n}$ , $\cdot$ .., $\frac{n}{n}(r=1, \ldots, k)$ $\sum_{r=1}^{k}pr=1\}$

とすると

$\sup_{\mathrm{p}\in N_{n}}|\mu(\hat{\theta}(_{\mathrm{P})})-\mu(\theta)|$
$\leq$

$\sup_{\mathrm{p}\in N_{0}}|\mu(\hat{\theta}(\mathrm{P}))-\mu(\theta)|$

$=$

,$\sup_{\theta\in\ominus_{0}}|\mu(-\wedge\theta’)-\mu(\theta)|$

$\leq$ 2,$\sup_{\theta\in\ominus 0}|\mu-\wedge(\theta’)|$
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になる. このとき条件 (A 6.1) より $\mu(\theta)$ は $\hat{}_{0}-$ で連続で $\hat{}_{0}-$ は有界閉集合であるから
$\mu(\theta)$ は有界となり有界収束定理より

$\lim_{narrow\infty}E[\mu(\hat{\theta}(\mathrm{p}))-\mu(\theta)]=E[_{n}\lim_{\inftyarrow}\{\mu(\hat{\theta}(_{\mathrm{P})})-\mu(\theta)\}]=0$

となる. 従って
$E[ \hat{\theta}^{*}(_{\mathrm{P}})-\theta]=o(\frac{1}{n})$

になり $\hat{\theta}^{*}(\mathrm{p})$ は次数 $o(1/n)$ まで偏り補正されている. このとき $\hat{\theta}^{*}(\mathrm{p})$ を $\hat{\theta}(\mathrm{p})$ の補正推

定量といい, $\mathcal{L}$ に属ずる推定量の補正推定量全体を $\mathcal{L}^{*}$ とする.

定理 61条件 (A$.5.1$ ) $\sim(\mathrm{A}.5.5)$ および (A.6.1) の下で, $\hat{\theta}_{f},\hat{\theta}_{g}(\in \mathcal{L})$ の補正推定量

$\hat{\theta}_{f}^{*},\hat{\theta}_{g}^{*}(\in \mathcal{L}^{*})$ について, $\hat{\theta}_{f}^{*}(\mathrm{p})$ に対する $\hat{\theta}_{g}^{*}(\mathrm{p})$ の漸近分散欠損量は

$d( \hat{\theta}_{g}^{*},\hat{\theta}_{f}^{*})=\frac{1}{2I^{3}}(c^{2}-gc_{f}^{2})Q1$

である、但し, $Q_{1}$ は補題 52で与えられたものとする. 特に $\hat{\theta}_{f}^{*}=\hat{\theta}_{\mathrm{m}1}^{*}$ とすれば

$d( \hat{\theta}^{*},\hat{\theta}^{*}1)g\mathrm{m}=\frac{1}{2I^{3}}c_{g}^{2}Q_{1}$

であり, さらに $\hat{\theta}_{\mathrm{m}1}^{*}$ は $\mathcal{L}^{*}$ において–様最小漸近分散欠損量をもつ.

証明. $\hat{\theta}^{*}(\mathrm{p})$ は $\hat{\theta}(\mathrm{p})$ の補正推定量であるから,

$E[(\hat{\theta}^{*}(\mathrm{p})-\theta)2]$ $=$ $E[ \{(\hat{\theta}(\mathrm{P})-\theta)-\frac{1}{n}(\mu(\hat{\theta}(_{\mathrm{P})})-\mu(\theta))-\frac{1}{n}\mu(\theta)\}2]$

$=$ $E[( \hat{\theta}(\mathrm{P})-\theta)^{2}]+\frac{1}{n^{2}}E[(\mu(\hat{\theta}(_{\mathrm{P})})-\mu(\theta))^{2}]+\frac{1}{n^{2}}\mu 2(\theta)$

$- \frac{2}{n}E[(\hat{\theta}(_{\mathrm{P}))(\mu(\hat{\theta}}-\theta(\mathrm{p}))-\mu(\theta))]+\frac{2}{n^{2}}\mu(\theta)E[\mu(\hat{\theta}(\mathrm{p}))-\mu(\theta)]$

$- \frac{2}{n}\mu(\theta)E[\hat{\theta}(\mathrm{p})-\theta]$

となる. 先ほどと同様にして

$E[(\mu(\hat{\theta}(\mathrm{P}))-\mu(\theta))^{2}]=o(1)$

を得る. また

$|n\{E[(\hat{\theta}(\mathrm{p})-\theta)(\mu(\hat{\theta}(\mathrm{p}).)-\mu(\theta))]-\mu(’\theta)E[(\hat{\theta}(\mathrm{P})-\theta)^{2}]\}|$

$=|nE[(\hat{\theta}(_{\mathrm{P})}-\theta)^{2}(\mu’(\theta+\eta(\hat{\theta}(_{\mathrm{P}})-\theta))-\mu’(\theta))]|$

$\leq n\{E[(\hat{\theta}(\mathrm{P})-\theta)^{4}]\}1/2\{E[(\mu(/\theta+\eta(\hat{\theta}(\mathrm{p})-\theta))-\mu(’\theta))^{2}]\}^{1}/2$

であり
$E[( \hat{\theta}(\mathrm{P})-\theta)4]=\frac{3}{n^{2}I^{2}}.+o(\frac{1}{n^{2}})$
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であるから
$n\{E[(\hat{\theta}(\mathrm{P})-\theta)^{4}]\}^{1/2}=o(1)$

になる. さらに

$\sup_{\mathrm{p}\in Nn}|\mu’(\theta+\eta(\hat{\theta}(\mathrm{p})-\theta))-\mu’(\theta)|^{2}$
$\leq$

$\sup_{\mathrm{p}\in N_{0}}|\mu’(\theta+\eta(\hat{\theta}(\mathrm{P})-\theta))-\mu’(\theta)|2$

$=$
$\theta’\in\ominus_{0}\sup_{\wedge}|\mu(/\theta+\eta-(\theta’-\theta))-\mu/(\theta)|2$

$\leq$ 4,$\sup_{-}.|\mu/(\theta’)|^{2}$
になる. 条件 (A.6.1) より $|\mu’(\theta’)|2$ は有界となるから

$\lim_{narrow\infty}E[(\mu’(\theta+\eta(\hat{\theta}(\mathrm{P})-\theta))-\mu(’\theta))2]=0$

となり,

$E[( \hat{\theta}(\mathrm{p})-\theta)(\mu(\hat{\theta}(\mathrm{p}))-\mu(\theta))]=\mu’(\theta)E[(\hat{\theta}(_{\mathrm{P}})-\theta)^{2}]+o(\frac{1}{n})$

を得る. 以上より

$E[(\hat{\theta}^{*}(\mathrm{P})-\theta)2]$ $=$ $E[( \hat{\theta}(\mathrm{P})-\theta)^{2}]-\frac{1}{n^{2}}\mu^{2}(\theta)-\frac{2}{n^{2}}\frac{\mu’(\theta)}{I}+O(\frac{1}{n^{2}})$

$=$ $V( \hat{\theta}(\mathrm{P}))-\frac{2}{n^{2}}\frac{\mu’(\theta)}{I}+o(\frac{1}{n^{2}})$

を得る. 従って補正推定量 $\hat{\theta}_{f}^{*}$ に対する補正推定量 $\hat{\theta}_{g}^{*}$ の漸近分散欠損量は

$d(\hat{\theta}_{g}^{*},\hat{\theta}_{f}*)$ $=$ $d(\hat{\theta}_{g},\hat{\theta}_{f})-2$ { $\mu(’\theta)|_{c=\text{。_{}g}}-\mu’(\theta)$沖。f}
$=$ $d( \hat{\theta}_{\mathit{9}},\hat{\theta}_{f})-\frac{1}{I^{3}}(_{C_{\mathit{9}}}-C_{f})\{(2\mu_{3}0^{-}24\mu_{11}\mu 30)$

$+I(3 \mu_{21^{-}}2\mu 40+2\mu 11\sum_{r=1}^{k}(\frac{\pi_{r}’}{\pi_{r}})-\mu_{30}\sum_{=r1}^{k}(\frac{\pi_{r}’}{\pi_{r}}))$

$-I^{2}(_{r} \sum_{=1}^{k}(\frac{\pi_{r}’’}{\pi_{r}})-\sum_{r=1}^{k}(\frac{\pi_{r}’}{\pi_{r}})^{2})\}$

$=$ $d(\hat{\theta}_{g’ f}\hat{\theta})-(C_{\mathit{9}}-c_{f})Q_{2}$

$=$ $\frac{1}{2I^{3}}(c_{\mathit{9}^{-}}^{2}C^{2})f\{\mu_{30}^{2}-2I\mu 40+I^{2}\sum_{=r1}^{k}(\frac{\pi_{r}’}{\pi_{r}})^{2}\}$

$=$ $\frac{1}{2I^{3}}(_{C_{\mathit{9}^{-}}^{2}}C_{f})2Q1$

になる. 特に $\hat{\theta}_{f}^{*}=\hat{\theta}_{\mathrm{m}1}^{*}$ とすると

$d( \hat{\theta}_{g}^{*},\hat{\theta}_{\mathrm{m}1}^{*})=\frac{1}{2I^{3}}c_{g}^{2}Q_{1}$

になり, 補題 5.4より

$d\geq 0$
となる. 従って $\hat{\theta}_{\mathrm{m}1}^{*}$ は $\mathcal{L}^{*}$ において–様最小漸近分散欠損量をもっ. $\blacksquare$
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系 6.1条件 (A $5.1$ ) $\sim(\mathrm{A}.5.5)$ および (A 61) の下で, $\hat{\theta}_{\mathrm{m}1}^{*}$ に対する $\hat{\theta}_{g}^{*}$ の漸近分散欠損
量 $d(\hat{\theta}_{g’ \mathrm{m}1}^{*}\hat{\theta}^{*})$ は次の表のように与えられる.

表 6.1. 推定量の漸近分散欠損量

但し, $\triangle$ は (4.8) で与えられたものとする. 証明は, 定理 6.1より $d(\hat{\theta}_{g’ 1}^{*}\hat{\theta}_{\mathrm{m}}*)=C_{g}^{2}\triangle/I$ と

なること, および $c_{\mathit{9}}=2+(g_{1}/g_{2})$ と注意 51から得られる.

系 6.1からこれは Rao [R61] の結果 (表 42) と –致していることが分かる.

例 5.1 (続) 例 5.1の場合に, 推定量に偏り補正を施すと図 5.1は図 6.1のようになり, –

様な結果が得られることがわかる.

図 6.1
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