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1 。 Intermfittencyの記述
等方性乱流の Intermittencyは、Kolmogorov によって初めて考察された。

Refined Similarity Hypothesis によれば、 粘性に関係のない慣性領域において

$\Delta \mathrm{u}\mathrm{r}=\mathrm{v}1^{\mathrm{r}\mathrm{r}}\epsilon)1/3$ (1)

ここに\Delta urは距\Phi にまたがるその方向の速度差、 \epsilon rは散逸の $\mathrm{r}$ をスケールとする体積
平均値、 Vは普遍確率変数である。\epsilon rが--様なら Intermittencyはないが、 そうでない
ときに Intermittencyが現われる。 Vの分布関数はガウス分布に近いことが分かってい
る。 1) したがって\epsilon rが--様なら\Delta ur もガウス分布に近い筈であるが、 $\Delta \mathrm{u}$ 0分布は
exponentialに近いのである。 ここに Intermittencyの明白な証拠があるといえる。

強い壇場のWormの分布が自己相似であるなら、 散逸の分布も自己相似であろう。
したがって散逸measure の空間構造にマルチフラクタルを予想することは自然である。
最近の 1部の乱流物理学者は Intermittencyと平行してMultifractality を使っている。

Multifractali\mbox{\boldmath $\gamma$}の記述の出発点として、 $\mathrm{q}$-th order Hausdoff Dimension
$\tau(\mathrm{q})$ を次のように定義する。 $\mathrm{r}$ の大きさの disjoint $\mathrm{c}\mathrm{e}\mathbb{I}$ で空間を覆ったとき、 cellの
中の確率測度を. $\mathrm{P}\mathrm{i}^{=}\epsilon \mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{d}/_{\epsilon \mathrm{L}}\mathrm{L}\mathrm{d}1^{\mathrm{L}:}$全空間のスケール、 $\mathrm{d}$ : 空間の次元) として

$\lim_{\mathrm{r}->0}$ [$\Sigma \mathrm{i}’$ Pi
$\mathrm{q}_{\mathrm{r}^{- \mathrm{T}}}(\mathrm{Q})$ ] $->\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{e}$ (2)

$\text{ここに^{}\Sigma \mathrm{i}’}$ は $\mathrm{P}\mathrm{i}^{=0}$ を除 $\langle$ Sum である。 $\tau(\mathrm{q})=(\mathrm{q}-1)\mathrm{D}\langle \mathrm{q}$ ) として、 nq)のかわ
りに $\mathrm{D}\langle \mathrm{q}$ ) が使われることが多い。

実際に 3次元等方性乱流の散逸量を計算し、 (2) によって D(q)が求められる。
D(q)のルジャンドル変換により $\mathrm{f}\langle \mathrm{a}$ ) SpeCtrum が得られる。 2)

$\mathrm{f}\langle_{\mathrm{a}}$ ) は、 散逸の自己
相似性を $\epsilon \mathrm{r}\sim \mathrm{r}^{\mathrm{x}^{-}1_{\text{の}}よう^{に表した}とき_{}\backslash }\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{o}-\alpha$ set のフラクタル次元を示す。

第 1
され、 上から左右に q $=0,$ $\pm 1,$ $\pm 2,$

$\ldots\ldots,$
$\pm 30$ に対応する。 $\mathrm{f}1^{\alpha}$ ) $<0$ の部分があるよう

に見えるが、 (2)の定義から、 これは f(\alpha )=Oに集積すべきものの誤差であると考えら

れる。典型的ないくつかのモデル llOgnOrmal mOdel, beta mOdel, $\mathrm{p}$ mOdel, $3\mathrm{D}$

binOmial CantOr Set mOdel) も比較のために示した。
$\mathrm{P}^{\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{e}1}\text{は、}$ 散逸の 1次元実験データ (TaylOr H\psi o由 esis に基ずく) から計

算された f(\alpha ) spectrum に–致するように作られているので、 このラインは f(\alpha ) の 1

次元実験データとみなしてよい。
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2 。 Intermittency のモデル
モデルは、 まず 3次元等方性乱流の f(a) spectrum を説明できなければならな

い。 この観点から言うと、第 1図では lognormal model と $3\mathrm{D}$ binomial Cantor set
modelしか適当ではない。外にもいろいろなモデルが考案されているが、 この観点から
見て、 適当といえるものはない。

しかし、 lognormal $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{l}\text{は}\mathrm{f}(\alpha)$ <0の無限に長い部分を持ち、 問題がある。
$1\mathrm{q}1$ の小さい範囲では、 lognonnal modelはいい近似になっているが、 $1\mathrm{q}1$ の大きいと

ころでは破綻することが、 Intermittency exponents $\mu(\mathrm{q})$ の実験データとの比較考

察からも分かっている。
Intermittency exponents $\mu(\mathrm{q})$は、 次のように定義される。

$<(\epsilon \mathrm{r}/\epsilon 1)^{\mathrm{q}}>=(\mathrm{r}/1)-\mu(\mathrm{q})$, $\mathrm{r}<1$ $(<>\#\mathrm{Z}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{b}[\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{e})\circ$ (3)

$\mu(\mathrm{q}\rangle$の–般形は、 $\Gamma/1=\mathrm{A}- 1$ と固定し、 そのときの $\epsilon \mathrm{r}/\epsilon 1^{=}\mathrm{y}\text{の}\mathrm{P}\mathrm{D}\mathrm{F}$ が分かって

いると、 (3) より

$\mu(\mathrm{q})=\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{A}[\int^{\mathrm{A}}0’ \mathrm{d}\mathrm{y}\mathrm{q}\mathrm{P}(\mathrm{y}\cdot \mathrm{A}^{-}1)\mathrm{y}]\mathrm{d}$ (4)

と表せる。 $3\mathrm{D}$ binomial Cantor set model では

$\mathrm{p}(\mathrm{y};\mathrm{A}^{- 1_{)}}=\mathrm{V}16(\mathrm{y}- \mathrm{B})+_{\mathrm{v}_{2}}6(\mathrm{y}-\mathrm{C}) 15)$

と与える。 ここに
$\mathrm{v}_{1}=\mathrm{v}_{2^{=}}1/2_{\text{、}}\mathrm{A}=2^{1/3},$ $\mathrm{B}=\mathrm{C}=1\pm[2^{\mu}/3_{-}1]1/2,$ $\mu=\mu(2)_{0}$ (6)

これに対応する D(q), $\mathrm{f}(\mathrm{a}),$ Ply; $\mathrm{r}/1$ ) の解析表現も得られる。 3) \mu の実験値は 0.2\sim

0.3 とされているが、 ここでは今の $\mathrm{D}\mathrm{N}\mathrm{S}$ の値 0.2を使う。

3 。負のフラクタル次元の存在
(2) の方法から出発して f(a)を求めるかぎり、 $\mathrm{f}(\mathrm{a})<0$ になることはありえな

い。 $\mathrm{P}\mathrm{i}$ を作る aのサポートの最小のものは、 $\mathrm{P}\mathrm{i}$ の最大又は最小値を与える” 点” であ

り、 この場合に f(\alpha ) $=0$ となるからである。

この意味では、 上に求めたマルチフラクタルは正しいが、 もし (2) のアンサン

ブルを考えると、 アンサンブルのすべてのサンプルに piの最大又は最小値が共通であ

ることは稀であるから、 アンサンブル全体の pi の最大又は最小値は” 点’
$\circ$

を構成する

ことはできなくなる。 こうして f(\alpha ) $<0$を意味ずける試みが最近、Mandelbrot 4) な

どによってなされ、 有限のサンプルの情報からアンサンブルについての負の部分を含む
f(\alpha )の計算法が開発されている。 ここではこれと等価なものを qを媒介変数として次の
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ように示す。

$\mathrm{a}=-<(\epsilon \mathrm{r}/\epsilon 1)^{\mathrm{Q}}\ln(\epsilon \mathrm{r}/\epsilon 1)>/[<(\epsilon \mathrm{r}/\epsilon])\mathrm{q}_{>}\ln(1/\mathrm{r})]+1$,

$\mathrm{f}(\mathrm{a})=\mathfrak{a}\mathrm{q}+\ln<(\epsilon \mathrm{r}/\epsilon 1)^{\mathrm{q}/}>\ln(1/\mathrm{r})+\mathrm{d}$ $-$
$\mathrm{q}$ (7)

実際この方法でやると、 –つのサンプルでも負の部分を含む f(\alpha )が計算できる。

第 1図を計算したのと同じデータを使って、 第 2図が得られる。点線が l/r $=$ $($

$4/128)/(2/128),$ $(8/128)/(4/128\rangle$ , $\ldots,$
$(64/128)/(32/128\rangle$ の 5 ケースについ

て平均したものであり、 xbfl/r=(16/128)/(8/128)のケースを単独に示す。 $\mathrm{r}=$

8/128, 16/128は慣性領域に属するので、点線と xがほぼ–致するのは興味深い。 こ

の f(\alpha )の左側 branchは途中までは 3D binomial cantor set modelと–致しているが、
それ以後は独自の行動をとり、 $\mathrm{f}(\alpha)=-8$ \langle らいまでさがる。 右側 branchはピークか
ら徐々に $3\mathrm{D}$ bino而] C田 nor set modelから離れ、やはり $\mathrm{f}(\mathrm{a})=-8$ \langle らいまでさが

る。

この $\mathrm{f}(\mathrm{a})$に合うモデルは 3D binomial $\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}_{\mathrm{o}\mathrm{r}}$ set modelでは作れない。 しか

し、 $3\mathrm{D}$ mnomial Cantor set model を考えれば可能であり、 図に示すとうりである。
$3\mathrm{D}$ trinomial Cantor set model では (5) の代わりに

$\mathrm{p}(\mathrm{y};\mathrm{A}^{-1_{)(}}=_{\mathrm{v}_{1^{6}}}\mathrm{y})2^{6}(\mathrm{y}- \mathrm{M})+\mathrm{v}_{36}(\mathrm{V}-\mathrm{C}),$ $0<\mathrm{C}<\mathrm{M}<\mathrm{B}<\mathrm{A}^{3}$ (8)

と置き、 (4) によって得られる

$\mu(\mathrm{q}\rangle=1\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{A}^{(}\mathrm{v}_{12^{\mathrm{M}}\mathrm{V}}\mathrm{B}\mathrm{q}_{+}\mathrm{V}\mathrm{q}_{+}3\mathrm{c}\mathrm{q})$ (9)

において、 次の 7個の条件によってパラメータを決定する。
$\mu(0)=0$ (space-filhhng) $\mathrm{v}_{1}+\mathrm{v}2+\mathrm{v}3=1$ ,
$\mu(1)=0$ (measure-preserving) $\mathrm{v}_{1^{\mathrm{B}}}+\mathrm{V}2^{\mathrm{M}}+\mathrm{V}3^{\mathrm{C}}=1$,

$\mu(2)=\mu(=0.2)$ ,
$\mathrm{a}\infty(=- 0.7)=1- \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{A}^{\mathrm{B}},$ $\mathrm{f}_{\infty}(=- 8)=\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{A}^{\mathrm{V}}1+3$ ,

$\mathrm{a}_{-\infty}(=3.9\rangle=1-\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{A}^{\mathrm{C}}, \mathrm{f}_{-\infty}(=- 8)=\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{A}^{\mathrm{V}}3+3$ ,

この結果、 $\mathrm{A}=$ 1.2165, $\mathrm{B}=$ 1.39469, $\mathrm{M}=$ 1.00581, $\mathrm{c}=0.56694,$ $\mathrm{V}1^{=}\mathrm{v}_{3}=$

0.116183, $\mathrm{v}2=0.767635$ が得られる。

マルチフラクタルの重要な性質は、 ほとんど f(\alpha ) spectrum の $2<\mathrm{f}<3$ の問の挙動
で決まってしまうので、 どちらのモデルを使っても実用的に大きな差はないだろう。

現在サンプルを変えてこの結果の普遍性を検討中である。
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第 1図
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$\mathrm{f}-\alpha$ spectrum
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第 2図
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