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1. はじめに

乱流のエネルギー散逸率は時間および空間の関数であり、その時間的および空間

的構造が間欠的であることはよく知られており、実験的にも観測されている 1) 。 $-$

れは、 $\mathrm{K}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{m}\circ \mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{v}^{2)}$ 以来の乱流に対するエネルギーカスケードの描像によれば、大

きなスケールで系に加えられたエネルギーが乱流の非線形相互作用によってカス

ケード的に小さなスケールに流れ、 この過程でエネルギーの空間的偏りが増幅され

ることによって生じたものと考えられる。

乱流のエネルギー散逸の間欠性を説明するために、 対数正規分布モデルをはじめ

としていくつかのモデル 3) が提案されたが、 ここでは Novikovの尺度切傷性仮説 4)

を取り上げる。 いま、 1次元的にエネルギー散逸の測定を行って、ある長さ rの区

間内で散逸されたエネルギーを Erとする。 より大きな長さ lの区間内で散逸された

ネルギー Elとの比

$p_{r,l}=^{\underline{E_{r}}}0\leq p_{r,l}\leq 1$ , (1)
$E_{l}$

’
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をここでは Breakdown Coefficientと呼ぶ。Novikovは、 $L$を乱流の外部長さ、 $l_{\mathrm{d}}$を粘性

長さとして、長さスケール 4 $s,$ $r$ が $L>>l>s>r>>l_{\mathrm{d}}$ のとき $p_{\gamma,l}=p_{,s},ps,l$ であり、 (1)

$p_{r.S}\text{と}p_{S}.l$とは統計的に独立である、 (2) $p_{r}$,lの確率分布はスケール比 $l/r$ だけに依存す

る、 という仮説を提案した。

本研究の目的は、 乱流の空間的な間欠性を実現するような簡単なダイナミカル.

カスケードモデルを考案し、 (1)エネルギー輸送のゆらぎとエネルギー散逸の間

欠性との関係を調べること、および (2)エネルギー輸送における尺度相似性仮説を

検証することである。

2. ダイナミカル・カスケード・モデル

ここで扱うモデルは波数空間を球殻 (shell)状に分割し、 さらに実空間をも分割す

るものである。 もし解析的に扱うとすれば、Navier-Stokes方程式から wavelet変換等

を用いてモデルを構成しなければならないところであるが、 ここではエネルギー輸

送にゆらぎを持つような簡単なモデルを考案する。

速度場を u(x,t)、 その Fourier係数を v(kr)とする。

$\mathrm{u}(\mathrm{x}, t)=\int\int\int_{-\infty}^{\infty}\mathrm{V}(\mathrm{k}, t)\exp(i\mathrm{k}\cdot \mathrm{X})\mathrm{d}\mathrm{k}$. (2)

はじめに波数空間を shell

$\Delta_{n}\equiv\{\mathrm{k}|2^{n-\frac{1}{2}}k_{0}<|\mathrm{k}|<2^{n+\frac{1}{2}}k0\}$, (3)

に分割し、各 shell内を代表する波数の大きさを $\mathrm{k}_{\mathrm{n}}=2^{n}k_{0}$ とする。 各 shell内の Fourier成

分を積分して速度場

$\mathrm{u}_{n}(\mathrm{x},t)\equiv\int_{\Delta_{n}}\mathrm{v}(\mathrm{k}, t)\exp(i\mathrm{k}\cdot \mathrm{X})\mathrm{d}\mathrm{k}$ , (4)
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を作る。 ここで大きな箱 (box) $\mathrm{v}_{0}$ を考えて、 この box内の全エネルギーを E(t)とし、

その内の各 shel内のエネルギーを E。(0とする。

$\frac{1}{2}\int_{\mathrm{V}_{\mathrm{O}}}\mathrm{u}(\mathrm{x}, t)\cdot \mathrm{u}(\mathrm{X},t)\mathrm{d}\mathrm{X}=E(t)$, (5)

$\frac{1}{2}\int_{\mathrm{v}_{0}}\mathrm{u}_{n}(\mathrm{X},t)\cdot \mathrm{u}_{n}(\mathrm{x}, t)\mathrm{d}\mathrm{X}=E_{n}(t)$ . (6)

各 Shell内のエネルギーを代表する速度の大きさ $u_{n}(t)$を

$E_{n}(t) \equiv\frac{1}{2}u_{n}(t)u_{n}(t)$ (7)

で定義する。 代表的速度 un(0の時間発展に対して、 $\mathrm{B}\mathrm{e}\mathrm{U}$と Nelkin5)はすでに、 (1)動粘

性率 $\mathrm{v}=0$ のときエネルギーを保存する、 (2)非線形項は速度について 2次の相互作

用だけからなる、 (3)非線形相互作用の係数は特徴的長さを持たない、 (4)最近接

shellの間だけで相互作用する、 という要請の下に

$( \frac{d}{dt}+\mathrm{V}k_{n)u_{n}}2=ak_{n}(u_{m1}un-1-2unun+1)+bk_{n}(u_{n-}1un-2un+1u_{n\succ\iota})$ , (8)

というモデル方程式を提案している。 ここで、 $a$ と $b$は定数である。 この方程式は慣

性小領域で Kolmogorovのスケーリング解 $E(k)-k^{-}5/3$ を持つことが知られている。

このスケーリング解を $u_{n}$およ $\text{び}E_{n}$で表すと

$\frac{1}{2}u_{n}u_{n}-kE(k)-k-2/3\Rightarrow u_{n}-k_{n}^{-}1/3,E_{n}-k^{-2}n/3$, (9)

である。

次に、 実空間の大きな box $\mathrm{V}_{0}$を $2^{\mathrm{n}}$個の小さな box $\mathrm{V}_{j,n},j=0,\cdots,2^{n}-1$に 1次元的に分

割する。

$\mathrm{V}0=\sum_{\neq}^{n}2-10\mathrm{v}j,n$ . (10)

n番目の sheU内のエネルギーの内 $\text{て}j^{\text{番目の}}\mathrm{b}_{\mathrm{o}\mathrm{x}}\text{内にあるエネルギ^{ー}}E_{j},(nt)$は

$\frac{1}{2}\int_{\mathrm{V}_{j,n}}\mathrm{u}_{n}(\mathrm{x}, t)\cdot \mathrm{u}n(\mathrm{X}, t)\mathrm{d}\mathrm{X}=E_{\mathrm{j},n}(t)$ , (11)

であるから、 $\text{この}\mathrm{b}\circ \mathrm{x}\text{内^{の}エネルギ^{ー}を代表する複素速度}u_{j},(\mathrm{t})\text{を}$
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$E_{j,n}(t) \equiv\frac{1}{2}u_{j,n}(t)u^{*}(j,nt)$ , (12)

で定義する。 $\text{代表的速度_{}u}j$.n(t)の方程式は c $n$ -shellに属する各 boxの $u_{j,\mathrm{n}}$ の値がすべて

等しいとき、 Bellと Nelkinのモデルに帰着することを要請して、

$( \frac{d}{dt}+\mathrm{v}k_{n}2)uj,nf=6n,3$

$+Ak_{0}^{-\iota}/2k3n/2[^{*\mathrm{s}}u_{j}/2’\iota-1/2fl-]j,n23u_{j}z-/2u_{jn}(*u2j,n+12zj\mu 1**+u\iota Z2j\dagger-1fl+1)2j+1,\prime r\vdash]$

$+Bk^{-1/}0k^{3/}22[nu_{jn}^{**}/2,-1nu_{j},Z_{j},n-2^{3}/2(u2j,n+12u^{*}Z2\mu 1+u_{2+1}^{**}*j\beta+1jjfl+\iota 2j\{-u1n+1z2j+1fl+1)]$ , (13)

とする。 ただし、 ここで A と $B$ は実定数、flは外力であり、 $Z_{j,n}$ はエネルギー輸送にゆ

らぎを起こさせるために導入したものであり、 $|z_{j,n}|=\iota$ であるような複素定数であ

るとする。 また、以下においてもそうであるが、fl2は小数点以下を切り捨てること

を含んでいるものとする。

3. モデルのエネルギー輸送

ここではエネルギー輸送率の確率分布を調べるので、以下にその定義を述べる。

はじめに、 $n$ shell $j$ boxが n-l $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}j/2$ boxから単位時間当たりに流入するエネルギ一

$\text{を}r_{j,n}(n- 1,n)$ ,

$T_{j.n}(n-1,n)\equiv Ak^{-1/}0k23/2**Bu/2.n-1u_{j:}/2t-1u_{j}^{*}Z_{j}k_{0/2\iota j,n^{Z}}^{-1}nj,nn^{+}/2k3/2***+_{\mathrm{C}.\circ}nuu_{j},uj’\succ nj,n\cdot$ , (14)

とする。 また、 $n$ shell $j$ boXが $n+1$ shell $2j$ box と $n+1$ shell $2j+1$ boxへ放出するエネル

ギーを $T_{j},(n,n+l)$,

$T_{j,n}(n,n+1)\equiv Ak_{0^{1a_{k_{n}},(^{*}Z}}^{-}3/22^{3a}u_{j}^{*}nuj,n*u_{2}jfl+12jn+1+u_{2j+1n\iota}^{*}z_{2j\iota}+1p+)+$

$+Bk_{0n}-1/2k_{nj}3/22^{3}/2*(u,u2jfl*\star 1uZ2j**J\# 12jn+\iota+u_{2+\iota n1}u^{*)+_{\mathrm{c}}}1lZ_{2+}j+2j+1+j1fl+1\cdot \mathrm{C}.$, (15)

とする。 図 1はこれら 2つのエネルギー輸送率の関係を示したものである。
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図 1

モデル方程式の非線形項はエネルギーを保存するので
$T_{j,n}(n,n+1)=T_{21}jfl+(n,n+1)+T_{2\dotplus 1fl+1}(jn,n+1)$ , (16)

が成立している。 そこで、 $n$ shellj boxから放出されるエネルギーと $n+1$ shell $2j$ boxに

流入してくるエネルギーの比 $p_{j,7;}2j,\mathrm{n}+1$を

$p_{jfl\mathit{2}jfl}+1 \equiv\frac{\tau_{2j,n+}1(n,n+1)}{T_{j,n}(n,n+1)}$, (17)

( で定義する。 これは、 もし $\tau_{j,n}\text{すべて正ならば}$ $0\leq p_{j,n\mathit{2}+}jfl1\leq 1$ となるので、 Novikovの

Breakdown CoefHcientに対応するものと思われる。 ここで $l\mathrm{h}pj,n;2\ovalbox{\tt\small REJECT}.,n+1$の確率分布を求め

て、 確率分布の相似噛すなわち Novikovの尺度相似性仮説の (1) を調べる。 また、

$n$ shellj boxに流入してくるエネルギーと $n+1$ shell $2j$ boxに流入してくるエネルギーの

比 $r_{j,n;2+\iota}j.n$を

$r_{j,n\mathit{2}j,n}+1 \equiv\frac{T_{2j,n+}1(n,n+1)}{T_{j,n}(n-1,n)}$ , (18)

で定義すると、

$r_{j,n;4j},n+1= \frac{\tau_{4jfl+2}(n+1,n+2)}{T_{j,n}(n-1,n)}=\frac{\tau_{2jfl}+\iota(n,n+1)T4jfl+2(n+1,n+2)}{T_{j,n}(n-1,n)T2j,n+1(n,n+1)}$

$=r\gamma j,n2j,n+12j,n+1;4j,n+2$ ’
(19)

なる関係が成り立つので、 $r_{j,n;2j,n1}+\text{の統計的独}\underline{\mathrm{a}}"\perp^{i}\square \xi \mathrm{E}$を調べられる。 ただし、 これは

Novikovの尺度相似性仮説の (2) と全く同じものではないことを注意しておく。
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4. 結果

このモデルでは複素定数 $z_{j,n}$をどう選ぶかがエネルギー輸送の統計に大きく影響す

る。 したがって、 実際の乱流のエネルギー輸送の統計を再現するように $z_{j,n}$を決定し

たいが、現段階ではそのため指針は与えられていない。 そこで、 ここでは 2つの異

なる選び方を採用してみることにする。 1つは規則的に $z_{j,n}$を与える場合、すなわ

ち、

蟻 $= \cos^{-1}(\frac{2j+1}{2^{n}})j=0,$ $\cdots,$ $2^{n-}1-1$ , (20)

として、$j<2n-1$ のとき

$z_{j,n}=\cos \mathrm{e}_{j,n}+\mathrm{i}\sin \mathrm{e}_{j},n$
’

(21)

$\mathit{1}’$ $\geq 2^{n- 1}$のとき、 $j^{[]}=2^{n-\iota}+j$ として

$z_{jn},,=\cos\Theta j,n-\mathrm{i}\sin\Theta_{j,n}$, (22)

とする場合であり、他は不規則的に $z_{j,n}$を与える場合、 すなわち $\text{、}$
角度 $\Theta_{j,n}$を区間

$[0,2\pi]$の–様乱数として

$z_{j,n}=\cos\Theta j,n+\mathrm{i}\sin\Theta j,n’ j=0,\cdots,2^{n}-1$ , (23)

とする場合である。 ただし、 ここでは規則的に与えた場合の結果だけを報告する。

方程式 (13) に対する初期条件は、適当な初期条件を与えて Bell and Nelkinの方程式

(8) を時刻 t$=20$まで計算したときの値を使った。 定数の値は、 $\mathrm{A}=1.0,$ $\mathrm{B}=_{-0.5},$ $\mathrm{v}=5\cross$

$10^{-5}$ , f=l+iとし、 時間刻みは $1\cross 10-4$とした。 時間発展の計算には 2次精度のルン

ゲクッタ法を用いている。また、 nの最大値は 13である。 図 2と図 3は全エネル

ギーと全エンストロフィーの時間変化を示している。 どちらも時間的に振動してい

るが、 エンストロフィーの方が特に激しく振動している。 これは nが大きいとき隣

り合う boXの $z_{j,n}$の値があまり違わないことによると思われる。
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図 2 図 3

図 4は t=38におけるエネルギースペクトルを表している。破線は Kolomogorovのスペ

クトルである。 n=4から 9までが慣性小領域であると考えられる。 図 5は t=34におけ

る実空間 $(\mathrm{n}=13_{\lambda \mathrm{j}=0},\cdots,8191)$ におけるエンストロフィー (粘性率をかければエネル

ギー散逸) を表しており、エネルギー散逸の間欠性が現れている。

図 4 図 5
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図 6は許 34\sim 38における $p_{j.n}n;2_{j,}^{\cdot}+l$の確率分布を示しており、 図 $6-\mathrm{a},$ $\mathrm{b},$ $\mathrm{c}$はそれぞれ

n=4,5,6の場合である。 図 $6-\mathrm{a}$ と図 $6-\mathrm{b}$はかなりよく似ているが、 図 $6-\mathrm{c}$ は 1/2近辺の

確率が非常に大きくなっている。 この傾向は nが大きくなるとともに顕著になる。

図 6-a 図 6-b

図 $6-\mathrm{c}$

今回の計算例は実際の乱流のエネルギー散逸を再現できたとは言い難いが、複素

定数 $z_{j,n}$の選び方を慎重に検討すればより良いモデルが作れるものと思われる。 ま

た、 計算例が少ないことと確率分布等の統計量の計算も不十分な段階なので、今後

さらに計算を進めたいと考えている。
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