
概均質ベクトル空間に関連する文献

以下は概均質ベクトル空間に関連する文献リスト (\S 1) と, それに対する簡単な解説である (\S 2).

このリストは, 佐藤が 1989-1990年に作りかけたものをもとに, 短期共同研究に参加された方々からの
ご注意をいただいて作成した. と \langle に, 行者明彦氏からは共同作業と言うのがふさわしいほどの御助力をい
ただいたが, 誤りや不適切なコメント (おそらくあるにちがいないが) の責任は佐藤にある.
当初の作成者の視野の狭さは行者氏によって大いに正されたが, CDROM 版の Math. Rev. で検索を始
めてみると, とくに表現論的な視点から概均質ベクトル空間に接近している文献についてまだまだ理解と
目配りが行き届いておらず, 完備した文献表と解説を現時点で仕上げるだけの力量 (と時間的余裕) がいま

だ備わっていないことを痛感した. 結果としてこのリストは完全なものとは言えず, –方, 基本文献にしぼ
りこんでもいないため, 中途半端で使いにくいものになってしまったことを読者にお詫びしたい. 今後, 余
裕ができればぜひ改訂したいとは思っている.
このように欠陥の多いものだが, 概均質ベクトル空間に関心を持つ方々にとって多少なりとも参考になれ

ば幸いである. [ $‘ 95.3.23$, 佐藤文広 (立教大理)]
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\S 2 解説

2.1 概均質ベク トル空間前史

概均質ベクトル空間の理論は, 1960年前後に佐藤幹夫氏によって始められた. 当時の佐藤幹夫氏自身の
問題意識は M.Sato [1] に述べられている. その後の発展の過程については T.Kimura [8] で振り返られて

いる. (発展の過程に興味がある場合は, 数理研講究録に現れた論説を順に眺めるとよい. と \langle に, No. 225,

238, 260, 416, 497, 555, 629, 718が, b-関数および概均質ベクトル空間を中心にしてまとめられている. )

さて, M.Sato [1] によると概均質ベクトル空間ゐ概念を見いだした動機として, 基本解が explicit に与え

られるような定数係数偏微分作用素の族を求めることがあった. この問題と多項式の複素巾の Fourier 変
換, 群の作用の下での不変性との関連については, M.Riesz [1], L.GArding [1], S.Bochner [1], $\mathrm{I}.\mathrm{M}$ .Gelfand

[1], I.M.Gelfand and $\mathrm{G}.\mathrm{E}$.Shilov [1], S.G.Gindikin [1], S.G.Gindikin and $\mathrm{B}.\mathrm{R}$.Vajnberg [1] を挙げてお

く. -方 Theta 変換公式に基いてその関数等式が証明される多くの古典的ゼータ関数が存在した (例え

ば Riemann ゼータ関数 :B.Riemann [1] (A.Weil [4], [5] も参照せよ) , Epstein ゼータ関数 :P.Epstein

[1], [2], Dedekind ゼータ関数 :E.Hecke [1], 単純環のゼータ関数 : $\mathrm{I}<.\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{y}$ $[1]$ , M.Zorn [1], H.Leptin [1],

G.Fujisaki [1], [2], 不定値二次形式のゼータ関数 : $\mathrm{C}.\mathrm{L}$ .Siegel [2], [3], $\det^{t_{X}}X$ ( $x$ は $m\mathrm{x}n$ 行列) の*‘一タ

関数 : M.Koecher [1] $)$ . これらを統 的に見る視点は, -つには保型形式の理論によって与えられること
になるが, 概均質ベクトル空間のゼータ関数の理論もまた別の視点を提供することになる.

2.2 代数的理論

概均質ベクトル空間の代数的理論 (相対不変式, 正則性, 等) は M.Sato [2], [3], M.Sato and T.Kimura

[1], AGyoja [7] にまとめられている. 定義体を考慮に入れた議論は F.Sato [1] で多少なされている.

2.3 分類

既約概均質ベクトル空間の分類は M.Sato and T.Kimura [1] で行われた. 次の課題は既約でない

reductive 概均質ベクトル空間の分類であり, 木村達雄氏を中心とする Tsukuba school で精力的に研究が
進められている. 現在のところ

(1) 軌道の個数が有限個の場合 :T.Kimura, S.Kasai and O.Yasukura [1];

(2) 作用する群の単純成分の個数が $<3$ の場合 : T.Kimura [7], T.Kimura, S.Kasai, MJnuzuka and

O.Yasukura [1], T.Kimura, S.Kasai, M.Taguchi and M.Inuzuka [1];

(3) 作用する群の単純成分の個数が 3の場合 :T.Kimura, K.Ueda and T.Yoshigaki [1];

(4) 既約直和因子の個数が 2の場合 :S.Kasai [1];

(5) いわゆる trivial 概均質ベクトル空間を直和因子に含まない場合 :S.Kasai [3];

(6) 既約直和因子がすべて正則概均質ベクトル空間の場合 :S.Kasai [4];

などの場合に分類がなされている. これらの研究を通じて, 分類にとっての蹟きの石が trivial 概均質ベク
トル空間にあることが明らかになったように思われる. trivial 概均質ベクトル空間については, quiver と

の関係が注目されるべきであろう (たとえば, $\mathrm{V}.\mathrm{G}$ .Kac [2], [3], K.Koike [1], [2]). 分類論の現状の総合報
告として T.Kimura $[\mathrm{b}]\neg,$ $[9]$ があったが, いささか古くなってしまった.
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以上は標数 $0$ の代数閉体上での分類であるが, 実数体上の分類としては, 既約正則かつ被約の場合に
T.Kimura による未発表の結果がある (T.Suzuki [1] 参照). H.Rubenthaler [5], [11] は既約正則放物型の概
均質ベクトル空間 (既約正則被約ということとほとんど–致する) に対して実数体上の分類を行っている.
概均質ベクトル空間に付随するゼータ関数がオイラー積を持つことと密接に関係する条件として「普遍推

移性」 (universal transitivity) があるが, J.Igusa [14], [18] は既約正則な概均質ベクトル空間の split form
に対して「普遍推移性」をもつものを分類した. S.Kasai [2], T.Kimura, S.Kasai and H.Hosokawa [1] は,

可約な概均質ベクトル空間に対して同じ問題を調べている.
標数 $p$ の直上での分類は Z.Chen $[2]-[7]$ が研究している.

2.4 b-関数

a–tmベクトル空間の b-関数{命は, M.Sato [2], [3], MLS ato, M.Kashiwara, T.Kimura and T.Oshima
[1] が基本的である. 超局所 b-関数 (1変数) については, その計算法が M.Sato, M.Kashlwara, T.Kimura
and T.Oshima [1] に与えられている. (この論文では, アルゴリズムの 部が欠落していたが AGyoja [13,
5.21] で補充された. ) 超局所 b-関数 (多変数) については, M.Kashiwara, T.Kimura and M.Muro [1],
AGyoja [11], [13] を見よ.

M.Sato, M.Kashiwara, T.Kimura and T.Oshima [1] の方法を用いて, 既約概均質ベクトル空間の b-関数
は explicit に決定されている (T.Kimura [6], T.Kimura and M.Muro [1], T.IGmura and IOzeki [1], IOzekh
[1], [2], AGyoja [7, 3.24], T.Yano and IOzeki (unpublished) $)$ . 既約でない空間の b-関数は Y.Teranishi
[1], M.Muro [9], F.Sato [11], S.Kasai [5], [6], [7], などで調べられている. (相対不変式の複素巾の Fourier
変換の公式 (聰上の関数等式) が explicit に与えられれば, それからも b-関数は分かるので,「ゼータ関数
の関数等式」の (i) 項も参照せよ. ) .

b-関数の零点は相対不変式の複素巾の極の位置を記述しているが, Igusa は, 相対不変式の p-進複素巾
についてもその極の位置は b-関数の零点によって統制されることを多数の具体例の計算を通じて確認した
(J.Igusa [20] 参照). 既約正則概均質ベクトル空間においてこのことが 般的に成立することは, T.Kimura,
F.Sato and Xiao-wei Zhu [1] で (分類に依拠する点が不満だが) 示された (T.Yano [3] に訂正点が指摘さ
れている) .

b-関数は, 群の多項式環上の表現に関連させる形で拡張することができる. これについては G.Shimura
[1], M.Muro (unpublished work), H.Rubenthaler and G.Schiffmann [1], F.Sato [10], [11] がある.
相対不変式と限らぬ–般の多項式の複素巾の解析接続については $\mathrm{I}.\mathrm{N}$ .Bernstein and $\mathrm{S}.\mathrm{I}$ Gelfand [1],

$\mathrm{M}.\mathrm{F}‘.\mathrm{A}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{y}\mathrm{a}\mathrm{h}[1]$ で特異点解消を用いて示された. p-進複素巾の解析接続は J.Igusa [7], [8] で示された. Igusa
氏によるこの辺りの仕事は J.Igusa [11] にまとめて解説されている. $\mathrm{I}.\mathrm{N}$.Bernstein arrd $\mathrm{S}.\mathrm{I}$ Gelfand [1] に
は, 特異点解消を用いる方法力 1“ p-進門にも適用されることが示唆されていることも付記しておく. \dashv 貨の
多項式に対する b-関数の存在とそれに基づく複素巾の解析接続の新しい証明は $\mathrm{I}.\mathrm{N}$ .Bernnstein [1] で与えら
れた.

多項式の複素巾を D-難群の理論の側から研究したものとして M.Kashiwara [2], [3], [4], M.Kashiwara
and T.Kawai [1], AGyoja [7], [15] がある. これをエタ一ノレ層の理論の側から研究したものとして P.Deligne
[1], $\mathrm{N}.\mathrm{M}$ .Katz [1], $\mathrm{N}.\mathrm{M}$ .Katz and G.Laumon [1], G.Laumon [1], F.Loeser [1], J.Denef and F.Loeser [3] $i\grave{\grave{\backslash }}$

$\text{ある}$ .
b-関数の零点が負の有理数になることは, M.Kashiwara [2] で証明された. この結果は, 多変数の b-関数
に 1化される. C.Sabbah [2], AGyoja [10] を見よ.

b-関数と vanishing cycle との関係については B.Malgrange [1], M.Kashiwara [4] を見よ. この関係は概
均質ベクトル空間の研究に層の理論が関わってくるときには, 常に基本的である. J.Denef and AGyoja [1],
AGyoja [16] を見よ.
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geometric Fourier 変換については, $\mathrm{J}.\mathrm{L}$ .Brylinski [1], $\mathrm{J}.\mathrm{L}$.Brylinski, B.Malgrange an$\mathrm{d}$ J.L.Verdier [1],

R.Hotta and M.Kashiwara [1], M.Kashiwara and P.Schapira [1], N.M.Katz and G.Laumon [1] を見よ.

2.5 ゼータ関数の関数等式

概均質ベクトル空間の相対不変式の複素巾の (超関数としての) Fourier 変換が, 双対的な概均質ベク
トル空間の相対不変式の複素巾で表されるという事実が概均質ベクトル空間のゼータ関数の関数等式であ
る. ゼータ関数, 及びその関数等式は, アルキメデス当局所体 $(\mathbb{R}, \mathbb{C})$ , 非アルキメデス聖賢所体, 有限体,

代数的数体上で考えることができる.

(i) アルキメデス都心所体 $(\mathrm{R}, \mathbb{C})$

この場合は, まず作用する群が reductive, 特異点集合が超曲面で R-既約成分は絶対既約の条件の下で
M.Sato [2] で関数等式が示された. T.Shintani [1] には同じ証明が, 特異点集合が絶対既約というより強い
条件の下で詳述されている. また同じ絶対既約の条件下で別証明が M.Sato and T.Shintani [1] にある: –

般に reductive と限らぬ概均質ベクトル空間で特異点藻合が超曲面となるものに対しては F.Sato [1] で正

則部分空間に関する部分 Fourier 変換に拡張された形で述べられている. さらに AGyoja [7] では, 作用す

る群が reductive との仮定の下で, 正則とは限らぬ概均質ベクトル空間に対しても関数等式が示されている.
関数等式の具体的な形の決定には M.Kashiwara [1] で解説されている Micro-local calculus による方法

が強力なアルゴリズムを与えている (T.Kimura [3] も参照せよ). この方法に基づく計算の実行は T.Suzuki

[1], M.Muro [1], [2], [3], [7], [11], [12] 等でなされた. Y.Teranishi [2], ISatake and J.Faraut [1], IMu垣 er

[1] でも 連の空間に対して関数等式の具体的な決定を行っている. M.Sato [2], T.Shintani [1], [2], T.Suzuki
[2], F.Sato [1], [3], [9], [11], [16], [17], B.Datskovski and $\mathrm{D}.\mathrm{J}$ .Wright [1] にも関数等式の具体例が含まれて
いる. 二次形式の場合は $\mathrm{I}.\mathrm{M}$ .Gelfand and $\mathrm{G}.\mathrm{E}$.Shilov [1], S.Rallis and G.Schiffmann [1], 全行列環の行列式

の場合は $\mathrm{E}.\mathrm{M}$.Stein [1], S.S.Gelbart [1], 単純環のノルム形式の場合は表現付きの\dashv 貨の形で R.Godement

and H.Jacquet [1] で扱われている.
関数等式の表現付 (球関数付) ゼー導関数への拡張は JH Rubenthaler and G.Schiffmann [1], F.Sato [10]

(有限次元表現の場合), N.Bopp and H.Rubenthaler [1], [2], [3], F.Sato [14] (無限次元表現の場合) で扱わ
れている.

(ii) 非アルキメデス的局所頭
痛数 $0$ の非アルキメデス的局所体, すなわち p-進駐の場合, 相対不変式の p-進複素巾の Fourier 変換に関
する関数等式は, 作用する群が self-adjoint, 特異点集合が絶対既約超曲面のときに軌道の個数の有限性を
仮定し J.Igusa [12] で証明された. この結果は必ずしも reductive でない正則概均質ベクトル空間の多変
数ゼータ関数にも軌道の有限性の仮定を適当な形で課するならば拡張することができる (F.Sato [7], [8]).
さらに, 軌道の個数の有限性という条件をはずすことは, reductive 概均質ベクトル空間に対して AGyoja

(unpublished work) によってなされた.

p-進蝦上の局所ゼータ関数力\iota ‘‘ $p^{-s}$ の有理関数になるという重要な事実は, J.Igusa $[\mathfrak{d}3]$ で証明され, さら

に J.Denef [1], [2], B.Deshommes [1] などで拡張されている. r進局所ゼータ関数については, J.Igusa [26],
J.Denef [6] という理論発展の中心人物による良い survey があるので参照されたい.

p-進四隅の関数等式の具体例は J.Tate [1] を別とすれば, まず二次形式の場合が S.Rallis and G.Schiffmann
[1] で与えられた. 単純環のノルム形式についてはやはり R.Godement and H.Jacquet [1] を見よ. J.Igusa
[14], [17], IMuller [1], F.Sato [6], [9] も p-進体上の関数等式の具体例を扱っている. このうち J.Igusa [14],

IMuller [1], F.Sato [9] では非アルキメデス山畑所体とアルキメデス的局所体を並行させて議論している.
Y.Hironaka and F.Sato [2] では, 交代行列の local density の計算に p-進複素巾の関数等式を応用した.

Y.Hironaka [1], [2], [3], Y.Hironnaka and F.Sato [1] で調べられている球関数はある概均質ベクトル空間に
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付随する p-進局所ゼータ関数ともみなすことができる.

(iii) 有限体
有限体の場合, 相対不変式の複素巾に対応しているのは相対不変式と有限体の乗法群の指標の合成であり,
関数等式はその Fourier 変換がある定数倍を除いて再び相対不変式と指標の合成に等しいという形をとる
と期待される. この際現れる定数は Gauss 和の–般化とみなせる. このことは N.Kawanaka によって予想
され, AGyoja and N.Kawanaka [1], AGyoja [1] において既約正則概均質ベクトル空間に対して証明され
た.

最近, 有限体上の概均質ベクトル空間の関数等式の具体的な形は, 坪数が十分大きいとの仮定のもとで
J.Denef and A $\mathrm{G}\mathrm{y}_{0}\mathrm{j}\mathrm{a}$ $[1]$ により決定された. 個別例については, それ以前に, 少なくとも次の場合には決定
されていた. 番号は $\mathrm{M}.\mathrm{S}a\mathrm{t}\mathrm{o}$ and T.Kimura [1] の既約概均質ベクトル空間の分類の表に従う. (I) 正則の場
合: 二次形式 $\mathrm{H}.\mathrm{M}$ .Stark [1]. (1), (2), (3), (13), (15) Z.Chen [1]. (J.Murakami [1] も見よ. )(4) R.Evans
[1] の議論を参考に計算可能. (27) L.Tsao [1]. (II) 非正則の場合 :AGyoja [17]. また球関数つきのゼータ
関数の有限体上の類似に関しては (1) T.Konodo [1], (3) AGyoja [5] を見よ.
有限聖上の関数等式の応用には,

(1) 有限 reductive 代数群のある種の既約表現の指標の unipotent 元での値の記述 (N.Kawanaka [4]),
これが $\mathrm{I}<a\mathrm{w}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{a}_{-\mathrm{G}}\mathrm{y}\circ \mathrm{j}\mathrm{a}$ 両氏の研究のそもそもの動機であった, (「表現論との関係」の項参照)

(2) 数論的応用として概均質ベクトル空間に付随する L-関数の関数等式 ( $\mathrm{H}.\mathrm{M}$ .Stark [1], F.Sato [9],
B.Datskovski and $\mathrm{D}.\mathrm{J}$ .Wright [1], T.Arakawa [5], H.Saito [1], [2] $)$ , Siegel 保型形式の指標による
twist (R.Weissauer [1]) などがある.

(iv) 代数的数体
M.Sato [2] では, 関数等式を満たす超関数値ゼータ関数が構成されている. Dirichlet 級数としての*‘–タ関
数は T.Shintani [1] における具体的な場合 (2元 3次形式の空間) の考察を経て M.Sato and T.Shintani
[1] で–変数ゼータ関数の–般論が築かれた. T.Shintani [2] では対称行列の空間の $*^{\backslash }-$タ関数が詳し \langle 調

べられている. T.Shintani [1] の結果は, D.Wright [1], B.Datskovski and $\mathrm{D}.\mathrm{J}$.Wright [1], [2], B.Datskovski
[1] で adefic language を用いて–般の大域体に拡張された. 多変数ゼータ関数の理論は, T.Shintani [2],
T.Suzukh [1], F.Sato [3] により二次形式に関連した具体例の研究がまず行われ, 一般論は F.Sato [1], [2]. で
与えられた.
ゼータ関数の研究の前提としては, その収束の証明がある. 個々の例に対する case by case の証明では

なく, ある程度の\dashv #\dagger 生をもった収束判定条件としては次のようなものがある. まず, AWeil [2], J.Igusa
[2] で与えられた $\overline{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\cdot-$ タ級数の収束判定条件がある. この条件は M.Sato and T.Shintani [1] において基本
的な仮定として用いられた. Weil-Igusa の条件はかなりきついもので, この条件を仮定するとゼータ関数
の収束関数等式解析接続の証明のみならず, 極における留数まで (原理的には) 計算ができる. より
広いクラスに適用できる条件は F.Sato [2] で与えられた. その判定条件は多変数ゼータ関数にも適用でき,
収束域も best possible と思われるものを与える. 同じ判定条件は, 既約正則の場合に K.Ying [1] によって
再発見され, 代数体上での定式化で F.Sato [2] とは若干異なる証明が与えられた. K.Ying [3] はその拡張
である. -方, Sato-Ying の条件の適用できない場合をカバ一する条件として, AYukie [2] で与えられた
$\dim G=\dim V$ がある. Yukie の方法は, Weil [2] の方法の発展であり, $\dim G=\dim V$ を越えた適用範囲
を持つ (A.Yukie [2], [5] 参照). これらの研究の結果, 既約正則の場合に限ると 3系列を除いて収束の問
題は解決し, 残る 3系列のうちの 2系列についても被約な splht form については収束が確認されている.
ゼータ関数の極における箇数, より–般に特異部の決定は, 整数論への応用のためにもきわめて重要であ

る (\lceil 数論的量の漸近評価」の項参照) のだが, Weil-Igusa の条件が満たされないときにはたいへん難しい
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問題であり, きちんと計算しきれている場合は多くない. T.Shintani [1], [2], T.Arakawa [2], [6], F.Sato [4]

などに計算例があったが, 最近 AYukie [2] は T.Shintani [1] における Eisenstein 級数を用いる方法を大
いに拡張して成果を挙げている.

(v) ゼータ関数の]ヒ

ゼータ関数の理論の拡張としては次のようなものがある.

(1) 概均質ベクトル空間の L-関数 「有限体」の項参照.

(2) 調和多項式係数の $*^{\backslash }-$タ関数 P.Epstein [1], [2], $\mathrm{C}.\mathrm{L}$.Siegel [4], H.Maass [1], [4] 等で扱われている
球関数付き忠一ク関数の理論を概均質ベクトル空間の立場から整理することにより, $G_{\mathrm{R}}$ がコンパク

ト因子を含むときにその 般化が得られる (F.Sato [8], [10], [11]). より–般には, $G\mathrm{p}$ の保型形式の

周期を係数とする *‘一心関数を考えるべきである. すなわち, H.Maass [2], D.Hejhal [1] で研究され
たタイプのゼータ関数を概均質ベクトル空間の立場から調べることで関数等式の根拠を明白にし, か

っ拡張することができる (F.Sato [14]). 保型形式付ゼータ関数を考えることで, 概均質ベクトル空間
のゼータ関数に対する Hamburger 型の定理を示せる (L.Ehrenpreis and T.Kawai [1], AYoshimoto
[1], F.Sato [8] $)$ .

(3) 概均質アフィン空間の $*^{\backslash }-$ク関数 AMurase and T.Sugano [1], [2] は, 代数群がベクトル空間に
アフィン変換として作用する場合にゼータ関数の理論を拡張した. こうして得られるものの中には正
則でない概均質ベクトル空間の*‘–タ関数と見なせるものが含まれている. Murase-Sugano のこの
研究は, Jac$o\mathrm{b}\mathrm{i}$ 形式の空間の次元公式に現われるゼータ関数を理解することを出発点としてなされた
(「ゼータ関数の特殊値と熱型形式の次元公式\rfloor の項参照) .

(4) その他 reductive 等質空間に放物型部分群が概均質に作用するとき (弱球等質空間という), 概
均質ベクトル空間の場合と同様にゼータ関数 (Eisenstein 級数) を定義することができる. そのゼー
タ関数は, 若干の付加的条件の下で Weyl 群の作用に関して関数等式を持つなど良い性質を持つこと
が期待される. 対称空間の場合は F.Sato [5], [7], Y.Hironaka and F.Sato [4] で, 群は $GL(n)$ とする

が対称空間とは限らぬ場合は F.Sato [15], [16], [17] で調べられている. 群が $GL(n)$ のとき, 主面等
質空間と概均質ベクトル空間とは密接に関連しており, 概均質ベクトル空間への新しい視角を与える
と思われる.

26 裏返し変換

M.Sato and T.Kimura [1] の分類理論において, 裏返し変換が基本的に重要であったように, より”般の概
均質ベクトル空間の全体像を理解するためには,「裏返し変換」というものの, より深い理解が不叫欠である.
$\mathscr{H}$ し変換の\dashv 貨化の試みとして T.Teranishi [1], [2], I.N.Bernstein, $\mathrm{I}.\mathrm{M}$ .Gelfand and VAPonomarev [1],
V.G.Kac [2] がある. また AGyoja [14], Theorem A で与えられた変換も, そのような\dashv %化とみなすこと
ができるかもしれない. (A.Gyoja [20] 参照. ) なお D.Mumford, J.Fogarty and F.Kirwan [1], Appendix
に, この項に関する解説がある. この Appendix は (概均質ベクトル空間の理論と限らず) 不変式論全般に
ついての非常にすぐれた解説である.
裏返し変換で b-関数, 関数等式, ゼータ関数などがどう変化するかという問題は重要である. -変数の

場合, b-関数の裏返し変換に関する挙動は Shintani の公式として知られ T.Kimura [6] にある (証明は

T.Kimura [1] を見よ). Shintani 氏は, また裏返し変換の下での関数等式の挙動も計算したが, 証明に若干
のギャップがあった. F.Sato and H.Ochiai [1] は, そのギャップを埋め, 標野 $0$ の任意の局所体罰の多変数
ゼータ関数に拡張した形での結果を与えている. また, そこでは, b-関数の Shintani の公式も多変数版で得
られている. r進関数等式については Y.Kajima [1] もある. p-進局所ゼータ関数の裏返し変換での挙動は
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$\mathrm{J}.\mathrm{I}_{1}\mathrm{s}\mathrm{a}[19]$ , 大域的ゼータ関数の場合は F.Sato [15] で調べられている. 有限体上の場合は AGyoja によっ
て調べられ, J.Denef and AGyoja [1] で証明された関数等式の具体形を予想するために役立った (A.Gyoja
[9] $)$ .

2.7 ゼータ関数の応用

(i) 数論洋楽の漸近評価
数論音量の評価を行うとき, その量の母関数として得られる Dirichlet 級数の解析的性質 (極の位置, 留数
等) が重要であることはよく知られている (Tauber 型定理) . 特に関数等式を満足する場合には鋭い評
価が得られる事が多い (E.Landau [1], K.Chandrasekkran and Raghavan Narasimhan [1], M.Sato and
T.Shintani [1] $)$ . この種の応用についてはまず T.Shintani [1], [2] を見よ. B.Datskovski and $\mathrm{D}.\mathrm{J}$ .Wright
[2] は, Tauber 型の議論を adelic ゼータ関数に適合する形に発展させ, $GL(2)$ の 3階対称テンソル表現に
付随する adelic なぜ– $\text{タ}$関数の性質から代数体の 3次拡大体の分布についての情報を引きだした. ついで
$\mathrm{D}.\mathrm{J}$ .Wright and AYukie [1] は, このケースを含むいくつかの場合に, 概均質ベクトル空間の開軌道の有理
点を作用する群の有理点のなす群で軌道分解したとき, 各有理軌道が定義体の拡大体を parametrize する
ことを見出している (関連する文献として Ikai [1] もある). したがって, このような空間のゼータ関数の
解析的性質から代数体の分布についてのさらなる情報が得られる望みがあり, B.Datskovski, $\mathrm{D}.\mathrm{J}$ .Wright,
AYukie による研究が進んでいる.

Order の中の ideal の分布を扱った $\mathrm{C}.\mathrm{J}$ .Bushnell andd IReinner [1] も概均質ベクトル空間の立場から見
た方が見通しがよいと思われる.

(ii) ゼータ関数の特殊値と保型形式の次元公式
ASelberg [1] において, いわゆる Selberg跡公式によって保型形式の次元を計算すると離散部分蝕の parabolic
共役類の寄与が Dirichlet 級数の特殊値で表されるという観察が述べられている. ここに現れる Dirichlet
級数は大雑把にいうと H.Rubenthaler [6], [7] 等で調べられている parabolic type の概均質ベクトル空間に
付随する Hurwitz 型のゼータ関数である. このことは rannk 1の場合に W.Hoffmann [1] で\dashv 2的に示され
た ( $\mathrm{M}.\mathrm{S}$ .Osborne and G.Warner [1], [2], G.Warner [1], W.Hoffmann [2] も参照). rank $\geq 2$ の場合には
Y.Morita [1], T.Shintani [2], T.Arakawa [2], [4], K.Hashimoto [1], [2] がある. AMurase and T.Sugano
[1] では, T.Shintani [2] の結果を Jacobi 形式の場合に拡張し, その際, 前述した prehomogeneous affine

.
space の僻–ク関数を導入した.
次元公式とゼータ関数の特殊値との関係は, N.Kawanaka [4] における有限 reductive 群の指標公式と概
均質ベクトル空間の Gauss 和との関係に極めて類似していることを注意しておく (「表現論との関係」の
(2) 項参照).

このような応用に鑑みると, ゼータ関数の特殊値の具体的な計算法を確立することは重要である. 総実代数
体の*‘–ク関数の特殊値を contour integral を用いて計算する T.Shintani [3] による方法は, A.Kurih $a\mathrm{r}\mathrm{a}[1]$ ,
ISatake [1] によって $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e}$ のゼータ関数へと拡張された. T.Arakawa [5] も Shintani の方法の拡張を扱っ
ている. –方, *‘一読関数を既知のより基本的なゼータ関数を用いて表わすことができれば, 特殊値の計
算が易しくなることは明らかである. このようなアプローチは, 従来, 全行列環のゼータ関数などを除い
て困難だと考えられていたが, T.Ibu垣 yama and H.Saito [1] は T.Shintani [2] で扱われた対称行列の空間
のゼータ関数について explicit な計算を実行し, Riemannn ゼータ関数と半整数 weight の Eisenstein 級数
の Melhn 変換を用いた明示公式を得た. その結果として Siegel modular form の空間の次元公式の完全に
explicit な形が予想できる. IbukiyamdrSaito の仕事を通じて, 概均質ベクトル空間のゼータ関数は, かなり
多くの場合に Riemann ゼータ関数, Dirichlet の $\mathrm{L}$ 関数, より–般には Eisenstein 級数を用いて表わされ
るであろうという見通しが生まれた.
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保型形式の次元公式を Selberg 跡公式を用いて表わすとき, cusp からの寄与としてゼータ関数の特殊値が
現われるが, 同じ次元公式を Riemann-Roch の定理を用いて計算すると cusp に関連する幾何的不変量が現
われる. こうしてゼータ関数の特殊値と各種の幾何的不変量との関係が問題となる (いわゆる Hirzebruch
了県. $\underline{\mathrm{k}}$その\dashv 貨化). これ等の話題については $\mathrm{M}.\mathrm{F}$ .Atiyah, H.Donnelly and $\mathrm{I}.\mathrm{M}$ .Singer [1], [2], W.Miller
[1], [2], ISatake [2], [3], ISatake and S.Ogata [1], S.Ogat $a[1]$ を見よ.

28 表現論との関係

(1) 放物型部分群の巾零根基が可換であれば, その上に Levi 部分群が概均質に作用する. このような放
物型部分群からの誘導表現は比較的容易に詳しく調べることができるが, ここに概均質ベクトル空間の理
論 (特に b-関数) が $\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{t}/\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{t}$ に関わる. intertwining operator については $\mathrm{B}.\mathrm{D}$.Boe [1]. 既約性に
ついては S.Suga [1]. ユニタリー性については T.Enright, R.Howe and N.Wallach [1], H.Yamada [1] など

を見よ. より $-\Uparrow_{\mathrm{x}^{\iota}}’[]\vec{}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{j}_{-}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}$ の b-関数が表現の種々の性質をコントロ $-’\mathrm{s}$ していることがわかりつ

つある. M.Kashiwara [5], AGyoja [12], [13] を見よ.
(2) 有限 reductive 群の指標表を決定するという問題と, 概均質ベクトル空間の理論は密接な関係がある.

generahhzed Gelfand-Graev 表現の理論については, N.Kawanaka [1], [3], [4] を見よ. character sheaf につ
いては G.Lusztig [4] を見よ. T.Shoji [1] は後者についての概説である. T.Shoji [2] は指標表の決定の現状
の総合報告.

(3) Dynkin-Kostant 理論により, 半単純り -環の油焼軌道の研究が概均質ベクトル空間の研究に帰着され
る. \dashv 叢\Omegaについては $\mathrm{T}.\mathrm{A}$ Springer and R.Steinberg [1] を見よ. 具体的な情報は同所, および $\mathrm{A}.\mathrm{G}.\mathrm{E}\mathrm{l}\mathrm{a}\check{\mathrm{s}}\mathrm{v}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{i}$

$[1]$ , AVAlekseevsky [1] を見よ. これらを用いると $\mathrm{D}\mathrm{y}\mathrm{n}\mathrm{k}\prime \mathrm{i}\mathrm{n}-\mathrm{I}\backslash \llcorner \mathrm{o}\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}r$ 理論で現れる概均質ベクトル空間の
generic isotropy group の具体的な形がわかる. 議論の詳細については N.Kawanaka [.5] を見よ. Dynkin-
Kostant 理論で現われる概均質ベクトル空間の特徴付けは $\mathrm{V}.\mathrm{G}$ .Kac [1], A.Gyoj a[6] にある.

(4) 概均質ベクトル空間の理論, Harish-Chandra の微分方程式系, および $\mathrm{A}_{01\mathrm{I}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{t}_{0}}$-Gelfand の超幾何微
分方程式系は, 互いに密接に関係していることが, 幾人もの研究者により $\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{t}/\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{t}$ に注目されてい
る. $\mathrm{I}.\mathrm{M}$ .Gelfand [2], R.Hotta [1], R.Hotta-M Kashiwara [1], G.Lusztig [3] を見よ.

(5) 概均質性への注目は不変式論にとっても有意義である. たとえば, R.Howe [1], R.Howe and T.Umeda
[1], T.Umeda [1], [2] を見よ.

(6) 群の作用する空間において, 相対不変超関数を決定するという問題は基本的である. たとえば,
$\mathrm{P}.\mathrm{D}$ .Methee [1], H.Rubenthaler [1], Fulvio Ricci and $\mathrm{H}.\mathrm{M}$ .Stein [1] などで調べられている. M.Muro
[7], [8], [11] ?は, 主として既約正則被約概均質ベクトル空間を対象に microlocal calculus を方法として, こ

の問題を調べている.
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