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$X$を体 $k$上の非特異射影的多様体とし $CH’(X)$ を $X$上の余次元 $r$の代
数的サイクルの有理同値類のなす群、いわゆる余次元 $r$ の Chow 群とす
る。 $r=1$ の場合 $CH^{1}(X)$ は $X$上の因子類群に他ならず

$CH^{1}(X)\simeq \mathrm{P}\mathrm{i}\mathrm{c}(X)$

なる同型がある。 ここに右辺は $X$上の階数 1のベク トル束の同型類のな
す群である。 ピカール多様体の理論により完全列

$0arrow \mathrm{P}\mathrm{i}\mathrm{c}^{0}(X)arrow \mathrm{P}\mathrm{i}\mathrm{c}(X)arrow \mathrm{N}\mathrm{S}(X)arrow 0$

が存在する。 ここに Pic (X) は $X$上の代数的に $0$ に同値な因子類たちの
なす部分群で $\mathrm{N}\mathrm{S}(X)$ はネロン. セヴェリ群と呼ばれ有限生成アーベル群
であることが知られている。また

Pic$0(X)\simeq \mathrm{P}\mathrm{i}_{\mathrm{C}\mathrm{v}}\mathrm{a}\mathrm{r}(X)(k)$

なる同型がある。 ここに右辺はピカール多様体と呼ばれるアーベル多様体
$\mathrm{P}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{r}(x)$ の $k-$有理点全体のなす群とする。以上により $CH^{1}(X)$ の構
造はある程度把握されることになる。特に $k$が有限次代数体の場合には代
数体温のアーベル多様体の有理点のなす群の有限生成性 (モーデル. ヴェ

イユの定理) により $CH^{1}(X)$ は有限生成アーベル群である。
$-$方 $r\geq 2$ の場合は上に述べたように $CH’(X)$ をアーベル多様体の有

理点と結びつけることは $-$般には本質的に不可能なことが知られている。
しかし最後に述べた有限生成性については次の予想がある。

工\ddagger ‘B立 o (H. $\mathrm{B}$ a $\mathrm{s}\mathrm{s}$ ) $X$を代数体上の非特異多様体とすると $CH^{r}(X)$

は有限生成アーベル群である。

$r\geq 2$ の場合この予想に対し $-$般的な結果はほとんど知られていない。
つぎは現在最も $-$般的な結果 [ 1]である。

定」B $\mathrm{Q}$ ( $\mathrm{C}_{0}11\mathrm{i}\mathrm{o}\iota$-Th\’el\‘e $\mathrm{n}\mathrm{e}/\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{k}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}/\mathrm{S}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{r}$) $X$が代数体上定義され
た非特異射影的多様体とし $H^{2}(X, \mathcal{O}x)=0$ が成り立つとする。 このとき
$CH^{2}(X)$ のねじれ部分 $CH^{2}(x)_{to}$, は有限群である。

系 (3) $X$が代数体上定義された非特異射影的曲面とし $H^{2}(X, \mathcal{O}_{X})=0$

が成り立ちかっ $X$ は $-$般型でないとする。 このとき $CH^{2}(X)$ は有限生成
アーベル群である
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(3) は (2) と $\mathrm{B}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{C}\mathrm{h}-\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{S}^{-}\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}[2]$の結果より直ちに従う。

さて有理素数 $P$ にたいしサイクル写像

$\rho_{p}$ : $CH^{2}(X)\{p\}arrow H_{\mathrm{c}ont}^{2}(X, \mathrm{Z}p(2))$

が定義される。 ここに左辺は $CH^{2}(X)$ の $\mathrm{P}$ のべき乗でゼロ化されるねじ
れ元全体を表し右辺は $\mathrm{J}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}[3]$によって定義された

$\sim$

連続 エタール

コホモロジー (continuous etale cohomology)’ である $0$ これに対し筆者

[4]は次の結果を得ている。

定理 (4) $X$が代数口上定義された非特異射影的多様体とし次を仮定する。

(i) $H^{2}(X, \mathcal{O}\mathrm{x})=0$ 。

(ii) $X$のピカール多様体はすべての $k$の素点において potentially good
reduction をもつ (たとえば $H^{1}(X,$ $\mathcal{O}x)=0$ ならこの仮定は満たされる) 。

このとき $\rho_{p}$ は単射である。

一般に $\rho_{p}$の像が有限であることも示される。 これにより (4) は (2)

の別証明をも与えている (実は (ii) の仮定なしでも $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\rho_{p})$ が有限であ
ることはいえる) 。 さらに (4) は具体的に与えられた多様体 (特に有理

多様体) の Chow 群の定量的な計算にも応用される ([5]参照) 。
さて (2) と (4) における仮定 $H^{2}(X, \mathcal{O}x)=0$ は本質的なもので

あった。 $-$方これに対し筆者と $\mathrm{A}.\mathrm{L}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{r}[6]$ は次の結果を得た。

定理 (5) $E$ をモデュラーな楕円曲線で\mbox{\boldmath $\phi$} : $X_{0}(N)arrow E$をそのモデュ

ラー曲線による parametrization とする。 $X$
.

$=E\cross E$ とおく $0$ このとき

$p \int 6N$の仮定の下

$\rho_{p}$ : $CH^{2}(X)\{p\}arrow H_{\mathrm{c}ont}^{2}(X, \mathrm{z}(p2))$

は単射である。特に $CH^{2}(X)\{P\}$ は有限である。

(5) は余次元 2以上の Chow 群の有限性に関する結果で $H^{2}(X, \mathcal{O}x)=$

$0$ を仮定しないものとしてはいまのところただ $-$つのものである。(4) の

証明においては代数的 $K$理論の応用が本質的である。 これは元々S.Bloch
によって 7 $0$ 年代に創始されたものである。 さらにこれに加えて局所体
上の曲線の類病論 [7] と $\mathrm{J}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}[8]$によるコホモロジー論的 Hasse 原理
に関する結果が使われる。 (5) の証明においてはモデュラー曲線や楕円
曲線の整数論からの本質的に新しいアイデアが使われる。 さらに $p-$進

ホッヂ理論. Fontalne-Messing の理論 [9]. サントミック. コホモロジー

(syntomic cohomology) といった新しい手法も活躍する $0$ 証明のひとつ
の根幹は AWiles の志村 $-$谷山予想に関する仕事でも使われた–般化さ
れたセルマー群

$s6l(\mathrm{q}, A)=^{\mathrm{x}_{\mathrm{e}\mathrm{r}}(H^{1}(\mathrm{Q}},$ $A) arrow\bigoplus_{alll}\frac{H^{1}(\mathrm{Q}_{l},A)}{H_{f}^{1}(\mathrm{Q}\mathit{1}A)},)$
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$(A=H^{2}(X\mathrm{x}_{\mathrm{Q}}\overline{\mathrm{q}}, \mathrm{Q}_{p}/\mathrm{Z}_{p}(2))$

の有限性が本質的である。 この有限性はもともと $\mathrm{F}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{h}[10]$ によるもの

だが [6] においては $p-$進ホッヂ理論を使った別証明も与えれている。。
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