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あらまし 強連結オートマトン Aにおける構造半群 $\mathrm{c}(\mathrm{A})$ の極小べき等元 $\mathrm{e}$ から

得られる群 $\mathrm{e}\theta(\mathrm{A})\mathrm{e}$ は, Aの自己同型群 $\mathrm{J}$ $(\mathrm{A})$ と重要なかかわりを持っていること

が知られている (10, 11 $\rangle$ . 本稿では $\mathrm{e}\theta(\mathrm{A})\mathrm{e}$ を用いて, Aの自己同型群構成に関

する結果を示す.

強連結オートマトン Aの自己同型群は, $\mathrm{e}C(\mathrm{A})\mathrm{e}$ の部分群の準同型像となるこ

とが知られている $(10, 11)$ . 特に極小べき等元による状態集合の像 {X $\mathrm{e}$ } $\mathrm{e}\in \mathrm{E}_{0}$

( $\mathrm{E}_{0}$は極小べき隠元全体の集合)が, 状態集合の分割を導く時には, $\mathrm{e}C(\mathrm{A})\mathrm{e}$ の

中心化群と同型になる. 本稿ではまずこれらの結果を, {Xe} が状態集合の被

覆となっている場合に拡張させることを考える. そのために基本分割の概念を

導入する. そして Xe上の置換群 $\mathrm{e}\theta(\mathrm{A})\mathrm{e}$の野心凋残の元で, X $\mathrm{e}$ に属する基本分

割の同値類を固定しているものの全体が, A(A) と同型になることを示す.

これは $\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{n}$ es (1) による自己同型群となるための条件をより具体的に述べた

もので, 自己同型群の有効的な構成方法を得るための手掛かりを与えるものと

なっている.

キーワード 代数的オートマトン理論, オートマトンの自己同型群, 構造半

群, 有限半群, 極小べき等元

1. まえがき

有限オートマトンの分解は有限オートマトンを, より単純ないくつかの有限

オートマトンの積で表現しようとするもので, 代数的オートマトン理論におけ

る重要なテーマである.

$\mathrm{e}$を強連結オートマトン $\mathrm{A}=$ ( $\mathrm{X}$ , I, M) の構造半群 $\mathrm{e}\theta(\mathrm{A})\mathrm{e}$ の極小べき等元とする
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時, A(A) は $\mathrm{e}\theta(\mathrm{A})\mathrm{e}$ の部分群の準同型像となる $(10, 11)$ . また極小べき等元に

よる像の集合が Xの分割を与える場合には, J(A)は, Xe上の置換群 e(?(A)e の中

心化群と同型になる. 更に, このとき $\#\mathrm{e}\theta(\mathrm{A})\mathrm{e}=\#\mathrm{X}\mathrm{e}$であれば, $A(\mathrm{A})$ は $\mathrm{e}\theta(\mathrm{A})\mathrm{e}$

と同型になる (11).

$\mathrm{T}_{\mathrm{X}}=\{\mathrm{u}\in \mathrm{I}^{*}|\mathrm{N}(\mathrm{x}, \mathrm{u})=\mathrm{x}\}$ と定めると, 強連結オートマトンの場合は, $A(\mathrm{A})$

が正則置換群になることより, $A(\mathrm{A})$ による分割において同じ同値類に属する任

意の状態 X, $\mathrm{y}$ は $\mathrm{T}_{\mathrm{X}}=\mathrm{T}_{\mathrm{y}}$ を満たす (即ち等しい固定半群をもつ) . Ba $\mathrm{r}$ ne $\mathrm{s}^{(1)}$ はこ

の逆について調べ, 構造半群による変換が同値関係を保存する分割で, 同じ同

値類に属する任意の状態 $\mathrm{x}$ , $\mathrm{y}$が等しい固定半群をもつような最大の分割が $A(\mathrm{A})$

による分割と等しいことを示した. しかしながらこれらの方法は $A(\mathrm{A})$ を求める

具体的方法には触れていない.

3章では Xe上の置換群 eC(A)eの中心化群の元で, 基本分割と名付けた X上の

分割の Xe に含まれる同値類の元を, その同値類の中で動かすものの全体が $A(\mathrm{A})$

と同型になることを示す.

3章の結果は, Fl $\mathrm{e}\mathrm{c}$ ]$\zeta(6),$ $\mathrm{P}$ er $\mathrm{r}$ in et Pe $\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{t}^{(8}$ ) と植村 $(10, 11)$ の結

果の拡張であり, 有限強連結オートマトンの自己同型群を, 極小べき等元の像

による頂点被覆が分割になっていない場合にも特徴付けたことになる. また,

Ba $\mathrm{r}$ ne $\mathrm{s}^{(1)}$ による自己同型群の記述をより具体的に示したものとなっている.

2. 準備

[定義] Xを状態の空でない有限集合, I を記号の空でない有限集合, $\mathrm{N}$ を $\mathrm{X}\cross \mathrm{I}$か

ら Xへの写像とする三項対 $\mathrm{A}=$ ( $\mathrm{X}$ , I, N) を (有限) オートマトンという.

$\mathrm{I}^{*}$ を I の記号による全ての記号列の集合とし, $\lambda$を空語とすると, 全ての $\mathrm{u},$ $\mathrm{v}$

$\in \mathrm{I}^{*}$ と全ての $\mathrm{x}\in \mathrm{X}$ に対して $\mathrm{N}(\mathrm{x}, \mathrm{u}\mathrm{v})=\mathrm{N}(\mathrm{N}(\mathrm{x}, \mathrm{u}),$ $\mathrm{v})$ を満たすように $\mathrm{N}$ の領域を

X $\mathrm{x}\mathrm{I}^{*}$へ拡張することが出来る.

[定義] オートマトン $\mathrm{A}=$ ( $\mathrm{X}$ , I, N)が強連結とは, 任意の $\mathrm{x},$
$\mathrm{y}\in \mathrm{X}$ に対して, $\mathrm{y}$

$=\mathrm{N}(\mathrm{x}, \mathrm{u})$ となる $\mathrm{u}\in \mathrm{I}^{*}$ が存在する場合をいう.
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[定義] Aをオートマトンとする. X上の置換 $\mathrm{g}$が Aの自己同型写像とは, 全ての $\mathrm{x}$

$\in \mathrm{X}$ と $\mathrm{u}\in \mathrm{I}$ に対して $\mathrm{N}(\mathrm{x}, \mathrm{u})\mathrm{g}=\mathrm{N}(\mathrm{x}\mathrm{g}, \mathrm{u})$ が成り立つときをいう. Aの自己同型

写像の全体は X上の置換群となる. これを $A(\mathrm{A})$で表す.

[定義] $\mathrm{u}\in \mathrm{I}^{*}-\{\mathcal{X}\}$ は, X上の写像 $\mathrm{X}\cdot\Phi_{\mathrm{u}}=\mathrm{N}(\mathrm{x}, \mathrm{u})$ を導く. 半群 $G(\mathrm{A})=\{\phi \mathrm{u}$

$|\mathrm{u}\in \mathrm{I}^{*}-\{\lambda\}\}$ を Aの構造半群と呼ぶ.

[定義] $\mathrm{x}\mathrm{g}$

$\mathrm{n}_{=\mathrm{x}}$ となる正整数 n と $\mathrm{x}\in \mathrm{X}$が存在するなら $\mathrm{g}^{\mathrm{n}}=\mathrm{i}\mathrm{d}$ (恒等置換) とな

る X上の置換 $\mathrm{g}$ を, 正則置換という. 置換群 $\mathrm{G}$の全ての要素が正則置換であると

き $\mathrm{G}$を正則置換群という.

[定義]. $\mathrm{x}\in \mathrm{X}$ と X上の置換群 $\mathrm{G}$に対して, $\mathrm{x}\mathrm{G}$ を $\mathrm{x}$の $\mathrm{G}$ による可遷域と言う. ただ

$-$つの可遷域からなる置換群を可遷置換群と言う. このとき, 任意の $\mathrm{x},$
$\mathrm{y}\in \mathrm{X}$ に

対して $\mathrm{y}=\mathrm{x}\mathrm{g}$ となる $\mathrm{g}\in \mathrm{G}$ が存在する.

$\mathrm{g}$が強連結オートマトン Aの自己同型写像で $\mathrm{x}\mathrm{g}^{\mathrm{n}}=\mathrm{x}$ とすれば, $\mathrm{y}\mathrm{g}^{\mathrm{n}}=\mathrm{N}(\mathrm{x}, \mathrm{u})\mathrm{g}^{\mathrm{n}}$

$=\mathrm{N}(\mathrm{x}\mathrm{g}^{\mathrm{n}}, \mathrm{u})=\mathrm{N}(\mathrm{x}, \mathrm{u})=\mathrm{y}$となって $\mathrm{g}$は正則である. すなわち強連結オートマト

ンの自己同型群は X上の正則置換群となる.

$[\text{定義}]\mathrm{X}$上の置換群 $\mathrm{G}$ と X の点 $\mathrm{x}$に対して, $\mathrm{G}$ の部分群 $\mathrm{G}_{\mathrm{X}}=\{\mathrm{g}\in \mathrm{G}|\mathrm{x}\mathrm{g}=\mathrm{x}\}$ を $\mathrm{G}$ の

$\mathrm{x}-$ 固定部分群 (13) と呼ぶ.

$\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{x}(\mathrm{x}, \mathrm{G})$ で $\mathrm{G}_{\mathrm{X}}$ における不動点集合 { $\mathrm{y}\in \mathrm{X}|\mathrm{y}\mathrm{g}=\mathrm{y}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}$ any $\mathrm{g}\in \mathrm{G}_{\mathrm{X}}$ }を表す.

同様に Xの上の写像による半群 S において, S の X-固定部分半群 Sx と不動点集合

Fi $\mathrm{x}(\mathrm{x}, \mathrm{S})$ が定義される.

[定義] $\mathrm{G}$を有限集合 X上の置換群とする. 任意の $\mathrm{g}\in \mathrm{G}$ と $\mathrm{x}\in \mathrm{X}$ に対して $\mathrm{x}(\mathrm{h}\mathrm{g})$

$=\mathrm{x}(g\mathrm{h})$ となる置換 $\mathrm{h}$ の集合は置換群となり, $\mathrm{G}$の中心化群と呼ばれる.

X上の可遷置換群 G の中心山群 H は, 各々の Gxの不動点集合を可遷域とする正

則置換となる (13) . 即ち $\mathrm{x}\mathrm{H}=\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{X}(\mathrm{x}, \mathrm{G})$が成り立つ.

$\mathrm{x},$
$\mathrm{y}\in \mathrm{X},$ $\mathrm{g}\in A(\mathrm{A}),$

$\mathrm{u}\in \mathrm{I}^{*}$ に対して, $\mathrm{x}\mathrm{g}=\mathrm{y},$
$\mathrm{N}(\mathrm{x}, \mathrm{u})=\mathrm{x}$が成り立てば $\mathrm{N}(\mathrm{y}, \mathrm{u})$

$=\mathrm{N}$ ( $\mathrm{x}\mathrm{g}$ , u)=N(x, u)g=xg=y となる. これから, $\mathrm{e}(\mathrm{A})_{\mathrm{X}}=C(\mathrm{A})_{\mathrm{y}}\text{は}$ , y=Xg と

なる自己同型写像 $\mathrm{g}$が存在するための必要条件となっていることが判る. 言い

換えれば, 自己同型群は構造半群の同じ固定部分半群を持つ頂点上の正則置換
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群となっている.

[定理 1 $\langle$ 1 $5)_{\mathrm{C}}$ a の定理] $\mathrm{G}$を任意の群とする. $\mathrm{G}$上の置換 $\mathrm{g}_{\mathrm{R}}$ を $\mathrm{h}\mathrm{g}_{\mathrm{R}}=\mathrm{h}\mathrm{g}$

$(\mathrm{h}\in \mathrm{G})$ で定めると, $\mathrm{G}_{\mathrm{R}}=\{\mathrm{g}_{\mathrm{R}}|\mathrm{g}\in \mathrm{G}\}$ は $\mathrm{G}$上の可遷正則置換群となり, 写像 $\Phi$ :

$\mathrm{g}\}arrow \mathrm{g}_{\mathrm{R}}$ によって $\mathrm{G}$ と同型になる. 同様に $\mathrm{g}_{\mathrm{L}}$ を, $\mathrm{h}\mathrm{g}_{\mathrm{L}}=\mathrm{g}^{-1_{\mathrm{h}}}(\mathrm{h}\in \mathrm{G})$ と定めると, $\mathrm{G}_{\mathrm{L}}$

$=\{\mathrm{g}\mathrm{L}|\mathrm{g}\in \mathrm{G}\}$ は $\mathrm{G}$上の可遷正則置換群となり, 写像 $\psi$ : $\mathrm{g}\vdasharrow(\mathrm{g}^{-1})$ しによって $\mathrm{G}$ と

同型になる.

[系 1] $\mathrm{G}$ を X上の可遷正則置換群とする. このとき $\mathrm{G}$ と同型なX上の可遷正則置

換群 $\mathrm{S}$で, 任意の $\mathrm{g}\in \mathrm{G}$ , $\mathrm{s}\in \mathrm{S}$ に対して $\mathrm{s}\mathrm{g}=\mathrm{g}\mathrm{s}$が成り立つものがただ $-$つ存在す

る.

強連結オートマトン Aの自己同型群を求めることは, Aの構造半群を X上の適

当な部分集合上に制限させて, そこでの可遷正則置換群を求める問題に帰着す

る. 3章ではこの手法によるこれまでの成果と, 中心化群を用いる方法につい

て述べる.

3. 極小べき等元と強連結オートマトン

[定義] 半群 $\mathrm{S}$の元 $\mathrm{e}$ が $\mathrm{e}^{2}=\mathrm{e}$ をみたすとき, $\mathrm{e}$ はべき等元と呼ばれる. $\mathrm{E}$で $\mathrm{S}$ の

べき等元全体の集合を表す. $\mathrm{e}_{\mathrm{i}},$ $\mathrm{e}_{\mathrm{j}}\in \mathrm{E}$ に対して, $\mathrm{e}_{\mathrm{i}}\leqq \mathrm{e}_{\mathrm{j}}$ とは $\mathrm{e}_{\mathrm{i}}\mathrm{e}_{\mathrm{j}}=\mathrm{e}_{\mathrm{j}}\mathrm{e}_{\mathrm{i}}=\mathrm{e}_{\mathrm{i}}$

が成り立つときと定めると, $\leqq$ は $\mathrm{E}$上の半順序になる.

[補題 1] $\mathrm{s}$を有限半群 $\mathrm{S}$ の任意の元とする. このとき $\mathrm{s}^{\mathrm{n}}$がべき等元となる正整

数 $\mathrm{n}$が存在する.

[定義] $\mathrm{e}\in \mathrm{E}$ が, $\mathrm{e}$
$’\in \mathrm{E}$ に対して $\mathrm{e}$

$’\leqq \mathrm{e}$ なら $\mathrm{e}$ $’=\mathrm{e}$ となるとき, $\mathrm{e}$ を極小べき等

元という.

[定理 2] $(4, 1 1)_{\mathrm{S}}$を有限半群, $\mathrm{e}$ を $\mathrm{S}$のべき等元とする. 部分半群 $\mathrm{e}\mathrm{S}\mathrm{e}$が群

となる必要十分条件は $\mathrm{e}$が極小であることであり, この群は同型を除いて $-$ 意

である.

[補題 2(1 1)]
$\mathrm{e}_{1}$ を有限集合 X上の写像による半群 $\mathrm{S}$ の極小べき等元とする.

べき等元 $\mathrm{e}_{2}$が極小であるための必要十分条件は $\#$ Xe $1=\#$ Xe 2が成り立つことで
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ある.

[補題 3] $\mathrm{e}$ を有限集合 X上の写像による半群 $\mathrm{S}$の極小べき等元とする. a を $\mathrm{S}$ の任

意の元とすると X $(\mathrm{e}\mathrm{a})^{\mathrm{n}}=\mathrm{X}(\mathrm{e}\mathrm{a})$ となる極小べき等元 $(\mathrm{e}\mathrm{a})$ nが存在する.

証明略.

[定理 3(1 1)] $\mathrm{S}$ を有限集合 X上の写像による可遷半群, $\mathrm{e}$ を $\mathrm{S}$ の極小べき等元

とすれば $(\mathrm{X}\mathrm{e})\cdot \mathrm{e}$ Se $=\mathrm{X}\mathrm{e}$ となる. すなわち $\mathrm{e}\mathrm{S}\mathrm{e}$ を X $\mathrm{e}$ に制限したものは $\mathrm{e}\mathrm{S}\mathrm{e}$ と同型

であり, Xe上の置換群となる. また, $\mathrm{E}_{0}=$ { $\mathrm{e}_{0},$ $\mathrm{e}_{2},$ $\ldots,$
$\mathrm{e}$ m-l} を $\mathrm{S}$の全ての

極小べき等元の集合とするとこれは部分半群となり, $\cup \mathrm{e}\in \mathrm{E}_{0^{\mathrm{X}\mathrm{e}=}}\mathrm{X}$ を満たす.

$\mathrm{S}$を有限集合 X上の写像による可遷半群とする. $\mathrm{x},$ $\mathrm{y}\in \mathrm{X}$ に対して x $\mathrm{R}_{0^{\mathrm{y}}}$を” $\mathrm{x}$

$\in \mathrm{X}\mathrm{e}\Leftrightarrow \mathrm{y}\in \mathrm{X}\mathrm{e}$ が全ての $\mathrm{e}\in \mathrm{E}_{0}$ に対して成り立つとき, ” と定めれば $\mathrm{R}_{0}$は同値関

係となり, X上の分割を導く. また補題 3より, 任意の $\mathrm{a}\in \mathrm{S}$ に対して $\mathrm{x}\mathrm{R}_{0}$ yなら

ば, $\mathrm{x}\mathrm{a}\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{y}\mathrm{a}$が成り立つ.

[定義] $\mathrm{x}\mathrm{R}\mathrm{y}$を, ”
$\mathrm{x}\mathrm{R}_{0^{\mathrm{y}}}$ であって, $\mathrm{x}=\mathrm{x}\mathrm{e}$ となる任意の $\mathrm{e}\in \mathrm{E}_{0}$ と, $\mathrm{x}=\mathrm{x}’ \mathrm{e},$

$\mathrm{y}=$

$\mathrm{y}’ \mathrm{e}$ , x’, $\mathrm{y}’\in \mathrm{X}\mathrm{e}’$ , $\mathrm{e}$ $’\in \mathrm{E}_{0}$ となる全ての $\mathrm{e}’,$ $\mathrm{x}’,$
$\mathrm{y}$ ’に対して $\mathrm{x}$

’
$\mathrm{R}_{0^{\mathrm{y}}’}$ が成り立つ

場合, ” と定めると, この $\mathrm{R}$ は $\mathrm{R}_{0}$の細分となる. $\mathrm{R}$ による Xの分割を $\mathrm{S}$ による基本

分割と呼ぶ. 作り方より基本分割の同値類は, ある Xe に含まれる. 言い換えれ

ば任意の Xe $(\mathrm{e}\in \mathrm{E}_{0})$ は $\mathrm{R}$のいくつかの同値類の和集合となる.

[補題 4] $\mathrm{S}$ を X上の可遷半群とする. $\mathrm{s}_{\mathrm{x}}=\mathrm{s}_{\mathrm{y}}$ならば, $\mathrm{x}$ と $\mathrm{y}$ は基本分割上の同じ

同値類に属する.

(証明) 対偶を示す. $\mathrm{x},$ $\mathrm{y}$ が $\mathrm{R}$の異なる同値類に属するとする. $\mathrm{x}\mathrm{R}_{0^{\mathrm{y}}}$が成り立

たない時, 即ち $\mathrm{x}\in \mathrm{X}\mathrm{e},$
$\mathrm{y}\not\in$ Xe となる $\mathrm{e}\in \mathrm{E}_{0}$が存在するなら $\mathrm{e}\in \mathrm{S}_{\mathrm{X}},$ $\mathrm{e}\not\in \mathrm{s}_{\mathrm{y}}$ とな

って, $\mathrm{s}_{\mathrm{X}}\neq \mathrm{s}\mathrm{y}$である. $\mathrm{x}\mathrm{R}_{0^{\mathrm{y}}}$が成り立ち, かつ $\mathrm{x}=\mathrm{x}’ \mathrm{e},$
$\mathrm{y}=\mathrm{y}$

’
$\mathrm{e}$ となる $\mathrm{x}’,$

$\mathrm{y}$
$’\in$

Xe ’
$(\mathrm{e}, \mathrm{e} ’ \in \mathrm{E}_{0})$ で, $\mathrm{x}’ \mathrm{R}_{0^{\mathrm{y}}’}$ が成り立たないものがある場合を考える. この

とき, $\mathrm{x}’\in \mathrm{X}\mathrm{e}$
”

$\mathrm{n}\mathrm{X}\mathrm{e}’$ , $\mathrm{y}$ $’\not\in(\mathrm{X}\mathrm{e}"\cap \mathrm{X}\mathrm{e}’)$ となる $\mathrm{e}"\in \mathrm{E}_{0}$が存在する. $\mathrm{x}$
$’=\mathrm{x}$

”
$\mathrm{e}$

’

と $\mathrm{x}"\in \mathrm{X}\mathrm{e}$ となる $\mathrm{x}$

” に対して $\mathrm{S}$が可遷ゆえ, $\mathrm{x}"=\mathrm{x}\mathrm{a}\mathrm{e}$ となる $\mathrm{x}\in \mathrm{X}\mathrm{e},$ $\mathrm{a}\in \mathrm{S}$ が存在

する. 故に $\mathrm{x}=\mathrm{x}$

’
$\mathrm{e}=\mathrm{x}$

’
$\mathrm{e}$

”
$\mathrm{e}=\mathrm{x}$

”
$\mathrm{e}$

’
$\mathrm{e}$

”
$\mathrm{e}=\mathrm{x}$ a $\mathrm{e}\mathrm{e}$

’
$\mathrm{e}$

”
$\mathrm{e}$ となって $\mathrm{a}\mathrm{e}\mathrm{e}$

’
$\mathrm{e}$

”
$\mathrm{e}\in \mathrm{s}_{\mathrm{X}}$ が成

り立つ. $\mathrm{x}\mathrm{R}_{0^{\mathrm{y}}}$ゆえ, $\mathrm{y}$ a $\mathrm{e}\mathrm{e}$

’
$\mathrm{e}"\in \mathrm{X}\mathrm{e}"\cap \mathrm{x}\mathrm{e}$ ’となり, $\mathrm{y}\mathrm{a}\mathrm{e}\mathrm{e}$

’
$\mathrm{e}"\neq \mathrm{y}$ ’である. $\mathrm{e}$ は,
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Xe ’ から Xeへの全単射ゆえ, $\mathrm{y}\mathrm{a}\mathrm{e}\mathrm{e}$

’
$\mathrm{e}$

”
$\mathrm{e}\neq \mathrm{y}$ となって, $\mathrm{a}\mathrm{e}\mathrm{e}$

’
$\mathrm{e}$

”
$\mathrm{e}\not\in \mathrm{s}_{\mathrm{y}}$ となる.

故に $\mathrm{S}_{\mathrm{X}}\neq \mathrm{S}_{\mathrm{y}}$が成り立つ. 口

即ち強連結オートマトンの自己同型群は, 基本分割の同値類を固定した置換

と言う性質, 即ち可遷域が基本分割の同値類に含まれると言う性質と, Xe上の

置換群 $\mathrm{e}\theta(\mathrm{A})\mathrm{e}$ と可換と言う二つの性質をもつ. 本論文の主定理はこれについ

て述べた次の定理である.

[定理 4] $\mathrm{A}=$ ( $\mathrm{X}$ , I, N) を強連結オートマトン, $\mathrm{e}_{0}$ を構造半群 ($j(\mathrm{A})$の極小べき

等元とする. Aの自己同型群は, Xe $0$上の群 e $0^{C}(\mathrm{A})\mathrm{e}_{0}$の中心化群の要素で, Xe $0$

に含まれる基本分割の同値類を固定しているものからなる部分群 $\mathrm{H}$ ’に同型であ

る.

(証明) $\mathrm{H}$ ’が部分群となることは明らかである. X $\mathrm{e}_{0}=01^{\cup \mathrm{Q}\cup}2\cdots\cup \mathrm{Q}_{\mathrm{n}}$ ,

$\mathrm{Q}_{\mathrm{i}}\cap 0_{\mathrm{j}}=\Phi$
$(\mathrm{i}\neq \mathrm{j})$ , $\mathrm{Q}_{\mathrm{i}}(1\leqq \mathrm{i}\leqq \mathrm{n})$ は基本分割の同値類とする. $\mathrm{h}$ $’\in \mathrm{H}$

’

に対して $\mathrm{Q}_{\mathrm{i}^{\mathrm{h}}}$ $’=_{0_{\mathrm{i}}}$ が $(1\leqq \mathrm{i}\leqq \mathrm{n})$ 成り立つ. 以下において, $\mathrm{H}$ ’を X に拡張し, そ

の元が構造半群の元と可換であること示す.

$\Phi_{\mathrm{i}\mathrm{j}}$ : Xe $\mathrm{i}^{arrow \mathrm{X}\mathrm{e}}\mathrm{j}(0\leqq \mathrm{i},\dot{y}\leqq \mathrm{m}-1, \mathrm{e}_{\mathrm{i}}, \mathrm{e}_{\mathrm{j}}\in \mathrm{E}_{0})$ を $\mathrm{x}\phi \mathrm{i}\mathrm{j}=\mathrm{x}\mathrm{e}_{\mathrm{j}}$ と定める. こ

の $\Phi \mathrm{i}\mathrm{j}$ は全単射となって逆写像が存在する. また $\mathrm{x}\in \mathrm{X}\mathrm{e}_{\mathrm{i}}\cap$ Xe $\mathrm{j}$ のとき, $\mathrm{x}\phi$ ij

$=\mathrm{x}$ と, $\mathrm{x}\phi \mathrm{i}\mathrm{k}^{=\mathrm{x}}\emptyset$ jk $(0\leqq \mathrm{k}\leqq \mathrm{m}-1)$ が成り立ち, $\mathrm{y}\in(\mathrm{X}\mathrm{e}_{\mathrm{i}}\mathrm{n}\mathrm{X}\mathrm{e}_{\mathrm{j}})\Phi \mathrm{i}\mathrm{k}$ のと

き, $\mathrm{y}\phi \mathrm{i}\mathrm{k}^{-1}=\mathrm{y}\Phi_{\mathrm{j}\mathrm{k}^{-}}1$ が成り立つ.

$\mathrm{h}’\in \mathrm{H}$
’ に対して X上の置換 $\mathrm{h}$ を次のように定める. $\mathrm{x}\in \mathrm{X}\mathrm{e}_{\mathrm{i}}(0\leqq \mathrm{i}\leqq \mathrm{m}-1)$ の

時, $\mathrm{x}\mathrm{h}\equiv \mathrm{x}\Phi \mathrm{i}0^{\mathrm{h}}$

’
$\Phi \mathrm{i}\mathrm{O}^{-1}\cdot \mathrm{h}$

’が基本分割の同値類を固定することから, この値

は定まる. $\mathrm{x}\in \mathrm{X}\mathrm{e}_{1\mathrm{j}}\mathrm{n}\mathrm{x}\mathrm{e}$ の時, $\mathrm{x}\mathrm{h}=\mathrm{x}\Phi \mathrm{i}0^{\mathrm{h}}$

’
$\Phi \mathrm{i}0^{-1}=\mathrm{x}\mathrm{e}_{0}\mathrm{h}’\phi \mathrm{i}0^{-1}=\mathrm{x}\emptyset \mathrm{j}0^{\mathrm{h}}$

’

$\Phi_{\mathrm{i}0^{-1_{=_{\mathrm{X}}}}}\emptyset_{\mathrm{j}0}\mathrm{h}’\Phi_{\mathrm{j}0^{-1}}$ となって $\mathrm{h}$ は X上の置換となる. 任意の $\mathrm{g}’,$ $\mathrm{h}$ ’に対して

$\mathrm{x}(\mathrm{g}\mathrm{h})=(\mathrm{x}\mathrm{g})\mathrm{h}=(\mathrm{x}\mathrm{g}’)\mathrm{h}’=(\mathrm{x}\Phi \mathrm{i}0^{\mathrm{g}\phi}\mathrm{i}0^{-1})\Phi_{\mathrm{i}0}\mathrm{h}\emptyset_{\mathrm{i}0}-1_{=\mathrm{x}}\Phi \mathrm{i}0^{\mathrm{g}\mathrm{h}}\Phi_{\mathrm{i}0^{-1}}=$

$\emptyset_{\mathrm{i}\mathrm{O}}(\mathrm{g}\mathrm{h})$

’
$\Phi \mathrm{i}0^{-1}$ となる. また $\mathrm{x}\in \mathrm{X}\mathrm{e}_{0}$ のときは, $\mathrm{h}$ は $\mathrm{h}$

’ と等しい. よって旧よ,

$\mathrm{I}\mathrm{I}$ ’の拡張となり, $\mathrm{H}$ と $\mathrm{H}$ ’は同型である.

次に, この hが ($j(\mathrm{A})$の元と可換であることを示す. $\mathrm{x}\in \mathrm{X}\mathrm{e}_{\mathrm{i}},$ $\mathrm{u}\in\theta(\mathrm{A}),$ $\mathrm{h}’\in$

$\mathrm{H}’,$

.
$\mathrm{x}\mathrm{u}\in \mathrm{X}\mathrm{e}\mathrm{j}$ , $\mathrm{x}=\mathrm{y}\mathrm{e}_{\mathrm{i}},$ $\mathrm{y}\in \mathrm{X}\mathrm{e}_{0}$ とする. $\mathrm{x}\mathrm{u}\mathrm{h}=\mathrm{y}\mathrm{e}_{\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{j}0^{\mathrm{h}}}\mathrm{u}\mathrm{h}=\mathrm{y}\mathrm{e}\mathrm{u}\Phi$

’
$\Phi \mathrm{j}0^{-1}=$
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$\mathrm{y}(\mathrm{e}_{0}\mathrm{e}_{\mathrm{i}}\mathrm{u}\mathrm{e}_{0^{)\mathrm{h}}}$

’
$\emptyset \mathrm{j}0^{-1}=\mathrm{y}\mathrm{h}$

’
$(\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{e}_{\mathrm{i}}\mathrm{u}\mathrm{e}0)\Phi \mathrm{j}\mathrm{o}-1=\mathrm{y}\mathrm{h}’ \mathrm{e}_{\mathrm{i}}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{o}\Phi \mathrm{j}0-1\ldots(*)$ .

$\mathrm{h}$ ’が X $\mathrm{e}_{0}$ に含まれる基本分割の同値類を固定し, $\mathrm{y}$ と $\mathrm{y}\mathrm{h}$

’ は基本分割の同じ同値

類に属することと, $\mathrm{y}\mathrm{e}_{\mathrm{i}^{\mathrm{u}\mathrm{R}\mathrm{h}’ \mathrm{e}}}0^{\mathrm{y}}\mathrm{i}^{\mathrm{u}}$ が成り立つことより, $(*)=\mathrm{y}\mathrm{h}’ \mathrm{e}_{\mathrm{i}}\mathrm{u}\phi \mathrm{j}0$

$\phi_{\mathrm{j}0}0^{-1_{=}}\mathrm{y}\mathrm{h}$
’

$\mathrm{e}\mathrm{e}_{\mathrm{i}^{\mathrm{u}\mathrm{h}}\mathrm{o}^{\mathrm{e}}}=\mathrm{y}$

’
$\mathrm{i}\Phi_{\mathrm{i}0}\phi_{\mathrm{i}0^{-1_{\mathrm{u}=\mathrm{y}\mathrm{h}’}}}(\mathrm{e}_{0}\mathrm{e}_{\mathrm{i}^{\mathrm{e}_{0})}}\phi \mathrm{i}0^{-_{1_{\mathrm{u}=}}}$

$\mathrm{y}(\mathrm{e}_{0^{\mathrm{e}}\mathrm{i}^{\mathrm{e}}0})\mathrm{h}’\Phi \mathrm{i}0^{-1_{\mathrm{u}=\mathrm{x}\mathrm{e}\mathrm{h}}}0$
’

$\Phi_{\mathrm{i}0^{-1}}\mathrm{u}=_{\mathrm{X}}\Phi_{\mathrm{i}0}\mathrm{h}$
’

$\Phi \mathrm{i}0^{-1}\mathrm{u}=\mathrm{x}\mathrm{h}\mathrm{u}$ となる: 即ち

$\mathrm{x}\mathrm{u}\mathrm{h}=\mathrm{x}\mathrm{h}\mathrm{u}$が示された. よって $\mathrm{h}\in\lambda(\mathrm{A})$ となり, $\mathrm{H}\subseteq A(\mathrm{A})$ となる: また本定理の

直前に記した性質より, $A(\mathrm{A})$ を Xe $0$ に制限したものは, $\mathrm{H}$の部分群となり, $\mathrm{H}\supseteq$

$\lambda(\mathrm{A})$ が示される. 即ち, 1(A) $=\mathrm{H}$ となって, 定理が示された. 口

例 $\mathrm{A}=$ (X, I, N) , $\mathrm{X}=\{1,2,3,4,5,6,7,8\}$ , I $=\{\mathrm{a}, \mathrm{b}, \mathrm{c}\}$ として状態

遷移を表 1の様に定める.

Aの状態遷移 $\mathrm{H}$

’

a $\mathrm{b}$
$\mathrm{c}$

$1$ 2 4 2
2 3 6 3
3 1 5 7
4 5 1 5
5 6 3 6
6 4 2 8
7 2 4 2
8 5 1 5

表 1

$\mathrm{u}\in \mathrm{I}^{*}$ に対する $\Phi_{\mathrm{u}}$ を $\overline{\mathrm{u}}$で表す. この時, $\mathrm{E}_{0}=\{\overline{\mathrm{a}}^{3}, \overline{\mathrm{c}}^{3}\},$ $\mathrm{X}\overline{\mathrm{a}}^{3_{=}}\{1,2,3,4,5,6\}$ ,

$\mathrm{X}\overline{\mathrm{c}}^{3}=\{2,3,5,6,7,8\}$となり, $\overline{\mathrm{a}}^{3}C(\mathrm{A})\overline{\mathrm{a}}^{3}$ は $\mathrm{s}_{3}$ と同型である. $\mathrm{e}$ として-a 3をとる

と, $\mathrm{H}$ ’は表 1の様に表される. 基本分割は $\{\{1,4\}, \{2,3,5,6\}, \{7,8\}\}$ とな

る. $\mathrm{h}_{1},$ $\mathrm{h}_{4}$ を, 7 $\mathrm{h}_{1}=7,8\mathrm{h}_{1}=8,7\mathrm{h}_{4}=8,8\mathrm{h}_{4}=7$ となる様に $\mathrm{h}_{1}$

’

と $\mathrm{h}_{4}$

’

を拡

張したものとすれば, $\mathrm{H}=\{\mathrm{h}_{1}, \mathrm{h}_{4}\}$ である.

4. むすび

本論文では, 有限オートマトンの自己同型群について, 半群論的立場から考察

し, 自己同型群の具体的構成に関連する新たな結果と, $\mathrm{e}6’(\mathrm{A})\mathrm{e}$ と自己同型群の
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新たな関係を 3章において示した.

3章では強連結オートマトン Aの自己同型群 $A(\mathrm{A})$ に関する従来の結果を改善

し, 4 (A) は, $\mathrm{e}G(\mathrm{A})\mathrm{e}$の中心化群の元で基本分割を固定する要素からなる群と

同型になることを示した.

基本分割は自己同型群による分割よりは大きいものではあるが, Ba $\mathrm{r}$ ne $\mathrm{s}$ が与

えた自己同型群の分割の抽象的な条件とは異なり, 実際の構成を示唆する具体

的なものである.
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