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1 introduction

我々は [11] において, Stokes 方程式の弱解の存在を保証する条件である inf-sup condition に関わ
る定数を数値評価することによって, 厳密な意味での aposteriori 誤差の数値的保証を与えた. 本稿で
は, この aposteriori 誤差評価と同様な手法を用いることにより, Stokes方程式の有限要素解に対する
構成的 apriori 誤差評価が得られることを示し, あわせて数値例を与える.
次の同次境界条件を持つ Stokes 問題を考える:

$\{$

$-\nu\triangle u+\nabla p=f$ in $\Omega.$

,

$\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}u=0$ in $\Omega$ ,
$u=0$ on $\partial\Omega$ .

(1.1)

領域 $\Omega$ は $\mathrm{R}^{2}$ の凸多角形, $u=(u_{1}, u_{2})^{T},$ $f=(f1\cdot f_{2})^{T}$ は 2次元ベクトル値関数, $\nu>0$ である.
なお, 以下 $::\tau\ovalbox{\tt\small REJECT}$’は転置記号とする. $H^{k}(\Omega)$ を通常の $k$ 次 Sobolev 空間とし, 関数空間を以下で定義す
る.

$H_{0}^{1}(\Omega)$ $\equiv$ { $v\in H^{1}(\Omega)$ ; $v=0$ on $\partial\Omega$ },

$L_{0}^{2}(\Omega)$ $\equiv$ $\{v\in L^{2}(\Omega) ; \int_{\Omega}vdxdy=0\}$ ,

$S$ $\equiv$ $H_{0}^{1}(\Omega)22\mathrm{X}L0(\Omega)$ .

さらに $(\cdot, \cdot)$ を $\Omega$ 上の $L^{2_{-}}$ 内積とし, norm を以下で定める.

$|\cdot|0$ : $L^{2}(\Omega)$-norm, $|v|_{0^{2}}= \int_{\Omega}v^{2}dxdy$.

$|\cdot|_{1}$ : $H_{0}^{1}(\Omega)$-seminorm, $|v|1=|\nabla v|_{0}$ .

このとき, $S\mathrm{x}S$ 上の bilinear form $\mathcal{L}$ を

$L([u,p], [v, q])\equiv\nu(\nabla u, \nabla v)-(p, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}v)-(q, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}u)$ [$u,p1,$ $[v, q]\in S$ . (1.2)

で定義するとき, Stokes 方程式 (1.1) は次の同値な問題に置き換えられる :

find $[u,p]\in S$ such that
(1.3)

$\mathcal{L}([u,p]’.1v, q])=(f, v)$ $\forall[v, q]\in S$ .
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よく知られているように, (1.3) は $S$ 内に–意解を持つ.
また, [11] の議論から, 任意の $[u,p]\in S$ に対し

$\delta(u,p)\equiv$ $\sup$ $\frac{\mathcal{L}([u,p],[v,q])}{|v|_{1}+|q|_{0}}$

$\iota v,q\mathrm{J}[v,q]\epsilon S\neq 0$

とおくとき, 次の評価が成り立つ :

$\{$

$|u|_{1} \leq(\frac{1}{\nu^{2}}+\frac{1}{\beta^{2}})^{\frac{1}{2}}\delta(u,p)$,

$|p|0 \leq(\frac{1}{\beta}+\frac{\nu}{\beta^{2}})\delta(u,p)$ .
(1.4)

ここで, $\beta>0$ は領域 $\Omega$ にのみ依存する定数であり, 数値的に算定可能であるとする. 実際, $\Omega$ が正

方領域の場合は $1/\beta<2.614$ , また, 正 $n$ 角形のときは $\frac{1}{\beta}=\sqrt{\frac{2}{1-\sin(\pi/n)}}$ となる (cf. [3]).

2 有限要素解と apriori 誤差評価

この節では, (1.3) の有限要素近似解に対し, (1.4) の評価を用いた真の解と離散解との定量的 apri-
ori な誤差評価を導く. まず, 有限要素近似空間を設定する.
万を領域 $\Omega\subset \mathrm{R}^{2}$ の三角形または四角形分割, $h$ を $T_{h}$ の scale parameter とする. $h>0$ は領域

の分割幅を通常表す. 次に, $X_{h}\subset H_{0}^{1}(\Omega)\cap C(\overline{\Omega})$ を速度場 $u$ の各成分を近似する有限要素部分空間,
$\mathrm{Y}_{h}\subset L_{0}^{2}(\Omega)\cap C(\overline{\Omega})$ を圧力場 $p$ を近似する有限要素部分空間とする.
続いて, 無限次元空間から有限次元空間への projection を定義する. $P_{0}$ は $L^{2}(\Omega)$ から $X_{h}$ への

$L^{2}$-projection, $P_{1}$ を $H_{0}^{1}(\Omega)$ から $X_{h}$ への $H_{0}^{1}(\Omega)$-projection とする.

(1.3) の離散解は次で与える :

find $[u_{h}.p_{h}]\in X_{h}^{2}\cross \mathrm{Y}_{h}$ such that
(2.1)

$\mathcal{L}([u_{h\cdot p_{h}}]. [v_{h}.q_{h}])=(f_{:}v_{h})$ $\forall[v_{h\cdot q_{h}}]\in X_{h}^{2}\cross \mathrm{Y}_{h}$ .

また, $X_{h}$ の近似性として次を仮定する :

$\inf_{\xi\in X_{h}}|v-\xi|1\leq C_{0}h|v|_{2}$
$\forall v\in H_{0}^{1}(\Omega)\cap H^{2}(\Omega)$ . (2.2)

ただし, $C_{0}$ は数値的に算定可能な正定数, $|\cdot|$ は $\Omega$ 上の $H^{2}$-seminorm とする. 仮定 (2.2) は, 一般

の有限要素空間で成立することが知られている. また, $C_{0}$ が数値的に決められるような $X_{h}$ の例は多
い. 例えば, 1次元の区分 1次要素の空間では $C_{0}=1/\pi$ となる ([6]). また, 1次元の区分 2次要素の
テンソル積として定義される 2次元矩形要素では, 一様メッシ $\iota$ の場合 $C_{0}=1/(2\pi)$ , また, 三角形
様分割の区分 1次要素では $C_{0}\leq 0.81$ となることがいえる.

(2.2) から, projection の性質と Aubin-Nitsche’s trick を用いると, $\forall v\in H_{0}^{1}(\Omega),$ $v_{h}=P_{1}v$ とお

くと, 以下の不等式が成立する :
$|v-v_{h}|0\leq C_{0}h|v|_{1}$ . (2.3)

ここで, (1.3) の解 $[u,p]$ と (2.1) の有限要素解 $[u_{h},p_{h}]$ の誤差を

$\{$

$e_{h}\equiv u-u_{h}$

$\epsilon_{h}\equiv p-p_{h}$

とおくと,

$\mathcal{L}([e_{h}, \epsilon_{h}], [v, q])=\nu(\nabla(u-u_{h}), \nabla(v-\xi h))-(p-ph, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(v-\xi_{h}))+(q, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{V}u_{h})$
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が各 $[v, q]\in S,$ $\xi_{h}\in X_{h}^{2}$ について成立する. ここで, $\xi_{h}$ を $v=(v_{1}, v_{2})^{T}$ の各成分の $H_{0}^{1}$ -projection と

して

$v_{h}=(P_{11}v, P_{1}v2)^{T}$

とおけば, $H_{0}^{1}$ -projection の性質より

$\mathcal{L}([e_{h}, \epsilon_{h}], [v, q])=\nu(\nabla u, \nabla(v-vh))-(p-p_{h}, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(v-v_{h}))+(q, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{V}u_{h})$

が成り立つ. 従って, Green の公式, Schwarz の不等式, (2.3) より,

$\mathcal{L}([e_{h},\epsilon_{h}], [v, q])$ $=$ $(f-\nabla ph,v-v_{h})-(q, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}uh)$

$\leq$ $|f-\nabla ph|\mathrm{o}C0h|v|_{1}+|q|_{0}|\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}uh|0$

$\leq$ $(C0h|f-\nabla p_{h}|0+|\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}u_{h}|0)(|v|_{1}+|q|_{0})$

か\sim 風 $\hslash$ $\mathrm{b}^{\backslash }I\vdash$ 十 $\gamma$] $\Re$.の $\rceil_{\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{m}}$a 情\leq虐古 $+$ス

$P_{0}f=(P\mathrm{o}f1\cdot P_{0}f2)^{T}$

で定義する. このとき, $L^{2}$-projection の性質から

$|f-P_{0}f|0=2|f|_{0^{2}}-|P\mathrm{o}f|_{0}2$ . (2.4)

が成り立つことから, ある $0\leq\theta\leq\pi/2$ を用いることで, $|P_{0}f|0$ と $|f-P_{0}f|0$ は

$\{$

$|P_{0}f|0=|f|\mathrm{o}\sin\theta$ .
$|f-P_{0}f|_{0}=|f|_{0}\cos\theta$ .

(2.5)

と書ける.
次に, 定数 $K_{1},$ $K_{2}$ が $f$ に依らずに決まり,

$|\mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{V}u_{h}}|0\leq K_{1}|P\mathrm{o}f|0$ , (2.6)

$|-\nabla ph+P0f|_{0}\leq K_{2}|P_{0}f|0$ . (2.7)

か進巳ナスシ信常+X 且汰藺 $\star\triangleright$ V. $R^{r}\mathrm{r}$ の糟命\star 辻 $larrow k\text{休}-r\mathrm{s}$去寂$+Z$. $-m\mathrm{L}$ 壱 $\mathrm{Q}k\sim \mathrm{L}_{-\cap}+\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\#\sim-$ $\#_{-}\mathrm{k}$
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Proof. 任意の $f\in L^{2}(\Omega)^{2}$ に対し, Lemma 21, (2.6), (2.7) および (2.5) より

$\delta(e_{h}, r_{h})$ $\leq$ $C_{0}h(|-\nabla p_{h}+P_{0}f|0+|f-P_{0}f|0)+K_{1}|P_{0}f|0$

$\leq$ $C_{0}h(K_{2}|P_{0}f|0+|f-P_{0}f|0)+K_{1}|P_{0}f|0$

$=$ $((c_{0^{h}2}K+K_{1})\sin\theta+C_{0}h\cos\theta)|f|_{0}$

$\leq$ $((c_{0^{h}2}K+K_{1})^{2}+(C0^{h})2)^{\frac{1}{2}}|f|_{0}$

$=$ $C(h)|f|0$ .

よって, (1.4) より結論が得られる. 口

3 定数 $K_{1},$ $K_{2}$ の評価

この節では, (2.6), (2.7) を満足する定数 $K_{1},$ $K_{2}$ の評価方法を述べる. これらの定数が数値的に評
価可能であれば, (2.9) によって $C(h)$ が求まり, 定量的な apriori 誤差評価が可能となる.
まず, 有限要素空間 $X_{h},$ $\mathrm{Y}_{h}$ の次元をそれぞれ $n’.m$ とし, 基底をそれぞれ $\{\phi_{j}\}_{1\leq j}\leq n’\{\psi_{j}\}_{1\leq j\leq m}$

で定義する. このとき, 実係数 $\{a_{j}^{(1)}\}1\leq j\leq n’\{a_{j}^{(2)}\}1\leq j\leq n$ および $\{b_{j}\}_{1\leq j\leq m}$ によって, 有限要素近似

解 $u_{h}=(u_{h’ h}^{(1)()}u2)^{T}\in X_{h}^{2},$ $p_{h}\in \mathrm{Y}_{h}$ は

$u_{h}^{(1)}$ $=$ $\sum_{i=1}^{n}a^{(1}i)\phi_{i}$ ,

$u_{h}^{(2)}$ $=$ $\sum_{i=1}^{n}a^{(2})i\phi_{i}$ ,

$p_{h}$ $=$ $\sum_{i=1}^{m}b_{i}\psi i$ .

と –意に表現される. 従って, (2.1) tは

$\{$

$\sum a_{i}^{(1)}(\nabla\phi i\cdot\nabla\phi j)-\sum bi(\psi_{i}. \frac{\partial\phi_{j}}{\partial x})nn$ $=$ $(fi\cdot\phi_{j})$ $1\leq j\leq n$ .
$i=1$ $i=1$

$- \sum a_{i}^{(2)}(\nabla\phi i, \nabla\emptyset j)-\sum bi(\psi_{i}. \frac{\partial\phi_{j}}{\partial y})nn$ $=$ $(f_{2}.\phi_{j})$ $1\leq j\leq n$ .
$i=1$ $i=1$

$- \sum a_{i}^{(1)_{(}}\psi j,$$\frac{\partial\phi_{i}}{\partial x})m-\sum a_{i}^{(2)}m(\psi j\cdot, \frac{\partial\phi_{i}}{\partial y})$ $=$ $0$ $1\leq j\leq m$ .
$i=1$ $i=1$

(3.1)

を満たす $\{a_{j}^{(1)}\},$ $\{a_{j}^{(2)}\},$ $\{b_{j}\}$ を求めることと同値となる.
ここで, ベクトルを以下で定義する :

$\mathrm{a}_{1}$ $=$ $(a_{1’ 2}^{(1)}a,..a^{()}(1)..\text{ノ}n1)_{1\mathrm{x}n}$ ,

$\mathrm{a}_{2}$ $=$ $(a_{1,2’\cdot\cdot n}^{(2).(}aa^{(2)})_{1\mathrm{X}n_{\text{ノ}}}2)..,\cdot$

a $=$ $(\mathrm{a}_{1}, \mathrm{a}_{2})_{1\mathrm{x}2n}$ .
$\mathrm{b}$ $=$ $(b_{1}, b_{2,\ldots \text{ノ}}.b_{m})_{1\cross}m$

’

$\mathrm{f}_{1}$ $=$ $((f^{(1)}, \phi_{1})’.(f^{()}\iota J^{\cdot}\phi 2),$
$\ldots,$

$(f(1), \phi n))_{n}^{\tau_{\cross 1}}$ ,

$\mathrm{f}_{2}$ $=$ $((f^{(2)}, \emptyset 1)\text{ノ}.(f(2), \phi 2),$
$\ldots,$

$(f(2)., \phi n))_{n}^{\tau_{\cross 1}}$ ,

$\mathrm{f}$ $=$
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さらに, 行列を以下で定義する :

$(D_{0})_{ij}$ $=$ $(\nabla\phi_{i}, \nabla\phi_{j})n\cross n$
’

$(D)_{ij}$ $=$

$(E_{x})_{ij}$ $=$ $( \psi_{i}, \frac{\partial\phi_{j}}{\partial x})=-(\frac{\partial\psi_{i}}{\partial x}, \psi_{j})m\cross n$

’

$(E_{y})_{ij}$ $=$ $( \psi_{i}, \frac{\partial\phi_{j}}{\partial y})=-(\frac{\partial\psi_{i}}{\partial y}, \phi_{j})m\cross n$

’

$(E)_{ij}$ $=$ $(E_{x}E_{y})_{m\mathrm{X}2n}$ ,

$(G)_{ij}$ $=$ $)\cross(2n+m)$ .

以上の定義により, (3.1) は連立 1次方程式

$G=$ . (3.2)

に帰着される. さらに, $G$ の可逆性を仮定し, 逆行列 $G^{-1}$ を

$(G^{-1})ij=$ ,

の形に分解する. $G_{a},$ $G_{b}$ および $G_{*}$ }まそれぞれ $2n\cross 2n_{:}m\cross 2n$ . $m\cross m$ 行列として定義される.
従って, 与えらえた $f\in L^{2}(\Omega)^{2}$ に対し, (2.1) を満たす有限要素解 $[u_{h:}p_{h}]\in x_{hh}^{2_{\mathrm{X}\mathrm{Y}}}$ は, 次の演算で
与えられる :

$\mathrm{a}^{T}$

$=$ $G_{a}\mathrm{f}$ .
(3.3)

$\mathrm{b}^{T}$

$=$ $G_{b}\mathrm{f}$ .
次に, 各 $L^{2_{-}}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}|P_{0}f|0\cdot|\mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{V}u}h|0’.|-\nabla p_{h}+P_{0}f|0$ を行列の 2次形式で表現することで, $K_{1},$ $K_{2}$

の辣柘才か壷島ス

$P_{0}f_{1}= \sum_{1i=}q_{i}^{(1})\phi i$ , $P_{0f_{2}=} \sum qi=1i(2)_{\phi_{i}}$ .
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と書ける. 従って
$\mathrm{q}_{1}=(q_{1}’. . qn(1)\ldots(1))_{1\mathrm{X}n}$ . $\mathrm{q}_{2}=(q_{1}^{()..)}2.., q_{n}(2)_{1\mathrm{X}n}$ .

とおけば, $L^{2}$-projection の定義より, $1\leq i\leq n$ に対し

$\sum_{i=1}^{n}q_{i}^{()}(\phi i1.\phi_{j})=(f1\cdot\phi_{j})$ ,

$\sum_{i=1}^{n}q_{i}^{(2)}(\phi i\cdot\phi_{j})=(f2, \phi_{j})$

であるので,
$\mathrm{q}_{11}^{T1}=L^{-}\mathrm{f}$ . $\mathrm{q}_{22}^{T1}=L^{-}\mathrm{f}$ .

を得る. よって

$|P_{0}f|0^{2}$ $=$ $(P\mathrm{o}fi\cdot P0f1)+(P_{0}f_{2}.P0f_{2})$

$=$ $\sum_{i=1}^{n}q_{i}^{(1)}(\phi i\cdot P\mathrm{o}f_{1})+\sum_{i=\iota}^{n}q_{i}^{(}(\phi_{i}\text{ノ}P\mathrm{o}f2)2)$.

$=$ $\mathrm{q}_{1}L\mathrm{q}_{1}^{T}+\mathrm{q}_{2}L\mathrm{q}_{2}^{\tau}$

$=$ $\mathrm{f}_{1}^{\tau_{L}-1-1}LL\mathrm{f}_{1}+\mathrm{f}_{2^{T-1-1}}LLL\mathrm{f}_{2}$

$=$
$\mathrm{f}^{T}F\mathrm{f}$.

$\square$

次に, $n\cross n$行列 $D^{xx},$ $D^{xy},$ $D^{yy}$ を

$(D^{xx})_{ij}$ $=$ $( \frac{\partial\phi_{i}}{\partial x}. \frac{\partial\phi_{j}}{\partial x})\mathfrak{p}\cross \mathrm{n}$ .

$(D^{xy})_{ij}$ $=$ $( \frac{\partial\phi_{i}}{\partial x}.\cdot\frac{\partial\phi_{j}}{\partial \mathrm{e}/})n\cross n$ .

$(D^{yy})_{ij}$ $=$ $( \frac{\partial\phi_{i}}{\partial y}. \frac{\partial\phi_{j}}{\partial y})n\cross n$ .

で, さらに $2n\cross 2n$ 行列 $Q_{1}$ を

$(Q_{1})_{ij}=\underline,\cdot$

で宗差+\hslash .- のシキ $y\mathrm{k}\mathrm{f}\mathrm{i}\#$

.
$\gamma$] 」$\backslash \Gamma’$)
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Proof. 行列の定義と (3.3) より

$|\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{V}u_{h}|_{0}2$ $=$ $(\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}u_{h}, \mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{V}}u_{h})$

$=$
$( \frac{\partial u_{h}^{(1)}}{\partial x}, \frac{\partial u_{h}^{(1)}}{\partial x})+(\frac{\partial u_{h}^{(1)}}{\partial x}. \frac{\partial u_{h}^{(2)}}{\partial y})+(\frac{\partial u_{h}^{(2)}}{\partial y}, \frac{\partial u_{h}^{(1)}}{\partial x})+(\frac{\partial u_{h}^{(2)}}{\partial y}, \frac{\partial u_{h}^{(2)}}{\partial y})$

$=$ $\mathrm{a}_{1}D^{xx}\mathrm{a}_{1^{T}}+\mathrm{a}_{12}D^{xyT}\mathrm{a}+\mathrm{a}_{2}(D^{xy})^{TT}\mathrm{a}\iota+\mathrm{a}_{2}D^{yy}\mathrm{a}_{2^{T}}$

$=$ $\mathrm{a}Q_{1}\mathrm{a}^{T}$

$=$ $\mathrm{f}^{T}G_{a}Q1G_{a}\mathrm{f}$

$=$ $\mathrm{f}^{T}A_{1}\mathrm{f}$ .

従って結論が得られる. 口

次に, $m\cross m$ 行列 $\tilde{D}$ を
$(\overline{D})_{i}-\dot{\uparrow}(=\nabla\psi_{i}.\nabla\psi j)_{m\vee}\mathfrak{m}$

$|-\nabla p_{h}+P\mathrm{o}f|0^{2}$ $=$ $(\nabla p_{h}.\nabla ph)-(\nabla p_{h}.P0f)-(P0f.\nabla ph)+|P_{0}f|_{0}.l$

$=$
$\mathrm{b}EF\mathrm{f}+\mathrm{f}^{T}p^{\tau_{E^{\tau_{\mathrm{b}}}}}+\mathrm{b}\overline{D}\mathrm{b}^{T}+\mathrm{f}^{T}F\mathrm{f}$

$=$ $\mathrm{f}^{T}c_{b}^{\tau}EF\mathrm{f}+\mathrm{f}\tau(G_{b}\tau Ep)\tau_{\mathrm{f}}+\mathrm{f}^{T}G_{b}\tau\overline{D}c_{b}\mathrm{f}+\mathrm{f}^{T}F\mathrm{f}$

$=$ $\mathrm{f}^{T}A_{2}\mathrm{f}$ .

従って結論が得られる. 口

(3.5), (3.6) の評価は, $A$ を対称行列, $B$ を対称正定値行列とするときの–般固有値問題

$Ax=\lambda Bx$

の最大固有値を求める問題に帰着することができ, [10] で提案された手法を用いることで, これらの値

が評価できる.

4 数値例

領域 $\Omega$ は $(0,1)\cross(0,1)$ の正方領域, $\nu=1$ として, 以下の Stokes 方程式を考える :

$\{$

$-\triangle u+\nabla p=f$ in $\Omega=(0.1)\cross(0.1)’$.
$\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}u=0$ in $\Omega$ .

$u=0$ on $\partial\Omega$ .
(4.1)

正方領域 $\Omega$ は矩形要素に等分割する. x(または $y$ ) 軸方向の分割数を $N$ とおく. 分割の parameter $h$

は $h=1/N$ となる. 有限要素空間 $X_{h}\subset H_{0}^{1}(\Omega)\cap C(\overline{\Omega})$ の基底は区分的 2次要素 (piecewise bi-
quadratic) を用いる. また, $\mathrm{Y}_{h}\subset L^{2}(\Omega)\mathrm{n}c(\overline{\Omega})$ の基底は区分的 1次要素 (piecewise bilinear) を用い
る. 区分的 2次の基底も, 同じく 1次元の区分 2次要素のテンソル積で定義する.
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数値計算は FUJITSU $\mathrm{V}\mathrm{P}2600/10$ , 言語は Fortran, 精度は倍精度計算で行なった. もちろん, 数

値結果には丸め誤差が混入しているため, 正確な apriori評価を得るためには有理数演算, または精度

保証付きソフトウェアでの計算が必要である.
図 1は (2.9) の速度圧力に対する apriori 定数

$( \frac{1}{\nu^{2}}+\frac{1}{\beta^{2}})^{1/2}c(h)$ and $( \frac{1}{\beta}+\frac{\nu}{\beta^{2}})C(h)$ ,

の値をプロットしたものである.

図 1: Apriori 誤差評価

また, 図 2は

$u_{1}(x.y)$ $=$ $20_{X^{\underline{9}}}(1-X)^{2}y(1-y)(1-2y)$ ,

$u_{2}(x.y)$ $=$ $20_{y}-,(1-y)\underline{9}x(1-x)(1-2x)\text{ノ}$.

および

$p(x.y)=4x(=1+2y)(10x^{23}-15x+6x^{4}-10_{y}+30xy-20x^{2}y+10y-30xy22+20_{x^{2}y^{2}})$

が (4.1) の解となるように $f$ を選んだ場合の相対誤差を, [11] の手法を用いて計算した aposteriori 誤
差評価と比較したものである.
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