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1. はじめに

ポートフォリオ決定問題とは, 一定の資産を運用するにあたり, 収益性と危険性の両面
を考慮に入れた上でどのような資産をどれだけ保有するべきかを決定する問題 換言すれ
ば保有可能な種々の資産目録 (ポートフォリオ) の中から, 最も望ましい運用資産の投資
比率を選択する問題である. 特に Merton [1] による初期の研究以来, 証券価格が連続状
態連続時間確率過程に従う場合のポートフォリオ決定問題は, 多くの研究者によって議論
されてきた.
投資家が Arrow-Pratt の意味で危険回避的であり, 指数型, 対数型, べき型等の典型
的なタイプの効用をもつならば, 各資産への投資比率を–定に保つようにポートフォリオ
のリバランスを続ける (フィードバック制御を行う) ことが最適であることが知られてい
る. しかしながら, 個人投資家の効用と直接資産を運用する機関投資家の効用が常に同 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

であるとは限らないことを考慮すれば, 期待効用仮説に基づいたアプローチは現実のポー
トフォリオマネジメントにはなじまない等の問題点が指摘されている. 事実, 現実の市場
における機関投資家の興味は, 自らの運用資産が予め定められたパフォ $–$マンスに到達す
るか否かにあり, 目標到達型の行動を示すことが知られている.

Algoet and Cover [2] や Heath et al. [3] は, 総資産価格がある目標レベルに到達する
までの期待時刻を最小にするようなポートフォリオ決定問題を議論し, 最適ポートフォリ
オが Kelly Strategy [4] に –致することを示した. また, Cogger $et$ al. [5] は, ポートフォ
リオへの資産組入比率が資産運用期間中一定であるという条件の下で, 期間中に総資産価
格がある目標レベルに到達する確率を最大にする問題について議論している. Dohi et al.
[6, 7, 8] も同様な仮定の下で, 目標レベルを投資家の意志決定に明示的に組み入れた投資
戦略について議論している.
本研究では, Cogger et al. [5] によって議論された目標到達型ポートフォリオ決定問題

をより –般的な仮定の下で考察する. すなわち, 運用資産が予め定められた計画期間内に
目標レベルに到達する確率を最大にする最適行動がフィードバック制御形態をとるための
必要かつ十分条件を示す. さらに応用問題として, Fractional Kelly Strategy [9, 10, 11]
をとりあげ, 最適ポートフォリオを特徴づけることを試みる.

2. 連続時間 2資産ポートフォリオ決定問題

投資家の資産は 2種類の証券から構成されるものとする. ひとつは債券などの無危険資
産であり, 時刻 $t\geq 0$ における価格は, 無危険利子率 7’ によって $p_{0}\exp(rt)$ のように表
される. もう -方の資産は複数個の株式等によって構成される危険資産であり, その時刻
こおける価格はパラメータ $(\mu, \sigma)$ と初期値 $P$ をもつ幾何ブラウン運動過程に従うもの

とする. -般性を失うことな $\langle$ , $0<r<\mu$ の関係が満たされているものとする. 自己資
金調達を仮定し, 総資産中の危険資産への投資組入比率を $\alpha(t)$ と表記すれば, 投資家の
富 $\{W(t), t\geq 0\}$ の変動を記述する確率微分方程式は
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$dW(t)= \{m(\alpha(t))+\frac{\sigma^{2}\alpha(t)^{2}}{2}\}dt+\sigma\alpha(t)dB(t)$

.
(1)

となる. ここで, $\{B(t), t\geq 0\}$ は 1次元標準ブラウン運動過程であり,

$m( \alpha(t))=(\mu-r)\alpha(t)-\frac{\sigma^{2}\alpha(t)^{2}}{2}$ (2)

である. いま, 投資家は自らの富に対する目標レベルを有し, 計画期間 $[0, T]$ 内にその目
標レベルに到達することに最大の興味をもつものとする. 目標レベルを $G(>W(0))$ とし,
$m(\alpha(t))\geq 0$ を仮定すると, 投資家にとって実行可能な投資組入比率のクラスは次のよう
に表すことができる.

$\Psi=$ { $\alpha(t)|0\leq\alpha(t)\leq 1$ and $\alpha(t)<\omega$ }. (3)

ここで,

$\omega=\frac{\mu-r+\sqrt{(\mu-?)^{2}+2\sigma^{2}r}}{\sigma^{2}}$ (4)

である.

3. 解析と命題

$\dot{\mathrm{H}}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{h}$ et al. [3] に従って以下のような諸量を定義する. $x_{1}$ と $x_{2}$がそれぞれ資産価格
と時刻の初期値からなる初期値ベクトル $\mathrm{x}=(\log_{X_{1},X_{2}})$ の下で, 2変量ベクトル過程

$\mathrm{X}=(\log X_{1}(t), X_{2}(t))$ を定義する. ここで $\{X_{1}(t), t\geq 0\}$ および $\{X_{2}(t), t\geq 0\}$ はそれぞ
れ投資家の総資産価格過程および資産運用の経過時間過程を表している. 状態空間 $\mathrm{F}$ は
通常のユークリッド空間のボレル補集合であり, $\Sigma$ は, 初期値ベクトル x の下で左極限
を持ち, かつ右連続なプロセス X に対する非空な集合 $\mathrm{x}$ への写像, 関数 $u(x)$ は状態空
間 $\mathrm{F}$ から実数軸へのボレル関数とする.
以上の定義の下で, $\mathrm{x}=(\log_{X_{1,2}}X)$ は

$\mathrm{F}=\{\mathrm{x}\in \mathrm{R}^{2}$ ; $0<x_{1}\leq G,$ $0\leq x_{2}\leq T\}$ (5)

のように定義される. また 2変量ベクトル過程 $\mathrm{X}\in\Sigma(\mathrm{x})$ は次式を満足する.

$d\mathrm{X}=$ $\mathrm{a}dt+\mathrm{b}dB(t)$ . (6)

ここで,

$(\mathrm{a}, \mathrm{b})\in C(\mathrm{X})$ , (7)

$C(\mathrm{x})=\{(, );(a, b)\in A(x_{1})\}$ , (8)

$A(x_{1})=\{(m(\alpha(t)), \sigma\alpha(t));\alpha(t)\in\Psi\}$ (9)
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である. ’

計画期間 $[0, T]$ 内で資産価格の最大値が目標レベルを越える確率を最大にするためには,
資産価格が目標レベル $G$ と独立でない資産レベル

$L(X_{2}+t)=\log G-r(T-X_{2^{-}}t)$ (10)

に到達すれば, ただちに危険資産へのりバランスを停止 (危険資産への組入比率を $0$ に)
し, 無危険資産のみを時刻 $T$まで保有すればよい.
しかしながら, 資産レベル $L$ に $t\in[0, T]$ で到達する確率を最大にする $\alpha(t)$ を具体的

に求めることは極めて困難であるので, 次のように投資戦略を変更することを考える.
投資家は資産運用期間中, 危険資産への組み入れ比率を–定に保つような投資戦略を行
っものとする. そして計画期間内に資産価格が式 (10) で表される資産レベル $L$ に到達す
ると, 危険資産へのりバランスを停止し, 無危険資産のみを保有するものとする. このよ
うな戦略の下での総資産価格過程を $Z(t)$ とする. 以上より危険資産への投資組み入れ比
率が–定であるという条件の下で, 投資家の総資産価格過程 $Z(t)$ に対する成長率 (growth
rate) は次式のように表すことができる.

$\log Z(t)=\log x1+m(\overline{\alpha})t+\sigma(\overline{\alpha})B(t)$ . (11)

ここで,

$\overline{\alpha}=\{$

$0$ if $\log Z(t)\geq L(x_{2}+t)$ ,

$\alpha_{0}$ otherwise
(12)

である. これより, 問題は最適停止問題と呼ばれる特殊な制御問題に置き換えられる.
総資産価格過程 $Z(t)\text{の計画期間内^{での}最大値が目標レ^{ベを}ル越えている確率_{は_{}-}}$, 計画
期間内に成長率過程 $\log Z(t)$ が式 (10) の資産レベルに到達する確率に置き換えることが
でき, その確率は次式のように導出することができる.

$Q(\mathrm{x})$ $=$ $\mathrm{P}\mathrm{r}\{_{0\leq\leq T}\sup\log Zt-x_{2}(t)\geq\log G\}$

$=$
$\mathrm{P}_{1^{\backslash }}\{_{0\leq\leq\tau x_{2}}\sup_{-}\log Zt(t)\geq L(_{X_{2}+}t)\}$

$=$ $\Phi)(A)+\exp\{\frac{2n(\alpha_{0})}{\sigma^{2}\alpha_{0}^{2}}(L(x_{2})-\mathrm{I}0\mathrm{g} x_{1})\}\Phi(B)$ . (13)

ここで,

$A= \frac{-L(X_{2})+\log x1+n(\alpha_{0})(\tau-x2)}{\sigma\alpha_{0}\sqrt{T-x_{2}}}$ , (14)

$B= \frac{-L(x_{2})+\log X_{1^{-}}n(\alpha_{0})(T-x2)}{\sigma\alpha_{0}\sqrt{T-x_{2}}}$, (15)

$n(\alpha)=m(\alpha)-r$, (16)

であり, $\Phi(\cdot)$ は標準正規分布関数である. 以上のような仮定の下で, 投資家の富が計画期
間内に目標レベルに到達する確率を

$u( \mathrm{x})=\mathrm{P}\mathrm{r}\{\sup_{0\leq t\leq\tau_{-}x_{2}}\log x1(t)\geq\log G\}$ (17)
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のように定義すると, 問題は

$Q( \mathrm{x})\geq V(\mathrm{x})=\sup\{u(\mathrm{x}) : \mathrm{X}\in\Sigma(\mathrm{x})\}$ . (18)

を満たす定数ポートフォリオ $\alpha_{0}$を特徴づけることである.

補題 3.1 $[]$ : $Q$ : $\mathrm{F}arrow \mathrm{R}$ とし, $Q$ は状態空間 $\mathrm{F}$ 上で連続で, $\mathrm{F}$ の内点 F0上で連続 2階導
関数をもつとする. このとき, $\mathrm{x}\in \mathrm{F}^{0},$ $\mathrm{X}\in\Sigma(\mathrm{x})$ に対して, $Q\geq V$となるための必要か
つ十分条件は以下の通りである.

(i) $\mathrm{E}[\lim_{tarrow\infty}\sup Q(\mathrm{X})]\geq \mathrm{E}[\lim_{tarrow\infty}\sup u(\mathrm{x})]$

(ii) $\mathrm{P}\mathrm{r}$ [ $D(\mathrm{a},$ $\mathrm{b})Q(\mathrm{x})\leq 0$ for all $t$ ] $=1$

(iii) すべての $t,$ $\geq 0,$ $Q(\mathrm{x})\geq Y$に対して, 積分可能な確率変数 Yが存在する.

ここで, $D(\mathrm{a}, \mathrm{b})$ は a を $d\cross 1$ のベクトル, そして $\mathrm{b}$ を $d\cross m$ の行列とすると, 次式で表
されるような微分オペレーターである.

$D( \mathrm{a}, \mathrm{b})Q(\mathrm{y})=Q_{x}(\mathrm{y})\mathrm{a}+\frac{1}{2}\sum_{i=1j}^{d}\sum_{=1}Qx\iota dx_{j}(\mathrm{y})(\mathrm{b}\mathrm{b}’)_{ij}$ , (19)

$Q_{x}( \mathrm{y})=(\frac{\partial Q(\mathrm{y})}{\partial x_{1}},$
$\cdots,$

$\frac{\partial Q(\mathrm{y})}{\partial x_{d}})$ , (20)

$Q_{x_{t}x}(J \mathrm{y})=\frac{\partial^{2}Q(\mathrm{y})}{\partial x_{i}\partial_{X_{j}}}$ . (21)

以上の結果を直接用いることにより, 投資家が不等式 (16) を満足する組み入れ比率\alpha o

を選択するための必要かつ十分条件は以下のようになる.

命題 32: $D(\mathrm{a}, \mathrm{b})Q(\mathrm{x})$ は次のような 2次形式によって表される.

$D(\mathrm{a}, \mathrm{b})Q(\mathrm{x})=\Theta_{1}\alpha(t)^{2}+\Theta_{2}\alpha(t)+\Theta_{3}$ . (22)

そのとき, 式 (16) を満足する危険資産への組入比率\alpha oの解集合は以下のような非線形方
程式を満たす.

(1) $\Theta_{1}\geq 0$ :

(1-1) $\Theta_{1}+\Theta_{2}>0$ ;
(i) $\omega\geq 1$ のとき, $\Theta_{1}+\Theta_{2}+\Theta_{3}\leq 0$ .
(ii) $\omega<1$ のとき, $\mathrm{O}_{1}-\omega^{2}+\Theta 2\omega+\Theta_{\mathrm{s}}\leq 0$ .

(1-2) $\Theta_{1}+\Theta_{2}\leq 0$ のとき, $\Theta_{3}\leq 0$ .

(2) $\Theta_{1}<0$ :

(2-1) $\Theta_{2}<0$ のとき, $\Theta_{3}\leq 0$ .

(2-2) $0\leq\Theta_{2}<-2\Theta_{1}$ のとき, $-\Theta_{2}^{2}/(4\Theta_{1})+\Theta_{3}\leq 0$ .
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(2-3) $\Theta_{2}\geq-2\Theta_{1}$ ;
(i) $\omega\geq 1$ のとき, $\Theta_{1}+\Theta_{2}+\Theta_{3}\leq 0$ .
(ii) $\omega<1$ のとき, $\Theta_{1}\omega^{2}+\Theta_{2}\omega+\Theta_{3}\leq 0$ .

ここで,

$\Theta_{1}$ $=$ $\frac{1}{2\alpha_{0}^{2}}[\varphi(\lambda_{A}+\mathrm{e}^{Y}\lambda B)-2(\tau-X2)\{\frac{\sigma^{2}\alpha_{0}^{2}}{2}\lambda_{A}+(\mu-r)\alpha_{0}\mathrm{e}^{Y}\lambda_{B\}}$ (23)

$+4( \mu-r)\{\frac{\mu-r}{\sigma^{2}}-\frac{\alpha_{0}}{2}\}\mathrm{e}^{Y}\Phi(B)]$ , (24)

$\Theta_{2}=(\mu-r)[(T-x_{2})(\lambda A+\mathrm{e}^{Y}\lambda_{B})-\frac{2}{\sigma^{2}\alpha_{0}^{2}}\{(\mu-r)\alpha_{0}-\frac{\sigma^{2}\alpha_{0}^{2}}{2}\}\mathrm{e}^{Y}\Phi(B)]$ , (25)

$\Theta_{3}=-\frac{1}{2}\varphi(\lambda A+\mathrm{e}^{Y}\lambda_{B})-n(\alpha_{0})(T-X2)\lambda A$, (26)

$\varphi=L(x_{2})-\log x_{1^{-n}}(\alpha 0)(T-x2)$ , (27)

$\lambda_{A}=\frac{\phi_{A}}{\sigma(\alpha_{0})(T-X2)^{3/}2}$ , (28)

$\lambda_{B}=\frac{\phi_{B}}{\sigma(\alpha_{0})(T-X_{2})3/2}$ , (29)

$Y= \frac{2n(\alpha_{0})}{\sigma(\alpha_{0})^{2}}\{L(_{X_{2}})-\log x_{1}\}$ (30)

であり, $\phi(A)$ と $\phi(B)$ は $\Phi(A)$ と $\Phi(B)$ の密度関数を示す.

4. 具体例および考察

Li [11] は計画期間中の累積期待収益率がある値以上になる確率を–定に保ちながら, 総
資産価格の成長率を最大にするようなポートフォリオ決定問題を議論した. ここでは命題
3.1が満足されているという条件の下で, (13) 式で表される確率をある –定値以上に保ち
ながら, 資産価格が目標レベルに到達する期待時刻 $\mathrm{E}[\tau]$ ;

$\tau=\inf\{t;W(t)\geq G\}$ , (31)

を最小にする問題を考える. ここでは Li [11] に従って, Fractional Kelly Strategy と呼ば
れる投資戦略を議論する. つまり, 資産家は Kelly Strategy を $f$の割合で保有し, l-fの割
合で無危険資産を保有するものとする. f は Fractional Kelly Strategy [9, 10, 11] と呼ばれ
る. ここで,

Kelly Strategy:
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$\alpha_{k}=\{$

$(\mu-7’)/\sigma^{2}$ if $0< \frac{(\mu-r)}{\sigma^{2}}<1$ ,

1 otherwise.
(32)

上述の戦略の下で, 危険資産への組入比率は明らかに

$\alpha_{Ks=}\alpha_{K}f$ (33)

となり, $f$の定義域は $f\in[0,1/\alpha_{k}]$ である. また (13) 式で表される確率を

$S(f)=Q(x)|_{\alpha}0=\alpha_{Ks}$ (34)

のように表すと, 命題 1により導かれる $f$の実行可能領域を Aとすることによって, ポート
フォリオ決定問題は次式のような最適化問題として定式化される.

$\{$

$\min$ $\mathrm{E}[\tau]$ ,

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $S(f)\geq\gamma$ and $f\in$ A
(35)

ここで $\mathrm{E}$ は期待値を表す演算子であり, $\gamma\in[0,1]$ は投資家が予め設定する確率の下限値
である.

定義 4.1: Fractional Kelly Strategy $fe$ の下で $\mathrm{E}[\tau]$ 及び $S(f)$ をそれぞれ Ee $[\tau]$ 及び $Se[\gamma]$

と表すものとする. このとき, 次の条件が満足されているならば, ポートフォリオは有効
(efficient) であるという.

(i) $\mathrm{E}[\tau]>\mathrm{E}e[\tau]$ かつ $S(.f)\geq Se(f)$ なる $f(\neq fe)$ が存在しない.

(ii) $S(f)>s_{e}(f)$ かつ $\mathrm{E}[\tau]\geq \mathrm{E}e[\tau]$ なる.$f(\neq.fe)$ が存在しない.

定義 4.1より, 投資家が有効な Fractional Kelly Strategy のみを選択することを考える.
具体的な数値例を用いて $f$の実行可能領域 A及びその領域内での確率の最大値を求めた
ものが表 1である. 表 1より, Kelly Strategy を A内にある非常に小さな割合だけ保有する
とき, 投資家にとって危険資産へのりバランスを資産レベル $G$で停止することが最適とな
る. しかしながらそのとき, 定義 4.1より Fractional Kelly Strategy は有効でないことが
わかる. そして資産価格が目標レベルに到達する確率は非常に小さく, ほとんど $0$ になる
ことが示される.
また資産価格の目標レベルを大きくすると, 危険資産のみを保有すること, つまり Bold

Strategy が最適になる –方で, 目標レベルに到達する確率も低下する. 定義 4.1より, こ
の Fractional Kelly Strategy は有効となる. これより最適投資戦略は目標レベルの値に敏
感に影響を受けることがわかる. つまり, 投資家は目標レベルを設定するにあたり, A 内
に $f=1/\alpha_{I\mathrm{i}^{r}}$ が含まれる, すなわち危険資産のみを保有することが最適であるような目
標レベルを考えるべきである. さらに, この条件を満たす最小の目標レベルを設定すれ
ば, 総資産価格が目標レベルに到達する確率が最大となる.
図 1は問題 (24) に対する投資家戦略の振る舞いを示す. $f\geq 1$ を満足する Fractional

Kelly Strategy $f$は定義 4.1より有効であり, このことは, 総資産中の危険資産の割合を $\sigma_{K}$

よりも大きく設定するならば有効ポートフォリオを形成することが可能であることを意味
する. 最終的に, 問題 (24) に対する最適投資戦略について次の結果を得る.

命題 4.2: $Q(x)$ が $\alpha_{0}$ に対して単調増加であり, $\gamma=S(f_{\gamma})$ が仮定されているものと $\text{する}$ .
また, $f(\in\Lambda)$ の実行可能な最大値と最小値をそれぞれ $\overline{f}$ 及び $\underline{f}$ とすると, 問題 (24) $\#.\mathrm{x}_{\backslash }\iota$

する最適な Fractional Kelly Strategy (以上 $f^{*}$ と記す) は以下のように表せる.

84



(I) $\gamma_{1}\geq S(1)$ のとき :

(I-1).$f_{\gamma}\leq\underline{f}$ のとき $f^{*}=\underline{.f}$

(I-2) $\underline{f}<f_{\gamma}\leq\overline{f}$ のとき $f^{*}=.f_{\gamma}$

(I-3) $\overline{.f}<.f_{\gamma}$ のとき :
(i) $1/\sigma_{I\mathrm{i}^{r}}\in\Lambda$ のとき, $f^{*}=1/\sigma_{I\mathrm{i}’}$

(ii) $1/\sigma_{K}\not\in\Lambda$ のとき, 解なし.

(II) $\gamma<S(1)$ のとき :

(II-1) $f_{\gamma}\leq\underline{f}$ のとき :
(i) $1\leq\underline{f}$ のとき.$\mathrm{r}*=\underline{f}$

(ii) $\underline{f}<1\leq\overline{f}$ のとき $f^{*}=1$

(iii) $\overline{f}<1$ のとき.$\mathrm{r}*=\overline{f}$

(II-2) $\underline{.f}<.f_{\gamma}\leq\overline{.f}$ のとき $f^{*}=.f_{\gamma}$

(II-3) $\overline{.f}<f_{\gamma}$ のとき

(i) $1/\alpha_{K}\in\Lambda$ のとき, $f^{*}=1/\alpha_{K}$

(ii) $1/\alpha_{I\mathrm{i}’}\not\in\Lambda$ のとき, 解なし.
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表 1. Fractional Kelly Strategyの実行可能領域

$[\mu=0.06, \Gamma=0.03, \sigma=0.25]$
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Expected Time Probability

U. 23 U. $\mathrm{D}$ $\mathrm{u}$ . $/3$ $\perp$ $\perp.\cdot 25$ $\perp.5$ $\perp$ . $/5$ ...
Fractional Kelly Strategy

図 1. 投資戦略の振るまい

$[G=600[, x_{1}-S\mathrm{o}\mathit{0}[,$ $\tau_{=}].2[\mathrm{y}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{r}],$ $x2^{=}0[\mathrm{y}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{r}],$ $\mu=0.06$ , r4.03, $\sigma 4.25$ ]
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