
digit の block によって定義されるベキ級数の代数的独立性
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1 準備

$q$ を 2以上の整数とする, $W$ を $0,1,$ $\ldots$ , または $q-1$ からなる長さ有限の block
の全体とする. 即ち

$W:=\{b_{1}\cdots b\iota|b_{i}\in\{0,1, \ldots, q-1\}, l\geq 1\}$ .

$w=b_{1}\cdots b\iota\in W$ $(b_{i}\in\{0,1, \ldots, q-1\})$ に対して $|w|:=l$ ,

$v(w):=\{$

$\sum_{i=1}^{l}b_{i}q^{l-i}$ $(w\neq 0^{\iota})$

$q^{l}$ $(w=0\ovalbox{\tt\small REJECT}$

とおく. ここで
$0^{1}=0\cdot\cdot \mathrm{o}\wedge\iota$. とする. $w\in W$ と正整数 $n$ に対し, $e(w;n)$ を $n$ の q進

展開

$.n=.a_{k}a_{k-1}.\cdots a_{0\sum}=i=0ka_{iq}i$ $(a_{i}\in\{0,1, \ldots, q-1\}, a_{k}\neq 0)$

に現れる wの個数とする. 但し $w\neq 0^{l}(l\geq 1)$ のときは, $a_{k}$ の前に $0$ がいくつか並

んでいるものとし, $w=0^{l}$ のときはこの様な修正は行わない (Allouche and Shallit
[1] 参照). 即ち $|w|=l$ のとき

$e(w;n):=\#\{i\leq k|ai+l-1\ldots a_{i}=w\}$ .

但し $a_{k+1}=a_{k}+2=\ldots=0$ . また任意の $w\in W$ に対して $e(w;0)=0$ と定める.
定義より次の等式が成り立つ. $w\in W,$ $|w|=l$ とすると, 任意の $n\geq 0$ に対
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して

$e(w;n)=q-1b=0 \sum e(bw;n)$ , (1)

$e(w;n)=q \sum_{b=0}^{-1}e(wb;n)+\{$
1( $n\equiv v(w)$ (mod $q^{l})$ )
$0$ (その他).

(2)

また少なくとも–方が $0$ でない整数 $m,$ $n\geq 0(m<q^{l})$ に対して

$e(w;q^{l}n+m)=e(w;q^{\iota_{-}1}n+[m/q])+\{$
( $m\equiv v(w)$ (mod $q^{l})$ )

$0$ (その他).
(3)

本論文において数列 $\{e(w; n)\}_{\mathrm{t}n\geq \mathit{0}}$で生成された巾級数

$f(w;z):= \sum_{n\geq 0}e(w;n)zn$

及びその代数的数における値の代数的独立性を論ずる. なお数列 $\{e(w;n)\}_{n\geq \mathit{0}}$ は,
いわゆる q–regular数列 (Allouche and Shallit $[2\iota$ 参照) である. q–regular数
列の生成するベキ級数の値については Becker [3] が–般的な結果を得ているので

参照されたい.

2 関数 $f(w;z)$ の超越性

定理 1 任意の $w\in W$ に対して, $f(w;z)$ は $\mathbb{C}(z)$ 上超越的で次の関数方程

式を満たす.

$f(w;z)= \frac{1-z^{q}}{1-z}f(w;z^{q})+\frac{z^{v(w)}}{1-z^{q^{|w|}}}$ . (4)

証明 簡単のため $l=|w|$ ,

$m_{0}=\{$

$v(w)$ $(w\neq 0^{\iota})$ ,
$0$ $(w=0\iota)$ ,

$\delta=\{$

1 $(m_{\mathit{0}}\#^{0)}$ ,
$0$ $(m_{0}=0)$ ,
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とおき, (3) を用いると

$f(w;z)$ $= \sum_{n\geq \mathit{0}}ql-m=\sum_{0}^{-1}\sum^{q-1}e1r=\mathit{0}(w;q^{lqq}n+qm+r)zln+m+r$

$=$ $\sum_{n\geq \mathit{0}}\sum_{m=0}^{q^{l}-1}-1\sum_{r=\mathit{0}}^{q}e-1(w,\cdot, q-1mn+)\iota z+qqm+r\delta Z^{m}+0\sum_{n}\iota_{n+}Z\geq 1q^{\iota}n+m_{0}$

$=$ $\frac{1-z^{q}}{1-z}\sum_{n\geq 0}\sum_{\mathit{0}m=}e(w;qn+m)q^{l}-1\sim 1\iota_{-1}(Z)qq^{\iota_{-}}n+m+\delta z+m0\frac{z^{q^{l}+m_{0}}}{1-z^{q^{l}}}1$

$=$
$\frac{1-z^{q}}{1-z}f(w;z^{q})+\frac{z^{v(w)}}{1-\tilde{\rho}q^{l}}$ .

以上で関数方程式 (4) が証明された.

さて, $f(w;z)$ を $\mathbb{C}(z)$ 上代数的と仮定する. $f(z)=(1-z)f(w;z)$ とおくと関数
方程式 (4) は

$f(z)=f(Z^{q})+r(Z)$ $(r(z)\in \mathbb{C}(z))$

となる. 従って Kubota [4, ’ Corollary .9] 又は Loxton and van der Poorten [5, Theo-
$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}2]$ により $f(z)$ , 従って $f(w;z)$ , は有理関数となる. そこで $f(w;z)=a(z)/b(z)$

とおく. 但し $a(z),$ $b(\approx)$ は, $\mathbb{C}$ 上の多項式で互いに素とする. (4) より

$(1-z^{q})a(z)\iota b(z^{q})=(1+z+\cdots+Z^{q^{-}1})(1-z)q^{l}a(Z^{q})b(z)+z^{v(w)}b(Z)b(z^{q})$ .

上式に $z=1$ を代入して $b(1)=0$ を得る. $(a(z), b(z))=1$ より, $a(1)\neq 0$ となる.

$b(z)=(1-Z)Nb_{1}(z)$ $(b_{1}(z)\in \mathbb{C}[z]1\cdot’. : b_{1}(..1.)\neq 0, N\geq 1)$

とおくと,

$(1-z^{q})(\iota 1 - z^{q})^{N}a(Z)b1(z^{q})$ $=$ $(1+z+\cdots+z^{q-1})(1-z^{q})l(1 - z)^{N}a(z)qb1(_{\sim}^{\gamma})$

$+$ $z^{v(w)}(1-z)^{N}(1-z^{q})^{N}b1(Z)b_{1}(z)q$ .

両辺を $(1-Z)^{N}(1-Z^{q})$ で割り

$(1+z+\cdots+z^{q^{l}1}-)(1+Z+\cdots+z^{q-1})N-1a(Z)b_{1}(z)q$

$=(1+Z+\cdots+zq^{\iota}-1)a(z)qb_{1}(z)+z)v(w(1-z^{q})^{N}-1b1(z)b1(z)q$ .

$z=1$ を代入すると, $N\geq 2$ のとき $q^{N-1}=1,$ $N=1$ のとき $b_{1}(1)=0$ となり, いず

れの場合も矛盾を生ずる. 以上で $f(w;z)$ の $\mathbb{C}(z)$ 上の超越性が示された.
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Mahler [6] より次の系を得る.

系 任意の代数的数 $\alpha$ ( $0<$ 回 $<1$ ).に対して $f(w;\alpha)$ は超越数である.

3 関数 $f(w_{1)}Z),$
$\ldots$ . , $f(w_{m};z)$ の代数的独立性

$w_{1},$ $\ldots,$
$w_{m}\in W$

.
$\text{とする}...$$f_{i}( :z.)=$

.
$(1-.z)f\sim..\cdot...\cdot.-(w_{i;}\backslash \backslash \mathrm{t}z.)$

.
$\text{とおく}:.\text{と}.\text{定}.\text{理}1J\}^{\{:}\grave{1}$

より各 $f_{i}(z)$ は,

$f_{i}(z)=f_{i}(zq)+r_{i}(z)$ $(r_{i}(.\approx)\backslash \sim\wedge\in \mathbb{C}(z))$

の型の関数方程式を満たす. 従って Mahler [7] より, 関数 $f(w_{1}; z),$ . $.,$ $,$

$f(w_{m}; z)$

が $\mathbb{C}(z)$ 上代数的独立であるならば 代数的数 $\alpha(0<’|\alpha\acute{|}<1)$ に対して関数値

$f(w_{1}; \alpha),$
$\ldots,$

$f(w_{m};\alpha)$ は代数的独立となる. 従って問題は $f(w_{1;}z),$ $\ldots,(f(w_{m};z)$

の $\mathbb{C}(z)$ 上の代数的独立性に帰着されるが, Kubota [4, COrollary 9] 又は Loxton

and van der Poorten [5, Theorem 2] により, これは mod $\mathbb{C}(z)$ での $\mathbb{C}$ 上の線形独

立性に同値となる. ’ : . $\cdot$ .
.

定理 2 $w_{1_{J}}\ldots.\ovalbox{\tt\small REJECT}.w_{m}\in W,$ $l= \max\{|\overline{w}_{1}|’\ldots. , |w_{m}|\}$ とする. このとき次の 3

条件は同値である.

(i) $f(w_{1}; Z),$
$\ldots,$

$f(w_{m};z)$ は mod $\mathbb{C}(z)$ で $\mathbb{C}$ 上線形従属である.

(ii) 全てが $0$ ではない $c_{1},$ $\ldots,$
$c_{m}\in..\mathbb{C}$

.

が存在して, $\text{数列}\{=m\sum_{i1}.C_{i}e(wi;7\mathrm{z})\}_{n\geq 0}$. が周期

$q^{l-1}$の周期列となる.

(iii) 整数 $n$ に対して $n^{*}$ を $n\equiv n^{*}$ (lnod $q^{l-1}$ ) $(0\leq n^{*}<q^{l-1})$ に:より定める.

このとき, 行列 $(e(w_{i};n).-e(w_{i};n.)*)_{1\leq i\leq m,q}..l-1\leq n.\cdot\leq.q^{l}$
,

$\text{の階数},\#‘\mathrm{h}\backslash$ $m-1$ 以下である.

注意 与えられた $w_{1},$ $\ldots,$
$w_{m}\in W$. に対して (iii) は有限回の手続きで検証される.

系 $w_{1},$ $\ldots$ , wm\in Wが定理 2の条件を満たさないとき, 代数的数\alpha ( $0<$ 回 $<1$ )

に対して, $f(w_{1}; \alpha),$
$\ldots,$

$f(w_{\overline{m}};\alpha)$ は代数的独立である.

証明 $(\mathrm{i})\Rightarrow(\mathrm{i}\mathrm{i})$ . 条件 (i) より, 全てが 0でない $c_{1},$ . $,$ . $,$

$c_{m}\in \mathbb{C}$ と $r(z)\in \mathbb{C}(z)$
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が存在して

$\sum_{i=1}^{m}C_{i}f(w_{i};Z)=r(Z)$ (5)

となる. $z$ に $z^{q}$ を代入して

$*>$ $\sum_{i=1}^{m}c_{i}f(wi;z)qr=(z^{q})$ .

ここで (4) より

$f(w_{i;)} \mathrm{t}IZ^{q}=\frac{1-z}{1-z^{q}}(f(w_{i};Z)-d_{i}(z))$ $(1 \leq i\leq m)$ .

但し

$.d_{i}(z)= \frac{z^{v}}{1-z^{q^{1}}}..\cdot,$ $v_{i}=v(w_{i}),$ $\iota_{i}=|w_{i}|$ $(1 \leq i\leq m)$

と書けるから,

$\sum_{i=1}^{m}C_{i}\frac{1-z}{1-z^{q}}(f(wi;z)-di(Z))=r(z^{q})$ .

即ち

$\sum_{i=1}c_{i}mf(wi;Z)=\frac{1-z^{q}}{1-z}r(_{Z^{q}})+\sum_{i=1}^{m}Cid_{i}(_{Z)}$ .

上式を (5) に代入して

$r(z)= \frac{1-z^{q}}{1-z}r(_{Z^{q}})+\sum_{i=1}^{m}Cid_{i}(_{Z)}$

を得ゐ. BJ‘-\mbox{\boldmath $\pi$}\mbox{\boldmath $\sigma$})\not\in 2項は

$\sum_{i=1}^{m}cid_{i}(Z)=\frac{P(z)}{1-z^{q^{l}}}$

と書ける. 但し
.

$P(z)\in \mathbb{C}[z]$ , $\deg P(z)\leq 1\leq i\leq m\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ v_{i}+q^{l} - q^{l_{*}} \}\leq q^{l}$ . (6)

従って

$r(z)= \frac{1-z^{q}}{1-z}r(Z^{q})+\frac{P(z)}{1-z^{q^{l}}}$ . (7)

以下で

$R(z):=(1-z)qr(_{Z)1]}\iota_{-1}\in \mathbb{C}Z$ (8)

$\deg R(_{Z})<ql-1$ (9)

154



を示す. (8) を示すためには, $r(z)$ の極が 1の $q^{l-1}$ 乗根であり, しかも全て単純
極であることをいえばよい. (7) より $0$ は $r(z)$ の極ではない. $r(z)$ が 1の q’-l乗
根でない極をもつとし, そのうち偏角最小のものを 1つとり $\xi$ とする. 但し, 偏
角は $(0,2\pi]$ の間にとるものとする. $\xi_{1}$ を $\xi$ の $q$乗根で $\arg\xi_{1}=(\arg\xi)/q$

を満たすものとすると, $\xi_{1}$ は $r(z)$ の極ではない. 他方 $\xi_{1}$ は $\xi_{1}^{q}=\xi\neq 1$ より

$r(Z^{q})(1-Zq)/(1-Z)$ の極となるが, $\xi_{1^{q^{l}}}=\xi^{q^{l-1}}\neq 1$ より $P(z)/(1-z^{q})l$ の極では
ない. 従って (7) より $\xi_{1}$ は $r(z)$ の極となり矛盾が導かれる. 従って $r(z)$ の極は
1の $q^{l-1}$ 乗根である. 次に $r(z)$ の極が全て単純であることを示す. まず $z=1$ が

$r(z)$ の高々 1位の極であることに注意しておく. 実際 1が r(z) の $N(\geq 2)$ 位の極
とし, $s(z)=(1-Z)^{N}r(z)$ とおくと $s(1)\neq 0$ である. (7) より

$\frac{s(z)}{(1-z)^{N}}=\frac{1-z^{q}}{1-z}\frac{s(z^{q})}{(1-Z^{q})N}+\frac{P(z)}{1-z^{q^{l}}}$ .

従って

$s(z)= \frac{s.(z^{q})}{(1+z+\cdot\cdot+zq-1)^{N1}-}+\frac{(1-\mathcal{Z})^{N.1}-P(z)}{1+z+\cdot\cdot+z^{q^{\iota}}-1}$ .

上式で $z=1$ とすることにより, $1=q^{-N+1}$ . これは $N\geq 2$ に矛盾する. さて

$r(z)$ が 2位以上の極をもつとし, そのうち偏角最小のものを 1つとり, $\xi$ とする (偏

角の範囲は前と同じ), $\xi_{1}$ を $\xi$ の $q$乗根で, $\arg\xi_{1}=(\arg\xi)/q$ をみたすものとする
と, $\xi_{1}$ は $r(z)$ の高々 1位の極である. 他方上の注意より, $\xi_{1^{q}}=\xi\neq 1$ であるから,

$\xi_{1}\}$よ $r(z^{q})(1-Z^{q})/(1-Z)$ の 2位以上の極であるが, $\xi_{1^{q}}=\xi$ が I の $q^{l-1}$ 乗根であ
ることから $P(z)/(1-Z^{q})l$ の高々 1位の極である. 従って (7) より $\xi_{1}$ は $r(z)$ の 2

位以上の極となるが, これは矛盾. 従って $r(z)$ の極は全て単純である. 以上で (8)

が示された. 次に (9) を示す. (7), (8) より

$\frac{R(z)}{1-z^{q^{-1}}},=\frac{1-z^{q}}{1-z}\frac{R(z^{q})}{1-z^{q^{l}}}+\frac{P(z)}{1-z^{q^{l}}}$.

従って

$\frac{1-z^{q^{l}}}{1-z^{q^{\iota_{-}1}}}R(z)=\frac{1-z^{q}}{1-z}R(z)q+P(Z)$ (10)
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を得る. ここで

の場合は

$:\dot{.\mathrm{t}}$ $\vee.\cdot$
$.:\wedge.\cdot$

.

$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g}..\frac{1.-.\cdot z^{q^{l}}}{1-.z_{\wedge^{-}}^{q}\dot{k}\sim.\cdot\cdot.\iota..1}.R.(z)\geq.\cdot\deg\frac{1.-z^{q}}{1-.\sim\vee;},.R’.-\mathrm{t}.:(.Z^{q})$

$\sim q^{l}-q^{i-1}+\deg=\backslash .R(z$

.
$)\geq q-1+q\grave{\mathrm{d}}\mathrm{e}\mathrm{g}R(Z)$

となり. (9) が成り立つ. 他の場合は $(. 10)\backslash$ より

$\deg\frac{1-z^{q}}{1-z}R(z)q=\deg P(z)$

ぷ成り立たなければならない. 従って (6) より

$q-1+q\deg R(Z)\leq.q^{l}$

となり, いずれの場合も (9) を得る.

(5), (8) 及び (9) より, $r(z)=R(Z)/(1-Zq^{l1}-)$ の係数 $\{=\sum_{i1}^{m}c_{i}e(wi;n)\}_{n\geq \mathit{0}}$

は周期 $q^{l-1}$の周期列である.
$(\mathrm{i}\mathrm{i})\Rightarrow(\mathrm{i})$ . 明らか.
$(\mathrm{i}\mathrm{i})\Rightarrow(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ . $c_{1},$ $\ldots,$

$c_{m}\in \mathbb{C}$ を条件 (ii) を満たす様にとると

$\sum_{i=1}^{m}C_{i}(e(wi;n)-e(wi;n^{*}))=0$ $(n\geq 0)$

が成り立つ. 特に (iii) の行列の $m$ 個の列べクトルは $\mathbb{C}$ 上線形従属である.
$-\backslash -..-$

$\text{、}(\mathrm{i}i\mathrm{i})\Rightarrow(\mathrm{i}\mathrm{i}).$.(iii) より全てが $0$ ではない $c_{1},$ $\ldots,$
$c_{m}\in \mathbb{C}$ が存在して, ,

$\gamma_{n}$ $:=$

$\sum_{i=1}^{m}c_{i}e(w_{i};n)$ とおくとき .
. .

$\cdot$

.
$\cdot$

..$\cdot$... $\uparrow.$

’

. $\cdot$ .... . ..

$\gamma_{n}=\gamma_{n}*$ (11)

が全ての $n(0\leq n\leq q^{l})$ に対して成り立つ. (ii) を示すには, (11) が全ての $n$

について成立すればよい. $n>q^{l}$ とし, (11) が $n-1$ 以下まで成り立つとする.

$n=q^{l}k+n’(k\geq 0,0\leq n’<q^{l})$ とかく. 任意の $i(1\leq i\leq m)$ に対して, $n\equiv n’$

$(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} q^{\iota_{:}})$ であるから (3) より

$e(w_{i;n)}-e(w_{i};[n/q])=e(w_{i};n)’-e(w_{i};[n’/q])$ .

つまり

$e(w_{i};n)-e(w_{i};n);=e(w_{i};[n/q])-e(wi;[n’/q])$ .
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従って

$\gamma_{n}-\gamma_{n’}=\gamma[n/q]-\gamma[n’/q]$ . (12)

ここで $[n/q]^{*}=[n’/q]$ であるから, 帰納法の仮定より (12) の右辺は $0$ となる. 即ち

$\gamma_{n}=\gamma_{n’}$ .
$\overline{n}^{*}=n^{J^{*}}$ であるから, 帰納法の仮定より

$\gamma_{n}=\gamma_{n}*$ .

以上で, 定理が証明された.

$W$ の部分集合 $V$に対して

$L(V):= \{c(z)+\sum_{i=1}^{m}Cif(w_{i};z)|w_{1},..,$ $,w_{m}\in V,$ $c(z)\in \mathbb{C}(z),$ $c_{1},\ldots,c_{m}\in \mathbb{C},$ $m\geq 1\}$

とおく. $L(V)$ は $\mathbb{C}$ 上の線形空間である.

定理 3 正整数 $l$ に対して $W\iota:=$ $\{ w\in W||w|\leq l\}$ ,

$W_{l}^{*}:=\{bw\in W|b\in\{1, \ldots., q-1\}, |bw|=l\}\cup\{0^{l}\}$

とおくとき, $\{f(w;z)|w\in W_{l}^{*}\}$ はmod $\mathbb{C}(z)$ で $L(W_{l})$ の基底である.

証明 $W_{l}^{*}$ を $W_{l}^{*}=\{w_{0}=0^{l}, w_{1}, \ldots, w_{m}\}$ . (但し $m=\# W_{l}^{*}-1$ ) とかく.

まず

$\sum_{i=0}^{m}c_{i}f(wi;Z)\equiv 0$ (mod $\mathbb{C}(z)$ ) $(c_{i}\in \mathbb{C})$

と仮定し, $c_{1}=\cdots=C_{m}=0$ を示す. 任意の $i(1\leq i\leq m)$ をとる.

$w_{j}=b_{1}\cdots b_{l}$ $(b_{1}, \ldots , b_{l}\in\{0,1, \ldots , q-1 \}, b_{1}\neq 0)$

とし, $n= \sum_{2i=}^{l}biq^{l-i}$ とおくと, $v(w_{j})\equiv n(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} q^{\iota_{-}1})$ であるから, 定理 2 (ii) より

$\sum_{i=0}^{m}C_{i}e(wi;v(w_{j}))=.\sum_{?.=0}^{m}cie(wi;n)$
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を得る. $n<q^{l}$ であるから上式の右辺は $0$ となる. 他方左辺において, $b_{1}\neq 0$ よ

り $e(w_{i};v(w_{j}))\neq 0$ となるのは i $=i$ のときに限る. よって $c_{j}=0(1\leq i\leq m)$ .

従って

$\mathbb{C}(z)\ni\sum i=0$ ci $f(w_{i};z)=C0f(w0;z)$ .

ところが定理 1より, $f(w_{0};Z)\not\in \mathbb{C}(z)$ であるから $c_{0}=0$ となる.

次に $L(W\iota)=L(W_{l}^{*})$ を示す. $l=1$ のときは $W_{l}^{*}=\{0,1, \ldots, q-1\}=W_{1}$ であ

るから, この式は成り立つ. $l>1$ とし $L(W_{l-}1)=L(W_{\iota_{-}1}^{*})$ とする. $w\in W_{l-1}^{*}$ を

任意にとる. もし $w$ が $0$ で始まっていないならば $w\mathrm{O},$

$\ldots,$
$w(q-1)\in W_{l}^{*}$ であ

り, (2) より

$f(w;z)=b= \sum^{q-1}f(wb;z)0+\frac{z^{v(w)}}{1-z^{q^{\iota_{-}1}}}\in L(W^{*}\iota)$ .

$w$ が 0から始まっているならば, $w=0^{l1}-$ でなければならないので $0w,$ $\ldots,(q-1)W\in$

$W_{l}^{*}$ となる. すると (1) より

$f(w;z)=q-1b= \sum f(bw;z\mathit{0})\in L(W_{l}^{*})$ .

従って

$L(W_{l-}1)=L(W_{\iota_{-1}}^{*})\subset L(W_{l}^{*})$ .

$|w|=l$ となる $w\in W_{l}\backslash W_{l}^{*}$ の場合が残る. $w=\mathrm{O}x(x\in W_{l-1})$ と書けるから (1)

より

$f(w;z)=f( \mathrm{O}x;z)=f(x;z)-\sum fq-1b=1(bx;z)\in L(W_{l}^{*})$ .

従って $L(W_{l})=L(W_{l}^{*})$ . 以上で定理が証明された.

定理 4 $W^{*}:=\{b_{1}\cdots b_{l}|b_{i}\in\{0, \ldots, q-1\}, b_{1}\neq 0, b_{l}\neq \mathit{0}, l\geq 1\}\cup\{0\}$ と

おくとき, $\{f(w;z)\int w\in W^{*}\}$ はmod $\mathbb{C}(z)$ で $L(W)$ の基底である.

証明 まず任意の $w_{1},$ $\ldots,$
$w_{m}\in W^{*}$ に対して

$\sum_{i=1}^{m}C_{i}f(wi;Z)\equiv 0$ (mod $\mathbb{C}(z)$ ) $(c_{i}\in \mathbb{C})$

と仮定し, $c_{1}=\cdots=c_{m}=0$ を示す. $m=1$ のときは定理 1より正しい. $m>1$

とし, $m-1$ まではこの主張が正しいとする. $l= \max\{|w_{1}|, \ldots, |w_{m}|\}$ とおく.
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$w_{1}\neq 0,$ $|w_{1}|= \min\{|w_{i}||w_{i}\neq 0,1\leq i\leq m\}$ としてよい. 任意の $k\geq l$ に対し

て $n_{k}=v(w10^{k})$ とおく. $n_{k}\equiv 0(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} q^{\iota_{-}1})$ であるから定理 2 (ii) より

$\sum_{i=1}^{m}C_{i}e(w_{i};n_{k})=\sum Ci=1mie(w_{i};0)=0$ .

左辺において, $e(w_{1}; n_{k})=$ I. また $w_{i}\neq 0(2\leq i\leq m)$ のときは $e(w_{i};n_{k})=\mathit{0}$

であるから $c_{1}=0$ を得る. 他方 $w_{i}=\mathit{0}$ となる $i$ が存在するときは, $e(w_{i};n_{k})=$

$e(\mathrm{O};v(w1))+k$ となるから

$c_{1}+c_{i}(e(\mathrm{o};v(w_{1}))+k)=\mathit{0}$ .

$karrow\infty$ として $c_{i}=\mathit{0}$ . 従って $c_{1}=0$ となる. 故に

$\sum_{i=}^{m}c_{i}f(w_{i;}z)\in \mathbb{C}(_{Z})$

であり, 帰納法の仮定から $c_{2}=\cdots=C=\mathrm{o}m$ となる.

次に $L(W)=L(W^{*})$ を示す. 任意に $w\in W$ をとり,

$w=0^{k}x\mathit{0}^{l}$ $(k, l\geq 0, x\in(W^{*}\backslash \{0\})\cup\{\lambda\})$

と書く. 但し $\lambda$ は empty block とする. $k+l$ に関しての数学的帰納法で $f(w;z)\in$

$L(W^{*})$ を示す. $k+l=0$ ならば, $w=x\in W^{*}$ であるから正しい. 続いて $k+l>0$

とする. $\mathit{0}\leq k’+l’<k+l$ を満たす $k’,$ $l’\geq \mathit{0}$ 及び, 任意の $y\in(W^{*}\backslash \{\mathit{0}\})\cup\{\lambda\}$

に対して $f(\mathrm{O}^{k’}y\mathrm{o}\iota\prime Z;)\in L(W^{*})$ と仮定する. $k\geq 1$ ならば (1) より

$f(w;z)=f( \mathit{0}^{k_{X}}\mathit{0}^{l};z)=f(0k-1x\mathit{0}l;Z)-\sum_{=b1}^{-}fq1(b0^{k}-1lX0;z)$ .

$\mathit{0}\leq l<k+l,$ $x\neq 0$ より

$f(\mathit{0}^{k-1\iota}x\mathit{0};z),$ $f(b\mathrm{o}k-1_{X}0\iota_{J}.z)\in L(W^{*})$ $(1 \leq b\leq q-1)$ .

従って $f(w;z)\in L(W^{*})$ である. $k=0$ のときは (2) より

$f(w;z)=f(x0^{\iota};z) \equiv f(x0^{\iota_{-}1}; z)-\sum_{=b1}^{-}fq1(X\mathit{0}\iota-1b;z)$ (mod $\mathbb{C}(z)$ ).

ここで $x\neq 0$ より

$f(x\mathrm{o}^{\iota_{-}1}; z),$ $f(x0^{l-1}b;z)\in L(W^{*})$ $(1 \leq b\leq q-1)$

であるから $f(w;z)\in L(W^{*})$ となる. 従って $L(W)=L(W^{*})$ . 以上で定理が証明さ
れた.
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