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f.BSTRACT: For analytic $\overline{\mathrm{r}}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{C}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{f}(\mathrm{Z})\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{n}\sigma\circ$ to the class

$\mathrm{A}_{\mathrm{p}}$
, incegral operators $\mathrm{I}_{\mathrm{n}}^{\mathrm{a}}(\mathrm{f}(\mathrm{z}))$ are incroduced. The obj $\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}$ of the

presenc paper is to derive some $i\mathrm{n}\mathrm{C}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{S}\mathrm{C}i\mathrm{n}\sigma 3$ properties .of integral

operators $\mathrm{I}_{\mathrm{n}}^{\mathrm{a}}(\mathrm{f}(\mathrm{z}))$ . Our results contain some previous results by

M. $0\mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{V}\mathrm{i}\acute{\mathrm{c}}$ ([4]) , S. Owa, $\eta_{k}$ . $0\mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{i}’\mathrm{C}$ and M. Nunokawa ([6]) , and

by D. K. Thomas $(^{\ulcorner}.7])$ .

11 I NTRODUCT I ON $\mathrm{t}$

$\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{A}_{\mathrm{p}}$ deno $\mathrm{t}\mathrm{e}\subset \mathrm{h}\mathrm{e}$ clas $\mathrm{s}$ of functions of the

form

$(_{L}^{\urcorner}$ . $1)$ $\mathrm{f}(\mathrm{Z})=\mathrm{z}^{\mathrm{p}}+$ [ $\mathrm{a}_{\mathrm{k}}\mathrm{z}^{\mathrm{k}}$ ( $\mathrm{p}\in \mathrm{N}=(1$ , 2, 3 , . . . } $)$

$\mathrm{k}=\mathrm{p}+1$

which are analy tic in the $\circ \mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{n}$ uni $\subset$ disk $\mathrm{U}=$ [ $\mathrm{z}:$ $|\mathrm{z}|$ $<1\}$ . For $\overline{\mathrm{r}}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{C}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{S}$

$\mathrm{f}(\mathrm{Z})$ belong ing to $\mathrm{A}_{\mathrm{p}}$ , we de $\mathrm{f}$ ine

(1.2) $\mathrm{I}_{0}(\mathrm{f}(\mathrm{z}))$
$=$

$( \frac{\mathrm{f}(\mathrm{z})}{\mathrm{z}^{\mathrm{p}}})^{\mu}$ $(\mu>0)$

and

(1. 3) $\mathrm{I}_{\mathrm{n}}^{\mathrm{a}}(\mathrm{f}(\mathrm{z}))$ $= \frac{\mathrm{a}+1}{\mathrm{z}^{\mathrm{a}+1}}\int_{0}^{\mathrm{Z}}\mathrm{t}^{\mathrm{a}}(\mathrm{I}_{\mathrm{n}1}(\mathrm{a}-\mathrm{f}(\mathrm{c})))$ dt (a $>-1$ ),

where $\mathrm{n}\in \mathrm{N}$ and $\mathrm{I}_{0}^{\mathrm{a}}(\mathrm{f}(\mathrm{z}))$
$=\mathrm{I}_{0}(\mathrm{f}(\mathrm{z}))$ . For a $=0$ , the op $\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\subset_{\mathrm{O}\mathrm{r}}\mathrm{S}\mathrm{I}_{\mathrm{n}}^{0}(\mathrm{f}(\mathrm{z}))$

are introduced and $\mathrm{s}$ cudied by Owa [5].

Let $\mathrm{A}$ , $\mathrm{B}$ and X be fixed real numbers such that $-1=<\mathrm{B}<$ A $=<1$ and

$0\leqq\lambda\leqq 1$ . A funct ion $\mathrm{f}(\mathrm{z})$
$\in \mathrm{A}_{\mathrm{p}}$ is said to be in ehe

$\vee A_{\vee}$:

las $\mathrm{s}\mathrm{H}_{\mathrm{p}}$
( $\mathrm{A},$ $\mathrm{B},$

$\mu$ , X)

if it satisfies the condit ion

1991 $\uparrow.\tau_{\mathrm{a}\mathrm{c}}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{a}\subset \mathrm{i}-\mathrm{c}\mathrm{s}$ Subj ecc Clas $\mathrm{s}$ ificacions. Primary $30\mathrm{C}45$ ; Secondary $32\mathrm{A}_{-}20$ .

Key $\{_{\mathrm{t}}\mathfrak{s}_{\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{S}}$ and Phras es. $\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{a}1_{\mathrm{V}}\subset-$ ic $\mathrm{f}\mathrm{u}n\mathrm{c}\subset \mathrm{i}\mathrm{o}n$ , $\mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}_{\mathrm{o}}\sigma$ eome cr ic $\mathrm{s}$ erie $\mathrm{s}$ ,

sub $\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{a}\subset \mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ .
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(1. 4) $(1 -\lambda)$ $\prec\frac{1+\mathrm{A}z}{1+\mathrm{B}\mathrm{z}}$

$\mathrm{f}^{\mathrm{t}}(\mathrm{z})\mathrm{f}(_{\mathrm{Z})}1^{\lrcorner}-1$

$(\mathrm{Z}\in \mathrm{u})$ ,

where che symbol ” $\prec$ $1\uparrow \mathrm{s}$ Cands $\mathrm{f}$ or subordinat $\dot{\mathrm{L}}$ on. $\mathrm{t}^{\gamma}.\mathrm{e}$ no te
$\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t}\backslash \cdot.\mathrm{H}_{1}$

.
$(\mathrm{A}, \mathrm{B}, \mu, \lambda)$

is a subclas $\mathrm{s}$ of Bazilevi\v{c} functions ( $\mathrm{s}$ ee [2]). Further, we get Che

following subclas ses of analycic fun $\mathrm{c}$ cions:

$\mathrm{H}_{\mathrm{P}}(1-2\alpha, -1, \mathrm{t}\downarrow, 1)\equiv \mathrm{B}_{\mathrm{p}^{(\alpha,\mathrm{W})}}$

$= \{\mathrm{f}(\mathrm{z}) \in \mathrm{A}_{\mathrm{p}}.’ {\rm Re}(\frac{\mathrm{f}(\mathrm{z})}{\mathrm{z}^{\mathrm{P}}})^{\mathrm{t}^{\downarrow}}>\alpha, 0\leqq\alpha<1, \mathrm{z}\in \mathrm{u}\}$

and

$\mathrm{H}_{\mathrm{p}}(1-2\alpha, -1, \mathrm{k}\downarrow, 0)\equiv \mathrm{C}_{\mathrm{p}}(\alpha,$
$\mathrm{u}\rangle$

$(\mathrm{f}’(\mathrm{z})\mathrm{f}(\mathrm{Z})^{\mathrm{t}\downarrow-}1$

$=[\xi(\mathrm{Z})$
$\in \mathrm{A}_{\mathrm{p}}$ : ${\rm Re}($

$\mathrm{p}_{\mathrm{t}1}-1$

$)$ $>\alpha$ , $0\leqq\alpha<1$ , $\mathrm{z}\in:\mathrm{u}$ }
$\mathrm{p}\mathrm{z}$

In the present paper, we derive some interesting propercies of

integral operacors $\mathrm{I}_{\mathrm{n}}^{\mathrm{a}}(\mathrm{f}(\mathrm{z}))$ for functions $\mathrm{f}(\mathrm{Z})\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{n}\sigma\circ\subset 0$ the clas $\mathrm{s}$

$\mathrm{H}_{\mathrm{p}}$
(A. $\mathrm{B},$

$\mathrm{t}^{\rfloor}$ , $\lambda$ ). Our resulcs in this .D aper are the generalizations of che

results by $0\mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}_{\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{i}_{C}’}$ [4] , Owa, $\mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\circ \mathrm{v}\mathrm{i}\acute{\mathrm{c}}$ and Nunokawa [6] , and by

Thoma $\mathrm{s}$ [7].

21 PREL $\mathfrak{l}\mathrm{M}$ I NAR I ES AND MA I $\mathrm{N}$ RESU LTS ‘
To es Cablish our main $\mathrm{r}$ esults ,

we have co use Che EolLowing lenmas.

LEMMA 1 ([3])
1 If che funccion $\mathrm{p}(\mathrm{z})$ $=1+\mathrm{c}_{1}\mathrm{z}+\mathrm{c}_{2}\mathrm{z}^{2}+$ is

analyCic in $\mathrm{U}$ , $\mathrm{h}(\mathrm{z})$ is convex in $\mathrm{U}$ $\mathrm{w}\mathrm{i}$ Ch $\mathrm{h}(0)$ $=1$ , and $\gamma$ is a comp lex

number such Chac ${\rm Re}(\gamma)$ $>0$ , Chen $\subset \mathrm{h}\mathrm{e}$ Br io t-Bouquec $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}f$ erent ial

subordinacion

$\mathrm{p}(\mathrm{z})+\underline{\mathrm{z}_{\mathrm{P}}(|\mathrm{z})}$

$\prec$ $\mathrm{h}(\mathrm{z})$

$\gamma$

imp lie $\mathrm{s}$

$\mathrm{r}^{\mathrm{z}}$

$\mathrm{p}(\mathrm{z})\prec \mathrm{q}(\mathrm{Z})$ $=$
$)_{\mathrm{o}^{\mathrm{t}}}\gamma-1_{\mathrm{h}}(\mathrm{t}:)\mathrm{d}\mathrm{C}\prec \mathrm{h}(\mathrm{Z})$

$(\mathrm{Z}\in \mathrm{U})$
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and $\mathrm{q}(\mathrm{z})$ is the best dominant.

For complex numbers $\mathrm{a}$ , $\mathrm{b}$ , and $\mathrm{c}$ with $\mathrm{c}\neq 0$ , $-1$ , $-2$ , . . . , the

hypergeometric series

ab $\mathrm{a}(\mathrm{a}+1)\mathrm{b}(.\mathrm{b}+1)$ 2
(2.1)

$2^{\mathrm{F}}1(\mathrm{a}, \mathrm{b}_{i^{\mathrm{C}_{1}}}\cdot \mathrm{z})=\perp+\overline{\mathrm{c}}\mathrm{z}+\overline{2!\mathrm{c}(_{\mathrm{C}}+1)}\mathrm{z}$

$+$

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}$ ent $\mathrm{s}$ an analyt ic func $\mathrm{t}$ ion in $\mathrm{U}$ . I $\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{s}$ we 11 known by [11 that

LEMMA $2_{1}$ Let a, $\mathrm{b}$ , and $\mathrm{c}$ be real with $\mathrm{c}\neq 0$ , $-1$ , $-2$ , . . . and

$\mathrm{c}>\mathrm{b}>0$ . Then

(2. 2) $\int_{0}^{1}\mathrm{c}^{\mathrm{b}-1}$ (1-t) $\mathrm{c}-\mathrm{b}-1_{(\mathrm{t}}1-\mathrm{Z})-\mathrm{a}_{\mathrm{d}\mathrm{c}}=\frac{\Gamma(\mathrm{b})\Gamma(\mathrm{C}-\mathrm{b})}{\mathrm{r}(\circ)}2^{\mathrm{F}}1^{(\mathrm{a},\mathrm{b};\mathrm{C}_{1}\mathrm{z}}.)$,

(2.3) $2^{\mathrm{F}}1^{(\mathrm{a},\mathrm{b}};\mathrm{C};\mathrm{z})=(1-\mathrm{z})^{-}2\mathrm{F}_{1}(\mathrm{a}\mathrm{b}.\cdot \mathrm{C};\mathrm{a}, \mathrm{c}-\mathrm{Z}/(\mathrm{z}-1))$ ,

$\ln$ (1-z)
(2.4)

$2^{\mathrm{F}}1^{(1,1_{j}}.2.\cdot \mathrm{z})=$

$\mathrm{z}$

and

(2.5) $\mathrm{c}(\mathrm{c}-1)(\mathrm{z}-1)_{2}\mathrm{F}1^{()}\mathrm{a},$
$\mathrm{b}_{j}\mathrm{C}-1\cdot \mathrm{z}|+\mathrm{c}\{_{C-}1(2\mathrm{c}-\mathrm{a}-\mathrm{b}-1)\mathrm{z}^{\}}(2^{\mathrm{F}}1\mathrm{a}, \mathrm{b}_{jj}c\mathrm{z})$

$+(\mathrm{c}-\mathrm{a})(C-\mathrm{b})\mathrm{z}2\mathrm{l}^{(\cdot \mathrm{c}}\mathrm{F}\mathrm{a},$
$\mathrm{b}.+1;\mathrm{z})$ $=0$ .

LEMMA $3_{\iota}$ For any real number $\mathrm{d}(\mathrm{d}\neq 0)$ , we have

$(1+\mathrm{d}\mathrm{z})\ln(1+\mathrm{d}\mathrm{Z})$

(2. 6) $2^{\mathrm{F}_{1}(,1;}12_{i}\mathrm{d}\mathrm{z}/(\mathrm{d}\mathrm{z}+1))=$

dz

(2. 7) $2^{\mathrm{F}}1(1,1;3; \mathrm{d}\mathrm{z}/(\mathrm{d}\mathrm{z}+1))=\overline{\mathrm{d}\mathrm{z}}(1-\frac{\ln(1+\mathrm{d}\mathrm{Z})}{\mathrm{d}\mathrm{z}})$ ,
$2(1+\mathrm{d}\mathrm{z})$ $($

(2.8) $2^{\mathrm{F}}1(1,1 \cdot 4;|\mathrm{d}\mathrm{z}/(\mathrm{d}\mathrm{z}+1))=\frac{3(1+\mathrm{d}\mathrm{Z})}{2(\mathrm{d}\mathrm{z})^{\mathrm{J}}}$ { $2\ln(1+\mathrm{d}\mathrm{Z})$ $-$ dz $(2-\mathrm{d}\mathrm{z})$ },

and

(2. 9) $2^{\mathrm{F}}1^{(1,1_{i}5;}\mathrm{d}\mathrm{z}/(\mathrm{d}\mathrm{z}+1))$
$= \frac{2(1+\mathrm{d}\mathrm{Z})}{(\mathrm{d}\mathrm{z})^{\mathit{3}}}$ .

$[ \frac{2(\mathrm{d}\mathrm{z})-3\mathrm{d}\mathrm{Z}2+6}{3}$

$2\ln(1+\mathrm{d}\mathrm{z})$
$\mathrm{t}$

$-\overline{\mathrm{d}\mathrm{z}})$
.
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The proof of $\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{m}\iota \mathrm{I}\mathrm{a}3$ follows from the identities (2.4) and (2.5).

Now, we derive

$\mathrm{T}\mathrm{H}\mathrm{E}0\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{M}$ , If $\mathrm{f}(\mathrm{z})$

$\in \mathrm{H}_{\mathrm{p}}$
( $\mathrm{A}$ , B. 11, $\lambda$ ) with $\lambda>0$ . then for $|\mathrm{z}|$ $=\mathrm{r}<1$

(2.10) ${\rm Re}(\mathrm{I}_{\mathrm{n}}^{\mathrm{a}}(\mathrm{f}(\mathrm{z})))\geqq \mathrm{p}_{\mathrm{n}}(\mathrm{r})$ $>\mathrm{p}_{\mathrm{n}}(1)$ ,

where $\mathrm{n}\in \mathrm{N}_{0}=\{0,1,2, \ldots\}$ , $\mathrm{I}_{0}^{\mathrm{a}}(\overline{\mathrm{r}}(\mathrm{z}))=\mathrm{I}_{0}(\mathrm{f}(\mathrm{z}))_{:}$ and

$0<0_{n^{(\mathrm{r})}}=1+( \mathrm{B}-\mathrm{A})_{\mathrm{P}}\mu(\mathrm{a}+1)\mathfrak{x}\mathrm{n}\mathrm{k}=1\infty\frac{\mathrm{B}^{\mathrm{k}-1_{\mathrm{r}}\mathrm{k}}}{(\mathrm{p}_{1^{\mathrm{J}}}+\mathrm{k}\lambda)(\mathrm{k}+\mathrm{a}+1)^{\mathrm{n}}}$ $<1$ .

The es timate in (2. 10) is sharp.

$\mathrm{P}\mathrm{R}00\mathrm{F}1$ We shall prove this theorem by $u\mathrm{s}$ ing the mathematical

induction on $\mathrm{n}$ . Let us def ine the $f$unct ion $\mathrm{p}(\mathrm{z})$ by $\mathrm{p}(\mathrm{z})$ $=$ $(\mathrm{f}(\mathrm{z})/\mathrm{z}^{\mathrm{P}})^{\mu}$

with $\mathrm{w}>0$ . We choose a $\mathrm{p}\mathrm{r}$ inc ipal branch of ( $\mathrm{f}(\mathrm{z})/\mathrm{z}^{\mathrm{p}_{)}\mathfrak{t}1}$ so that $\mathrm{p}(\mathrm{z})$ is

analytic in $\cup$ with $\mathrm{P}(0)$ $=1$ . Since $\mathrm{f}(\mathrm{z})$ is in the $\mathrm{c}$ la $s\mathrm{s}\mathrm{H}_{\mathrm{p}}(\mathrm{A}, \mathrm{B}, \mathrm{t}\lrcorner , \lambda)$ , we

see that

$\mathrm{p}(\mathrm{z})+\frac{\lambda}{\mathrm{P}\mathrm{U}}$ zp $|(Z)$ $=(1- \lambda)(\frac{\mathrm{f}(\mathrm{z})}{\mathrm{z}^{\mathrm{P}}})^{\mathrm{k}^{1}}$ $+\lambda \mathrm{f}^{\mathrm{I}}(\mathrm{z})\mathrm{f}(\mathrm{z})^{\mathrm{k}}\mathrm{p}\mathrm{z}^{\mathrm{p}\downarrow}\iota-1\downarrow-1$

$\prec\frac{1+\mathrm{A}\mathrm{z}}{1+\mathrm{B}\mathrm{z}}$

Thus by Lemma 1 with $\gamma=\mathrm{P}\mathrm{L}^{1}/\lambda$ , we deduce tha $t$

(2. 11) $( \frac{\mathrm{f}(\mathrm{z})}{\mathrm{z}^{\mathrm{p}}}\}^{\prec}1\mu\frac{\mathrm{p}\mu}{\lambda}\mathrm{z}^{-\mathrm{P}\mathrm{W}/\lambda}$ $\int_{0}^{\mathrm{Z}}\frac{\subset(1(\mathrm{P}\mathrm{U}/\lambda)-1+\mathrm{A}\mathrm{c})}{1+\mathrm{B}\mathrm{c}}\mathrm{d}\mathrm{c}\equiv \mathrm{q}(\mathrm{z})$

$= \frac{\mathrm{P}\mathrm{k}^{1}}{\lambda}\int_{0}^{1}\frac{\mathrm{s}^{(\mathrm{P}\mathrm{t}1}(1)-1+/\lambda \mathrm{A}s\mathrm{Z})}{1+\mathrm{B}_{\mathrm{S}\mathrm{z}}}$ ds

$= \frac{\mathrm{p}\mu}{\lambda}\mathrm{J}_{0}^{\mathrm{r}^{1}}\mathrm{s}^{(_{\mathrm{P}1}1/)}\lambda-1_{(1}+\mathrm{B}\mathrm{s}\mathrm{Z})$ dS $+ \frac{\mathrm{p}\mu}{\lambda}$ Az $\int_{\mathrm{o}^{\mathrm{s}^{\mathrm{P}\mathrm{t}\mathit{1}}}}^{1}/\lambda_{(}1+\mathrm{B}\mathrm{S}\mathrm{Z}$ ) $-1_{\mathrm{d}\mathrm{s}}$

By using (2. 2) in (2. 11). we get

(2. $12\rangle$
$( \frac{\overline{\mathrm{r}}(\mathrm{z})}{\mathrm{z}^{\mathrm{P}}})^{\mu}(\prec \mathrm{q}(\mathrm{z})$

$= \int$

$2^{\mathrm{F}_{1}(\iota}1,$
$\mathrm{p}1/\lambda;1+\mathrm{p}\iota \mathit{1}/\lambda;-\mathrm{B}_{\mathrm{Z}})$

$+ \frac{\mathrm{p}_{11}}{\mathrm{P}^{|\mathrm{J}}+\lambda}\mathrm{A}\mathrm{z}_{2}\mathrm{F}_{1}$ (1, $1+\mathrm{p}_{\mathfrak{l}}1/\lambda;2+\mathrm{p}\mathrm{t}\mathit{1}/\mathrm{x};$ -Bz) $(\mathrm{B}\neq 0)$

$($

1
$+\underline{\mathrm{p}\mu}$

Az $(\mathrm{B}=\mathrm{C})$ .
$\mathrm{p}\mathrm{u}+\lambda$
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Now we show that

(2. 13) ${\rm Re}\{\mathrm{q}(\mathrm{Z})\}\approx>\mathrm{q}(-\mathrm{r})$ $(|\mathrm{z}| =\mathrm{r}< 1)$ .

5ince $-1\leqq \mathrm{B}<$ A $\leqq 1$ , the func Cion $(1+\mathrm{A}\mathrm{z})/(1+\mathrm{B}\mathrm{z})$ is convex (univalent)

in $\mathrm{U}$ and

${\rm Re}( \frac{1+\mathrm{A}\mathrm{z}}{1+\mathrm{B}\mathrm{z}})($ $\geqq\frac{1-\mathrm{A}\mathrm{r}}{1-\mathrm{B}\mathrm{r}}>$ $0$ $(|\mathrm{z}| =\mathrm{r}< 1)$ .

$\mathrm{S}\mathrm{e}\subset \mathrm{c}$ ing
$1+\mathrm{A}\mathrm{s}\mathrm{Z}$

g(s, z) $=$ $(0\leqq \mathrm{s}\leqq 1, \mathrm{z}\in \mathrm{u})$

$1+\mathrm{B}\mathrm{s}\mathrm{Z}$

and

dy $(\mathrm{s})$ $= \frac{\mathrm{p}\mu}{\lambda}\mathrm{s}^{(\mathrm{P}1/)}1\lambda-1_{\mathrm{d}\mathrm{S}}$

which is a pos $\mathrm{i}\subset \mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}$ measure on $[0 , 1]$ , we get $\mathrm{f}$ rom (2. 11) that

(2. 14) $\mathrm{q}(\mathrm{z})$ $=)^{\mathrm{r}_{0}^{1}}\mathrm{g}(\mathrm{s}, \mathrm{Z})$ du (s) $(\mathrm{Z}\in \mathrm{u})$ .

$\mathrm{T}_{\sim}^{7}\urcorner \mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{f}$ ore, we have

${\rm Re} \mathrm{t}\mathrm{q}(\mathrm{z})\}\geqq\int_{0}^{1}{\rm Re}\{_{\circ}\sigma(\mathrm{s}, \mathrm{Z})\}$ du (s) $\geqq\int_{0}^{1}\frac{1-\mathrm{A}\mathrm{s}\mathrm{r}}{1-\mathrm{B}_{\mathrm{S}\mathrm{r}}}$ dtl (s)

which proves the inequalicy (2. 13).

Now, us ing (2. 13) in (2. 12). we obtain

${\rm Re}(\overline{\mathrm{p}})\mathrm{z}$
$\geqq \mathrm{P}_{0^{(\mathrm{r})}}$

$=$
$- \frac{\mathrm{p}\mu}{\mathrm{p}\mu+\lambda}\mathrm{A}\mathrm{r}_{2}\mathrm{F}_{1}$ ( $1,1+\mathrm{p}\mathrm{t}\mathrm{l}/\lambda.\cdot 2+\mathrm{p}\mu/\lambda$ ; Br)

$(\mathrm{f}(\mathrm{z}) )$ tl $\rfloor^{(}$

$2^{\mathrm{F}}1^{(1,\mathrm{p}\mathrm{W}/}\lambda_{i\mathrm{P}}1+\mathfrak{U}/\lambda.\cdot$ Br)

$(\mathrm{B}\overline{\Gamma}^{\mathrm{A}}0)$

$($

1 $- \neg\frac{\mathrm{p}\mu}{\mathrm{p}_{\mathrm{t}^{1}}+\lambda}$ Ar $(\mathrm{B}=0)$ .

Simplifying the right hand side of the above escimate, we deduce that

$\mathrm{B}^{\mathrm{k}-1_{\mathrm{r}}\mathrm{k}}$

(2. 15). ${\rm Re}( \frac{\mathrm{f}(_{\mathrm{Z}})}{\mathrm{z}^{\mathrm{p}}}(\backslash ^{\mathrm{t}\downarrow})=>\mathrm{P}_{0^{(\mathrm{r})}}$

$= \int$

1 $+(\mathrm{B}-\mathrm{A})\mathrm{p}_{1^{1}}2$
$(\mathrm{B}\neq 0)$

$\mathrm{k}=1$ $\mathrm{p}_{\mathfrak{U}}+\mathrm{k}\lambda$

$(1- \frac{\mathrm{P}\mathrm{L}\downarrow}{\mathrm{p}\mathrm{u}+\lambda}$ Ar $(\mathrm{B}=0)$ ,
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which imp1ies that the result of the theorem is true for $\mathrm{n}=0$ .

For $\mathrm{n}=1$ , we have

${\rm Re} \{_{\overline{1}^{\mathrm{a}}}\epsilon 1^{(}(\mathrm{z}))\}={\rm Re}\{\frac{\mathrm{a}+1}{\mathrm{z}^{\mathrm{a}+1}}\int_{0}^{\mathrm{z}}\subset^{\mathrm{a}}(\frac{\mathrm{f}(\mathrm{t})}{\mathrm{c}^{\mathrm{P}}})\mathrm{d}\mathrm{t}\}\mathrm{u}$

$= \neg \mathrm{a}+\mathrm{r}\mathrm{a}+1\int_{0}^{\mathrm{r}}\mathrm{s}^{\mathrm{a}}{\rm Re}[\frac{\mathrm{f}(s\mathrm{e}^{\mathrm{i}\Theta})}{\mathrm{s}\mathrm{e}^{\iota\Theta}})$ ds

$\geqq\frac{\mathrm{a}+1}{\mathrm{r}a+1}\int_{\mathrm{o}^{\mathrm{s}^{\mathrm{a}}}}^{\mathrm{r}}(1+(\mathrm{B}-\mathrm{A})\mathrm{p}\mathrm{t}^{\mathrm{I}}\mathrm{k}=1\infty \mathfrak{x}\frac{\mathrm{s}}{\mathrm{p}_{\mathfrak{U}}+\mathrm{k}\lambda})$ ds
$\mathrm{B}^{\mathrm{k}-1}\mathrm{k}$

$=1+ \frac{\mathrm{a}+1}{\mathrm{r}^{\mathrm{a}+1}}(\mathrm{B}-\mathrm{A})\mathrm{p}\mathfrak{U}$ $\int_{0}^{\mathrm{r}}\mathrm{d}_{\mathrm{S}}+$ .

Since $|\mathrm{B}|$ $\leqq 1$ , $\mathrm{s}<$ $1$ and $\mathrm{p}\mu\neq \mathrm{k}\lambda\geqq \mathrm{P}^{\}\mathit{1}}+\lambda$ for all $\mathrm{k}=\succ 1$ , the series

$\infty:\mathrm{B}^{\mathrm{k}-1}\mathrm{s}^{\mathrm{k}+\mathrm{a}}/(\mathrm{P}\mathrm{t}\mathrm{l}+\mathrm{k}\lambda)$

is
$\dot{\mathrm{u}}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{f}$

ormly converg ent in $\mathrm{s}$ , so that Che serie $\mathrm{s}$

$\mathrm{k}=1$

can be inCegrated Cerm by Cerm. Thus we have

${\rm Re}\{\mathrm{I}_{1}^{\mathrm{a}_{(\mathrm{f}(\mathrm{Z})}})\}\geqq 0_{1^{(\mathrm{r})}}$
$=1+( \mathrm{B}-\mathrm{A})(\mathrm{a}+1)_{\mathrm{P}\mathrm{t}1}\mathrm{k}=1\infty[\frac{\mathrm{B}^{\mathrm{k}-1_{\mathrm{r}}\mathrm{k}}}{(\mathrm{p}\mu+\mathrm{k}\lambda)(\mathrm{k}+\mathrm{a}+1)}$

This shows that (2. 10) holds true $f$ or $\mathrm{n}=1$ .

Next, we a $\mathrm{s}$ sume that (2. 10) holds true $f$ or $\mathrm{n}=\mathrm{m}$ . Then, letting
$\mathrm{t}=$ se

$\mathrm{i}8$

we have

${\rm Re} \{\mathrm{I}_{\mathrm{m}+1}^{\mathrm{a}}(f(\mathrm{z}))\}={\rm Re} J_{(}\frac{\mathrm{a}+1}{\mathrm{z}^{\mathrm{a}+1}})_{\mathrm{o}}^{\mathrm{r}^{\mathrm{Z}}}\mathrm{c}^{\mathrm{a}}\{\mathrm{I}_{\mathrm{m}}^{\mathrm{a}}(\mathrm{f}(\mathrm{c}))\}\mathrm{d}\mathrm{C}\}$
$\prime\prime\sim$

$.-_{\zeta},$ ,

$= \frac{\mathrm{a}+1}{\mathrm{r}^{\mathrm{a}+1}}l_{0}^{\mathrm{r}^{\mathrm{r}}}\mathrm{s}^{\mathrm{a}}{\rm Re}\{\mathrm{I}_{\mathrm{m}}^{\mathrm{a}}(\mathrm{f}(\mathrm{c}))\}$ dt

$\mathrm{a}+1$
$\mathrm{B}^{\mathrm{k}-1}\mathrm{k}$

$=> \neg \mathrm{r}^{\mathrm{a}+}\int_{\mathrm{o}^{\mathrm{s}^{\mathrm{a}}}}^{\mathrm{r}}[1+(\mathrm{B}-\mathrm{A})(\mathrm{a}+1)^{\mathrm{m}_{\mathrm{p}_{\mathrm{l}\mathrm{J}}}}\mathrm{k}=1\infty 2\frac{\mathrm{s}}{(\mathrm{p}_{\mathrm{L}}\downarrow+\mathrm{k}\lambda)(\mathrm{k}+\mathrm{a}+1)^{\mathrm{m}}})$ ds

$=1+( \mathrm{B}-\mathrm{A})(\mathrm{a}+1)^{\mathrm{m}+}\mu 1_{\mathrm{p}\frac{1}{\mathrm{r}^{\mathrm{a}+1}}\mathrm{I}_{0}^{\mathrm{r}^{\mathrm{r}}}}(\mathrm{k}=1\infty[\frac{\mathrm{B}^{\mathrm{k}-1_{\mathrm{s}}\mathrm{k}}+\mathrm{a}}{(\mathrm{p}_{\mathfrak{U}^{+}}\mathrm{k}\lambda)(\mathrm{k}+\mathrm{a}+1)^{\mathrm{m}}})\mathrm{d}\mathrm{s}$ .

Noting Chat the integrand is $u\mathrm{n}\mathrm{i}f\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}!\mathrm{y}$ convergent.in $\mathrm{s}$ , we deduce that

${\rm Re}\{\mathrm{I}^{\mathrm{a}}(\mathrm{m}+1\mathrm{f}(\mathrm{Z}))\}=\succ \mathrm{P}_{\mathrm{m}+1^{(\mathrm{r}}})$ $=1+(\mathrm{B}-\mathrm{A}\rangle(\mathrm{a}+1)^{\mathrm{m}+}1\mathrm{p}\cup$
$\infty[\frac{\mathrm{B}^{\mathrm{k}-1_{\mathrm{r}}\mathrm{k}}+}{\mathrm{m}}$

$\mathrm{k}=1$ $(\mathrm{p}_{\mathrm{t}^{\lrcorner}}+\mathrm{k}\lambda)(\mathrm{k}+\mathrm{a}+1)$
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Therefore, we conclude Chat

${\rm Re}(\mathrm{I}_{\mathrm{n}^{((_{\mathrm{Z}})))}}^{\mathrm{a}}\mathrm{f}\geqq \mathrm{p}_{n^{(\mathrm{r})}}$

for any integer $\mathrm{n}\in \mathrm{N}_{0}$ .

Finally, lec us consider the funccion

$\mathrm{Y}_{\mathrm{n}^{(\mathrm{r})}}=1+(\mathrm{B}-\mathrm{A})(\mathrm{a}+1)^{\mathrm{n}_{\mathrm{p}1}}1\mathrm{k}=1\infty[\frac{\mathrm{B}^{\mathrm{k}-1_{\mathrm{r}}\mathrm{k}}}{(\mathrm{p}\mu+\mathrm{k}\lambda)(\mathrm{k}+\mathrm{a}+1)^{\mathrm{n}}}$ $(0<\mathrm{r}< 1)$ .

The series defined by $\gamma_{\mathrm{n}}(\mathrm{r})$ is absolutely and uniformly convergent for

each $\mathrm{n}\in \mathrm{N}_{0}$ and $0<\mathrm{r}<1$ . By suitably rearranging the terms in $\mathrm{v}_{n}(\mathrm{r})$ ,

it is easy to see that $0<\gamma_{\mathrm{n}}(\mathrm{r})$ $<1$ . Further, $\mathrm{s}$ ince $\gamma_{\mathrm{n}}(\mathrm{r})\leqq\backslash \prime_{\mathrm{n}-1}(\mathrm{r})$ and

$\mathrm{r}^{\mathrm{a}+1_{\tau}}(\mathrm{n}^{(}\mathrm{r})$
$=( \mathrm{a}+1)\int_{\mathrm{o}^{\mathrm{S}^{\mathrm{a}}\gamma}}^{\mathrm{r}}$

n-l
(s) ds ( $\mathrm{n}\in$ N) ,

we have thac $\gamma_{\mathrm{n}}{}^{\mathrm{t}}(\mathrm{r})$ $<0$ and $\gamma_{\mathrm{n}}(\mathrm{r})$ decreases with $\mathrm{r}$ as $\mathrm{r}=1^{-}$ for fixed

$\mathrm{n}$ and increases to 1 as $\mathrm{n}-?\infty$ for fixed $\mathrm{r}$ . This proves $\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\subset\backslash$’ $>{}^{\mathrm{t}}(_{\mathrm{n}^{(1)}}\cdot$

The es $\mathrm{c}$ ir:lace in (2. 10) i.s sharp for che $\mathrm{f}u\mathrm{n}\mathrm{c}\subset \mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\overline{\mathrm{r}}(\mathrm{z})\circ\sigma$ iven by

$[ \frac{f(\mathrm{z})}{\mathrm{z}^{\mathrm{p}}})^{\mathrm{t}\downarrow}=1_{1}^{\mathrm{r}}$

$2^{\mathrm{F}}1^{(/1}1,$$\mathrm{P}\iota|\lambda j+_{\mathrm{P}\mu/}\lambda j-\mathrm{B}\mathrm{z})$

$\mathrm{P}\mathrm{t}\downarrow$

$+\overline{\mathrm{p}\mu+\lambda}\mathrm{A}\mathrm{z}_{2}\mathrm{F}_{1}(1,1+\mathrm{P}\mathrm{u}/\lambda_{j}2+\mathrm{p}_{\mathfrak{U}/-}\lambda j\mathrm{B}\mathrm{z})$

$(\mathrm{B}\neq 0)$

1
$+\underline{\mathrm{p}\mu}$

Az $(\mathrm{B}=0)$ ,
$\mathrm{p}\mathrm{u}+\lambda$

where ${}^{\mathrm{t}}A$

$>$ $0$ . This comp letes Che proof $of$ the theor $\mathrm{e}\mathrm{m}$ .

Secting A $=1-2\mathrm{a}(0\leqq\alpha<1)$ , $\mathrm{B}=-1$ , and $\lambda=1$ in Theorem, we have

che following result which in turn leads Co che $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{l}\subset$ obtained by Owa

[51 for -a $=0$

$\mathrm{C}_{0\mathrm{R}0\mathrm{L}\mathrm{h}}\mathrm{R}\mathrm{Y}1_{\iota}$ I $f\xi(\mathrm{z})$
$\in \mathrm{B}_{\mathrm{P}}(\alpha, \mathrm{t}^{1})$

, then

${\rm Re}\{\mathrm{I}_{\mathrm{n}^{(}}^{\mathrm{a}}\mathrm{f}(_{\mathrm{Z}}))\}\geqq \mathrm{Y}_{\mathrm{n}^{(\mathrm{r})}}$ $>\gamma_{\mathrm{n}}(1)$ $(\mathrm{n}\in \mathrm{N}_{0} ; |\mathrm{z}| =\mathrm{r}< 1)$
,

wher $\mathrm{e}$

$\mathrm{r}^{\mathrm{k}}$

$0$

.

$.\cdot<..\cdot\gamma_{\mathrm{n},-}(\mathrm{r})$

.

$=1$ - 2 (1-a) $(\mathrm{a}+1)^{n}\mathrm{p}\mu \mathrm{k}=1\infty[(-1)$

k-l
$\overline{(\mathrm{P}\mathrm{u}+\mathrm{k})(\mathrm{k}+\mathrm{a}+1)^{\mathrm{n}}}<1$

,
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The result is sharp.

$\mathrm{C}0\mathrm{R}0\mathrm{L}\llcorner \mathrm{A}\mathrm{R}\mathrm{Y}2_{\iota}$ Zf $\mathrm{f}(\mathrm{z})$
$\in \mathrm{A}_{1}$ satisfies

$\overline{\mathrm{r}}^{\tau}(_{\mathrm{Z}})\prec\underline{1+\mathrm{A}\mathrm{z}}$

$-$

( $\mathrm{Z}\epsilon$ U)
1 $+$ Bz

with $-1\leqq \mathrm{B}<$ A $\leqq 1$ , then

A A ln(l+Bz)

(2.16)
$\underline{\mathrm{f}(\mathrm{z})}$

$arrow \mathrm{q}(\mathrm{z})=\{$
$\overline{\mathrm{B}}$

$+(1-)\overline{\mathrm{B}}\overline{\mathrm{B}\mathrm{Z}}$
$(\mathrm{B}\Gamma t0)$

$\mathrm{z}$

and $\mathrm{q}(\mathrm{z}\rangle$ is the besc $\mathrm{d}_{\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}$ . Further ,

A . A ln(l-B)

(2. 17) ${\rm Re}( \frac{\mathrm{f}(\mathrm{z})}{\mathrm{z}}\}1$ $>1_{1}^{(}-$

$-$ $(\dot{1}--)-$ $(\mathrm{B}\neq 0)$

$\mathrm{B}$ $\mathrm{B}$ $\mathrm{B}$

1
$-\underline{\mathrm{A}}$

$(\mathrm{B}=0)$ .
2

The $f$unction $\mathrm{q}(\mathrm{z})$ in (2. 16) shows $\subset \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{C}$ the es timate in (2. 17) is sharp.

$\mathrm{P}\mathrm{R}00\mathrm{F}1$ The $f$ irs $\mathrm{c}$ half of the corollary. $\mathrm{f}..\mathrm{O}$

,
llows $f$

. rom (2. 12) by

taking $\mathrm{P}=\mu=\lambda=1$ and by us ing the identities (2. 3). (2. 4) and (2. 7)

respec $\mathrm{t}$ ively. The es timate (2. 17) is $\mathrm{o}\mathrm{b}$ tained by letting $\mathrm{p}=\mu=\lambda=1$ ,

$\mathrm{n}=0$ and a $=0$ in $(2. 10)*$ This completes the o $\mathrm{r}\mathrm{o}$

-. of of the corollary.

In view of Corollary 2. we note that if $\mathrm{f}(\mathrm{z})$
$\in \mathrm{A}_{1}$ satisfies che

condicion

1. $+\mathrm{A}^{\star}$

. $\mathrm{z}$

$\mathrm{f}’(\mathrm{z})\prec\backslash \overline{1+\mathrm{B}\mathrm{Z}}$
( $\mathrm{z}\in$ U)

with $\mathrm{A}^{\star}=$ (Bln $(1-\mathrm{B})$ ) $/(\mathrm{B}+\ln(1-\mathrm{B}))$ , $\mathrm{B}\neq 0$ , then ${\rm Re}(\overline{\mathrm{r}}(\mathrm{z})/\mathrm{z})$ $>0(\mathrm{z}\in \mathrm{U})$ .
From this it $\mathrm{f}$ ollows that $\mathrm{i}f{\rm Re}(\mathrm{f}^{1}(\mathrm{z}))$ $>$ ( $\ln 4$ - l)/(ln4 - 2) , then

${\rm Re}(f(\mathrm{z})/\mathrm{Z})$ $\succ 0$ $(\mathrm{z}\in\Downarrow)$ .

$\mathrm{C}_{0\mathrm{R}0\llcorner}\mathrm{L}\mathrm{A}\mathrm{R}\mathrm{Y}5$ . Suppose that $\overline{\mathrm{r}}(\mathrm{z})$

$\in \mathrm{A}_{1}$ sacisfies the condition
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1 $+$ Az
$\mathrm{f}’(\mathrm{z})+\lambda \mathrm{z}\mathrm{f}^{\uparrow\dagger}(\mathrm{z})A\overline{1+\mathrm{B}\mathrm{z}}$

$(\mathrm{Z}\in \mathrm{u})$

with $-1\leqq \mathrm{B}<$ A $\leqq \mathrm{i}$ and $\lambda>0$ . Then

(2. 18) $\mathrm{f}.,$ $(\mathrm{z})\prec \mathrm{q}(\mathrm{z})=\{$

$\frac{1}{\dot{1}+\mathrm{B}\mathrm{z}}[_{2}\mathrm{F}_{1^{(1.1}}.\cdot(\lambda+1)/\lambda_{i}\mathrm{B}\mathrm{Z}/(\mathrm{B}\mathrm{Z}+1))$

$+ \frac{\mathrm{A}\mathrm{z}}{\lambda+1}2^{\mathrm{F}}1^{(1,1}.\cdot(2\lambda+1)/\lambda;\mathrm{B}\mathrm{z}/(\mathrm{B}\mathrm{z}+1))$ $(\mathrm{B}\neq 0)$

Az
1 $+-$ $(\mathrm{B}=0)$

$\lambda+1$

and this is the best dominant. Furthermore,

$\mathrm{B}^{\mathrm{k}-1}$

(2. 19) ${\rm Re}\{\mathrm{f}^{1}(\mathrm{Z})\}>1+(\mathrm{B}-\mathrm{A})$ I $\overline{\mathrm{n}}$
$\mathrm{k}=1(\mathrm{k}\lambda+1)(\mathrm{k}+1)$

The function $\mathrm{q}(\mathrm{z})$ in (2. 18) shows that the estimate (2. 19) is sharp.

$\mathrm{P}\mathrm{R}00\mathrm{F}_{1}$ The result (2. 18) is $\mathrm{o}\mathrm{b}$ tained by $\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{i}.1\urcorner \mathrm{g}$ zf $\mathrm{t}(\mathrm{Z})$ $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{s}$ cead $\mathrm{o}\overline{\mathrm{r}}$

$\mathrm{f}(\mathrm{z})$ and putting $\mathrm{p}=\iota\downarrow=1$ in (2. 12) $\mathrm{f}$ ollowed by us ing $\subset \mathrm{h}\mathrm{e}$ identity (2. 3)

The es $t$ imate (2. 19) can be deduced by $\mathrm{s}$ et $\mathrm{C}$ ing $\mathrm{p}=\mathrm{u}=1$ . $\mathrm{n}=0$ and a $=0$ in

(2. 10).

Putt $in\mathrm{g}\lambda=1/2$ in Corollary 3, we $\mathrm{h}a\mathrm{v}\mathrm{e}$

EXAMPLE 1 , If $f(\mathrm{z})\in \mathrm{A}_{1}\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{i}_{\mathrm{S}}f\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{s}$

1 1 $+$ Az
$\mathrm{f}^{\mathrm{t}}(\mathrm{z})+\overline{2}\mathrm{z}\mathrm{f}^{\mathrm{t}1}(\mathrm{z})\prec\overline{1+\mathrm{B}\mathrm{z}}$

$(\mathrm{z}\in \mathrm{u})$ ,

then

$\int\frac{\mathrm{A}}{\mathrm{B}}-\frac{2}{\mathrm{B}^{\angle’}}(1-\frac{\mathrm{A}}{\mathrm{B}}),$

$(^{\mathrm{l}}\mathrm{n}(1+\mathrm{B}\propto)\mathrm{Z})-\mathrm{B}\mathrm{z}_{)}\mathrm{z}$ $(\mathrm{B}\neq 0)$

$\mathrm{f}^{\mathrm{t}}(\mathrm{z})\prec \mathrm{q}(\mathrm{z})$ $=$

and Chis is the best dominant. Further,

${\rm Re}\{\mathrm{f}^{\mathrm{t}}\backslash (\mathrm{Z})\}>\{$

$\frac{\mathrm{A}}{\mathrm{B}}-\frac{2}{\mathrm{B}^{2}}(1-\frac{\mathrm{A}}{\mathrm{B}})(\ln(1-\mathrm{B})+\mathrm{B})$
$(\mathrm{B}\neq 0)$

2
1 $–$ A $(\mathrm{B}=0)$ .

3
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The result \’is $\mathrm{s}$ harp.

The above example for A $=’ 1-2\alpha$ $(0\leqq\alpha< 1)$ and $\mathrm{B}=-1$ was obtained

by $0\mathrm{w}.\mathrm{a}$ , Obradovi\v{c} and Nunokawa [6]. We also observe that if $\mathrm{B}\neq 0$ and

$\mathrm{f}^{\tau}(\mathrm{z})+\frac{1}{2}\mathrm{z}\mathrm{f}^{\iota}$
, $( \mathrm{Z})\prec.\frac{1.+\mathrm{A}^{\prime\backslash \wedge}\sim^{\mathrm{t}}\vee\backslash \vee \mathrm{Z}}{1+\mathrm{B}\mathrm{z}}$ ( $\mathrm{Z}\epsilon$ U)

with $\mathrm{A}^{\star^{\lrcorner,}}’\backslash =\{2\mathrm{B}(\mathrm{B}+\ln(1^{\cdot}-\mathrm{B}))\}/\{2(\mathrm{B}+\ln(1-\mathrm{B}))+\mathrm{B}^{2}\}$

, then $\mathrm{P}_{\backslash }\mathrm{e}(\mathrm{f}^{1}(\mathrm{Z}))$ $>$

.
$0-(\mathrm{Z}\in \mathrm{U})$ ,

and hence $f(\mathrm{z})$ is univalent in $\mathrm{U}$ . This gives a new criterion for univalency.

In $\mathrm{P}^{\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{i}_{Cu}1}\mathrm{a}\mathrm{r}$ , if $\mathrm{B}=-1$ then

${\rm Re} \{\mathrm{f}^{\mathrm{I}}(\mathrm{Z})+\frac{1}{2}\mathrm{z}\epsilon^{\mathrm{t}\mathrm{t}}(\mathrm{Z})\}$ $> \frac{4\mathrm{L}\mathrm{n}2-3}{41n2-2}$

. $=-0$ . 2943. . .

implies that ${\rm Re}(\mathrm{f}^{\dagger}(\mathrm{Z}))$ $>0$ $(\mathrm{z}\in\cup)$ .
. $\dot{d}$

,

Letting $\lambda=1/3$ in Corollary 3 , we have

$\mathrm{E}\cross \mathrm{A}\mathrm{M}\mathrm{P}$ LE 2 , I $ff(\mathrm{z})$
$\in \mathrm{A}_{1}$ satisfie $\mathrm{s}$

$\mathrm{f}^{1}(\mathrm{z})+\frac{1}{3}\mathrm{z}\mathrm{f}^{\mathrm{t}}$
,

$(_{\mathrm{Z})} \prec\frac{1+\mathrm{A}\mathrm{z}}{1+\mathrm{B}\mathrm{z}}$ $(\mathrm{z}\in\lfloor|)$ ,

then

$\epsilon^{\dagger}(\mathrm{z})\prec \mathrm{q}(\mathrm{z})$

$=\{$

$\overline{\mathrm{B}}+\overline{(\mathrm{B}\mathrm{z})^{3}}(1-\overline{\mathrm{B}})\{\ln(1+\mathrm{B}\mathrm{Z})$

$-$

A3 A
Bz $+. \frac{(\mathrm{B}\mathrm{z})^{2}}{2}$ } $(\mathrm{B}\neq 0\rangle$

3
1 $+-$ Az $(\mathrm{B}=0)$

4.

and this is the best dominant. Further,

${\rm Re}(f^{\dagger}(\mathrm{z}))$ $>$

. A 3 A $\mathrm{B}^{2}$

$\overline{\mathrm{B}}-\overline{\mathrm{B}^{\lrcorner}}(1-\overline{\mathrm{B}}\overline{2})\{\ln(1-\mathrm{B})+\mathrm{B}+\}$
$(\mathrm{B}\neq 0)$

3
$-$

1
$-\overline{4}$

A $\langle \mathrm{B}=0)$ .

The resulc is sharp.

We ob $\mathrm{s}$ erve that $\mathrm{i}f\mathrm{f}(\mathrm{z})$
$\in \mathrm{A}_{1}$ satis $f$ ies
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${\rm Re} \{\mathrm{f}^{\mathfrak{l}}(\mathrm{z})+\frac{1}{3}\mathrm{z}f^{\mathrm{t}1}(_{\mathrm{Z}})\}>\frac{4-6\ln 2}{5-6\ln 2}=-0$ . 1888. . . ( $\mathrm{Z}\in$ U),

then ${\rm Re}(\mathrm{f}\uparrow(\mathrm{z}))>0(\mathrm{Z}\in \mathrm{U})$ .

Finally, taking A $=1-2\mathrm{a}$ ( $0=<$ a $<$ 1) , $\mathrm{B}=-1,$ $\mathrm{P}=\}1=\lambda=1$ and $\mathrm{n}=1$

in Theorem, we have

$\mathrm{C}0\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{L}\mathrm{L}\mathrm{A}\mathrm{R}\mathrm{Y}1\downarrow 1$ If $\mathrm{f}(\mathrm{Z})$
$\in \mathrm{A}_{1}$ satisfies the condition

${\rm Re}(\mathrm{f}^{1}(\mathrm{z}))$ $>\alpha$ $(\mathrm{Z}\in \mathrm{u})$

$\overline{\mathrm{r}}\mathrm{o}\mathrm{r}$ some a ( $0\leqq$ a $<$ 1) , then

${\rm Re}^{\int_{(}} \frac{\mathrm{a}+1}{\mathrm{z}\mathrm{a}+1}\rfloor^{\mathrm{r}_{0}^{\mathrm{z}}}\mathrm{c}^{\mathrm{a}-1_{f}}(\mathrm{C})\mathrm{d}t\}$ $>$
$\mathrm{P}$

$(\mathrm{z}\in \mathrm{U})$ ,

wher $\mathrm{e}$

$\mathrm{Q}=0(\mathrm{a}, \mathrm{a})$ $=$ $1$ $-$ $2(1-\mathrm{a})(\mathrm{a}+1)$
$\mathrm{k}=1\infty[\frac{(-1)^{\mathrm{k}}}{(\mathrm{k}+1)(\mathrm{k}+\mathrm{a}+1)}$

The result $\underline{\urcorner}\mathrm{s}$ sharp.

REMAR $\mathrm{K}$ , (i) $\mathrm{P}\mathrm{u}\mathrm{C}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{p}=1$ , $\alpha=0$ and a $=0$ in Corollary 1, we $\mathrm{g}\mathrm{e}\subset$

Che corresponding $\mathrm{r}$ esult $\mathrm{d}u\mathrm{e}$ to Thomas [7].

(ii) The results obtained by Owa [5, Corollary 3] can be deduced

from Corollary 1 by taking $\mathrm{t}1=1$ , $\alpha=0$ and a $=0$ .

(iii) Setting A $=1-2\alpha$ $(0\leqq \mathrm{a}< 1)$ and $\mathrm{B}=-1$ in Corollary 2, we

obtain the result $\mathrm{s}$ contained in [4, Corollary 3].

(iv) Taking A $=1-2\alpha$ $(0\leqq \mathrm{a}<1)$ and $\mathrm{B}=-1$ in Examp le 1 , we have the

results due to Owa, Obrad $o\mathrm{v}\mathrm{i}_{\mathrm{C}}$

’ and Nunokawa [6, Corollary 2].
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