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本稿では、次数環 (射影代数多様体) の Castelnuovo-Mumford regularity の上限をその
次数環 (射影代数多様体) の基本的な不変量で表す問題を考える。これは、主に、Wolfgang
Vogel との共同研究 [19] によるものである。

基礎体 $K$ (任意標数) 上の多項式環を $S=K[x_{\mathit{0}}, \cdots, X_{N}]$ とし、 $\deg_{\mathit{1}}\mathrm{Y}i=1$ として次
数環の構造をいれる。 また、 $\mathrm{m}=(\dot{X}_{0}, \cdots, X_{N})$ とする。 $I$ を $S$ の同次イデアル (以下で
$\text{は_{、}}..\text{すべて}$ homogeneous case を扱い、単にイデアルという。他の語法もこれに従う。) と

し、 $R=S/I,$ $\dim R=d$ とおく。次数環 $R$ が $m$-regular であるとは、

$[H_{\mathrm{m}}^{i}(R)],$ $=0$

for all $i,$ $l$ with $i+l>m$ が成り $|\dot{\overline{I}}_{-}$-つときをいう (cf. [21])。これは、すべての $P$ に対して
$S$-離船 $R$ の $p$-th シジジー加群の最小の生成元の次数が $p+m$ 以下であることと同値であ
る (cf. [4])。 $R$ が $m$-regular となる最/J・の $m$ を $R$ の Castelnuovo-Mumford regularity と

いい、 $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}R$ と書く。 .

一般に、次数 $S$-加群 $M_{\text{、}}$ 整数 $i$ に対して、

$a_{i}(M)=\mathrm{m}\mathrm{t}\lambda \mathrm{X}\{\ell\in \mathrm{Z}|[H_{\mathrm{m}}^{i}(M)]_{t}\neq 0\}$

と定義する。ここで、 $H_{\mathrm{m}}^{i}(M)=0$ のときは、 $a_{i}(\Lambda \mathit{4})=-\infty$ とする。特に、 $M$ の a-invariant
(cf. [7]) は、 $a(M)=a_{\mathrm{d}}\mathrm{i}\mathrm{I}\mathrm{l}1M(M)$ である。 そうすると、

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}R=\max\{a_{i}(R)+i|i\in \mathrm{Z}\}$

となる。

以下では、 $R$ を locally Cohen-Macaulay かつ equi-dimensional ( $\mathfrak{k}\mathrm{i}|\mathrm{J}$ち、 $l(H_{\mathrm{m}}^{i}(R))<\infty$ ,
$i\neq d)$ と仮定する。
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さて、 整数 $k\geq 0,1\leq r\leq d$ に対して、 $R$ が $(k, r)- \mathrm{B}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{s}\mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{U}\iota\iota 1$ という概念を導入す
る (cf. [5, 10, 12, 16, 17])。 $R$ が $(k, r)- \mathrm{B}\mathrm{u}\mathrm{C}\mathrm{h}_{\mathrm{S}\mathrm{b}}\mathrm{a}\mathrm{u}\mathrm{m}$ であるとは、 $R$ の任意のパラメータ
$f_{1},$ $\cdots$ ,. $f_{l},$

.
に対して、

$\mathrm{m}^{k}H_{\mathrm{m}}^{i}(I\{/(f_{1}, \cdots,\dot{f}j)R)=0$ . .

for all $i,j$ with $i\leq r-1$ and $i+j<d$ が成り立つときをいう。 $(\mathrm{O}, r)-,$ $(1, d)-,$ $(k, 1)-$

Buchsbaum は、 それぞれ、Cohen-Macaulay, Buchsbaum, k-Buchsbaum と同じである。 さ

らに、 $R$ に対して、 $R$ が $k$-Buchsbaum となる最小の整数 $k(\geq 0)$ を $k(R)$ と表す。

同様に、体 $K$ しの Proj $S=\mathrm{P}_{K}^{N}$ の射影部分スキーム $X$ に対して、$X$ が $(k, r)$-Bucfisbaum
とは、 その座標環 $R$ が色, $r$ )-Buchsbaum となるときをいい、 $k(X)=k(R)$ と定義する。
また、 $X$ の Castelnuovo-Mumford regularity を $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}X=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}R+1$ と定義する。

さて、 $X$ の定義イデアルを $I$ とする。 ここで、 $X$ を代数多様体、即ち、 $K$ が代数閉

体で、 座標環を $R=S/I$ が整域と仮定する。 さらに、 $X$ は非退化、即ち、 $I$ の最小生成

元の次数は 2次以 $|_{--}-$ とする。 $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}X$ の上限を $X$ の基本的な不変量である $\mathrm{c}\mathrm{o}\dim X$ および

$\deg X$ を用いて表す問題は、 Eisenbud-Goto [4] で述べられた Regularity Conjecture

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}X\leq\deg X-\mathrm{C}\mathrm{o}\dim X+1$

という予想を巡って、研究されてきた。この辺の状況は、例えば、 Bayer-Mulnford [2] に
書かれている。 1次元の場合は、 [8] で解決され、 2次元、 3次元の非特異な多様体の場
合は、 それぞれ、 $[14, 25]$ によって解決された。また、最近、 [13] では、 4次元の場合につ
いて、取り組んでいる。

さて、 我々の立場では、 $X$ の座標環 $R$ の中間次元の局所コホモロジーとの絡みも込め
て、 $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}X$ の.|-.限を記述しようというものである。最も易しい場合は、 $X$ が arithmeti-
cally Cohen-Macaulay、即ち、 $R$ が Cohen-Macaulay のときである。この場合は、Uniform
Position Principle を用いると容易に、

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}X\leq\lceil(\deg X-1)/\mathrm{C}\mathrm{o}\dim X\rceil+1$

が示せる。St\"uckrad-Vogel $[27, 28]$ は、 もっと 般に、 $X$ が arithmetically Buchsbaum、即

ち、 $R$ が Buchsbaum のときも、

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}X\leq\lceil(\deg X-1)/\mathrm{c}\mathrm{o}\dim X\rceil+1$

が成り立つことを示した。 (このことは、 Goto による Buchsbaum 加群の構造定理 [6] か
らも得られる。) そこで、 $R$ のコホモロジー的性質が Cohen-Macaulay または Buchsbaum
から離れれば. $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}X$ についての拘束条件が弱くなることは予想される。 そこで、 locally
Cohen-Macaulay and equi-dimensional の refinement である $(k, r)$ -Buchsbaum という言葉
で表すという問題を考える。つまり、$X$ を $(k, r)$ -Buchsbaum $\text{、}\mathrm{B}\#$ち、 $R$ を $(k, r)- \mathrm{B}\mathrm{u}\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{s}\mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{u}\mathrm{m}$

とするとき、
reg $X\leq\lceil(\deg X-1)/\mathrm{c}\mathrm{o}\dim X\rceil+C(k, r,\dim X)$ ,
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と書いて、 $C(k, r, \dim X)$ の上限を考える。 ここで、 $C(k, r, \dim X)$ は、 $k,$ $r,$ $\dim X$ のみ

に依存する定数とする。以下、 $k\geq 1$ と仮定する。 まず、 Nagel-Schenzel [23] (やや弱

い形で、Hoa-Miyazaki [11] $)$ によって $C(k, 1, \dim x)\leq(2\dim X-1)\cdot k-d+1$ が示さ
れ、 最近、 Nagel-Schenzel [24] が $C(k, 1, \dim x)\leq\dim X\cdot k$ を示した。 -方、Hoa-Vogel
[12] は、 $C(k, r, \dim X)\leq(r-1)\cdot k+(\mathrm{d}\mathrm{i}\iota\iota 1X+2-r)(\dim x+1-r)/2-\dim X+1$ を示した。

そこで、我々は、 [ $19|$ で、 次の Theorem 1を得た。

Theorenl 1 $([19, (3.2),(3.3)])$ . $|-$-の条件で、次が成立する。

$C$ ( $k,$ $r,$ dinl $X$ ) $\leq\dim X\cdot k-r+1$

$C(1, r, \dim x)\leq\lceil d/r\rceil$

[$-$-記の定理を証明するために、 $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}R$ の上限を、 a-invariant $(\mathrm{c}\mathrm{f}. [7])$ を用いて表す。即ち、
Theorem 1の証明のため、 [18] で得られた $R$ の $(k, r)- \mathrm{B}\mathrm{u}\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{s}\mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{u}\mathrm{m}$ 性についてのスペクト
ル系列を用いた判定法を用いて、我々はまず、 次の Theorem 2, Theorem 3を得た。

Theorem $2([19, (2.8)])$ . $k^{\alpha}$ および $r$ を $k\geq 1,1\leq r\leq d$ を満たす整数とする。 $X_{1_{)}}\cdots,$ $x_{r}$

を $R$ の 1次のパラメータ系の–部とし、 $R$ を $(k, r)$-Buchsbaum とすると、

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}(R)\leq a(R/(x_{1}, \cdots, X_{r})R)+(d-r)+$ ( $d$ –depth $R$ ) $k-r$

が成り立つ。

Theorem $3([19, (2.10)])$ . $r$ を $1\leq r\leq d$ を満たす整数とする。 $x_{1},$ $\cdots,$ $x_{r}$ を $R$ の 1次の
パラメータ系の–部とし、 $R$ を $(k, r)$-Buchsbaum とすると、

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}(R)\leq a(R/(x_{1}, \cdots, X_{r})R)+(d-r)+\lceil$ ( $d$ –depth $R$ ) $/r\rceil-1$

が成り立つ。

ここで、 Ballico [1] によって導入された semi-uniform position という概念を使って得ら
れる次の補題 (cf. [24, (4.6)]) (基礎体の標数が $0$ のときは、 Uniform Position Principle
として、 よく知られている。) 及び Theorem 2, Theorem 3を用いて、主定理 Theorem 1
が証明される。

Lenizna 4. $X$ を代数閉体 $K$ 上の非退化射影代数多様体とし、 $R$ をその座標環とする。 こ

のとき、
$a(R)+\dim R\leq\lceil(\deg X-1)/\mathrm{c}\mathrm{o}\dim X\rceil$
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が成り立つ。

そこで、 Theorem 1で得られた $C(k, r, \dim X)$ が best possible かどうか、 は重要な問
いかけである。. (. もちろん、 Buchsbaum の場合は、構造がはっきりしているので、 もっと
一般の場合にどうかということである。) Miyazaki-Vogel $[19, (4.1),(4.2)]$ で述べたように、

$k=1,2$ かつ $r=1$ ($k=2$ の場合は、 [19] にもう少し考えて) の場合は、 Theorem 12に

関しては、すべての次元の sharp な例が存在する。また、 $X$ が、 arithmetically Buchsbaum
のときは、

reg $X\leq\lceil(\deg X-1)/\mathrm{C}\mathrm{o}\dim X\rceil+1$

が成り立つが、 この等号が成立する $X$ を求める問題は、 自然に考えられるところであ
る。 これについては、Nagel [22] が、 Cohen-Macaulay の場合、 また、 Yanagawa [29] が、
Buchsbaum curve の場合について述べているので、そちらを参照されたい。 もっと –般

に、 Lemma 4の等号が成り立つ場合については、 (Uniform Position にある $0$ 次元スキー

ムについては、Maroscia [15] の結果があるが、) 一般次元では、よく知られていないと思う。

さて、 再び、非退化射影代数多様体 $X$ を $\mathrm{c}\mathrm{o}\dim X,$ $\deg X,$ $\dim X,$ $k(X)$ で上限を表す
問題に戻って、 [24] (cf. [19]) で証明された

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}X\leq\lceil(\deg X-1)/\mathrm{c}\mathrm{o}\dim X\rceil+\dim X\cdot k(X)$

が、 best possible かという問題に還り、考察してみる。実は、以前、上の式で、 $k(X)$ と書

いた部分を $\lceil(k(x)+1)/2\rceil$ とできないか、 と考えていた。最近、柳川氏によって、 surfaces
of minimal degree 上の Cartier 因子として現れる曲線にその反例がある (cf. [30]) との指
摘をいただいた。そのことを–般に計算して次の結果が得られる。

$C=\mathrm{P}_{K}^{1}$ とし、 $\mathcal{E}=\mathcal{O}_{\mathrm{P}_{K}^{1}}\oplus \mathcal{O}_{\mathrm{P}}\ovalbox{\tt\small REJECT}(-e),$ $(e\geq 0)$ とおく。 ここで、 ruled surface

$\pi$ : $X=\mathrm{P}(\mathcal{E})arrow C=\mathrm{P}_{K}^{1}$

について考える。 この辺の記号は、 [9] に従う。 この曲面 $X$ の minimal section. 即ち、 $\pi$

の section で自己交点数が最小の曲線を $c_{0}$ とし、 $\pi$ のファイバーの–つを $f$ とおくと、
$\mathrm{P}\mathrm{i}\mathrm{c}(X)=\mathrm{z}\cdot C_{0}\oplus \mathrm{Z}\cdot f$ となる。 ここで、 $H=C_{0}+n\cdot f,$ $(n>e)$ とおくと、 $H$ は、 very
ample になるので $($ see, e.g., $[9])_{\text{、}}X$ の $H$ による埋め込み $\iota$ : $Xarrow \mathrm{P}_{K}2n-e+1$ を考える。そ

こで、 $X$ の Cartier divisor $D=a\cdot C_{0}+b\cdot f$’をとる。$a>0,$ $b>an$ のときは、 $D$ と linearly
equivalent である nonsingular irreducible curve $\mathrm{Y}$ がとれる。 もちろん、 $Y$ は、 $\mathrm{P}_{K}^{2n-e-1}$ 内

の非退化代数曲線である。
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Proposition 5. 上の条件の下で、 $X$ 上の非退化射影代数曲線 $Y(\subset \mathrm{P}_{K}^{2\prime l}-e+1)\text{とその座標}-$.
環 $R$ に対して、

$\deg Y=a(n-e)+b,$ $k(\mathrm{Y})=\lfloor(b-ae-2)/(n-e)\rfloor-a+1$

$a_{1}(R)=\{$
$\lfloor(b-ae-2)/(n-e)\rfloor$ if $r.h.s$ . $\geq a$ ,
$-\infty$ oth.erwise

$a_{2}(R)=a-2,$ $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}Y=\lfloor(b-ae-2)/(n-e)\rfloor+2$

が成り立つ。

まず、 $C_{0}^{2}=-e,$ $C_{0}.f=$
.

$1,$ $f^{2}=0$ であるから、 $\deg Y=(a\cdot C_{0}+b\cdot f).(c_{0}\backslash +n\cdot f)=$

$a(n-e)+b$ である。 また、 $\mathrm{Y}$ の $X$ に対するイデアル層を $\mathcal{I}_{Y/X}$ とすれば、

$\oplus\ell\in \mathrm{z}\mathcal{I}_{Y}/X(l)\cong\oplus_{\ell\in \mathrm{Z}}\mathcal{O}\mathrm{P}(g)((l-a)\cdot C_{0}+(\ell n-b)\cdot f)$

であり、 このことから、

$H_{\mathrm{m}}^{1}(R)\underline{\simeq}\oplus_{f}\in \mathrm{z}H^{1}(\mathrm{P}(\mathcal{E}), O\mathrm{p}\mathrm{t}e)((\ell-a)\cdot C_{0}+(x_{n-}b)\cdot f))$

および

$a_{-}’(R)= \max\{\ell\in \mathrm{Z}|H^{\underline{?}}(\mathrm{P}(\mathcal{E}), \mathcal{O}\mathrm{p}(\mathcal{E})((x-a)\cdot C_{0}+(\ell n-b)\cdot f))\neq 0\}$

がいえる。 よって、 $H^{1}(\mathcal{O}_{\mathrm{P}(\epsilon_{)}}(\alpha\cdot c0+\beta\cdot f))$ と $H^{2}(O\mathrm{p}(\mathcal{E})(\alpha\cdot C0+\beta\cdot f))$ の計算に帰着
できる。実際、 $H^{1}\neq 0$ となるための $\alpha,$

$\beta$ の条件は、 $\alpha\geq 0,$ $\beta\leq e\alpha-2$ または\alpha $\leq-2$ ,
$\beta\geq e\alpha+e$ であり、 $H^{2}\neq 0$ となるための条件は、 $\alpha\leq-2,$ $\beta\leq-2-.e$ となることがわか

る。 このことから、 Proposition 5は証明される。

Proposition .5 $\text{を使うと、}\varphi_{b-1}^{0<}-an\leq 2n-e$ を満たす $Y$ をとれば、

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}Y\leq\lceil(\deg Y-1)/\mathrm{c}\mathrm{o}\dim Y1+k(Y)$

の等号が成立することがわかる。

この原稿を書くに当たって、柳川浩二氏 (名大) とのディスカッションが大変参考になっ
たことと、 この短期共同研究をまとめて下さった宮崎充弘氏 (京都教育大) に対して大変
感謝していることを、最後に書き記して終わります。
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