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整型 (又は実解析的) 範疇の Goursat 問題には幾つかの研究が成されており, 特に

C. Wagschal [W] はこの問題を積分-微分方程式系に拡張し, Cauchy-Kovalevskaja 型

定理 (即ち–意可解性定理) を示している. 併し乍ら, 超局所解析に於いては Goursat 問

題の研究は現在の所見当たらない様である. そこで本埜では, 多変数 Fuchs 型超局所微

分作用素 (microdifferential operator) に依る整型函数及び超局所函数 (microfunction)

の枠内の Goursat 問題を考察する.

(–つの変数に関する) Fuchs 型の概念は先づ偏微分作用素の場合に M. S. Baouendi-

C. Goulaouic [Ba-Gl に依って導入され, 又 Cauchy-Kovalevskaja 型定理も示された.

これに続いて N. S. Madi [M] は Fuchs 型作用素を多変数に拡張し整型函数に於ける

Goursat 問題の Cauchy-Kovalevskaja 型定理を証明した.

方 Baouendi-Goulaouic に引き続き, 多くの数学者に依り Fuchs 型作用素に対

して初期値問題のほぼ満足すべき結果が得られている. 例えば田原 [Ta] は $\mathrm{V}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{V}\mathrm{i}_{\check{\mathrm{C}}}$

の意味の Fuchs 系を扱い, 複素領域に於いて Cauchy-Kovalevskaja 型定理を示した.

彼はその超局所解析への応用として, “Fuchs 型双曲系” の仮定下で佐藤超函数 (Sato

hypeffunction, 以下単に超函数と呼ぶ) の枠内での初期値問題の–意可解性を示し, 又

超局所微分作用素の “Fuchs 型超局所双曲系” に対し超局所函数の枠内での斉次初期値
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問題の可解性定理を証明した. 更に大阿久 [O1] は Fuchs 型双曲型超局所微分作用素

に対して柏原河合 [K-K] の方法の延長に依り超局所函数の枠内での非斉次初期値問題

の可解性定理を証明し, 又 $[\mathrm{O}2]$ に於いて Fuchs 型超局所微分作用素に対して F-mild

の仮定下で–意性を示した.

そこで本講では上の結果の自然な拡張として, 多変数 Fuchs 型超局所微分作用素を定

義し, 超局所微分作用素の整型函数に対する Bony-Schapira の作用を用いた Goursat

問題の Cauchy-Kovalevskaja 型定理を述べる. 更に応用として, 作用素に対する或る

種の双曲型に類似する条件の下で初期値が充分 “滑らか” な場合に超局所函数の枠内

での Goursat 問題の可解性定理を述べる.

先づ記号を幾つか準備する. $\mathrm{N}$ を自然数全体の集合, $\mathrm{N}_{0}:=\mathrm{N}\mathrm{U}\{0\}$ とする. 又, $\tau=$

$(\tau_{1\cdot\cdot d},., \mathcal{T})\in \mathbb{C}^{d},$ $z=(z_{1}, \ldots, z_{n})\in \mathbb{C}^{n}$ なる変数を用いる事とし $1_{d}:=(1, \ldots, 1)\in \mathrm{N}^{d}$

とする. 二つのベクトル $R=(R_{1}, \ldots, R_{d}),$ $R’=(R_{1}’, \ldots, R_{d}’)\in \mathbb{R}^{d}$ に対して次の記

号を用いる:

$R’\leq R\Leftrightarrow$ 任意の $j$ に対して $R_{j}’\leq R_{j}$ ,
def.

$R’<R\Leftrightarrow R’\leq R$ 且つ $R’\neq R$ ,
def.

$R’\prec R\Leftrightarrow$ 任意の $j$ に対して $R_{j}’<R_{j}$ .
def.

$r=(r_{1}, \ldots, \Gamma_{d})\in \mathbb{R}^{d}$ に対して $[r]+:=([r_{1}]+, \ldots, [r_{d}]+)([r_{j}]:=\max\{r_{j}, 0\})$ と置く.

$m=(m_{1}, \ldots, m_{d}),$ $k=(k_{1}, \ldots, k_{d})\in \mathrm{N}_{0}^{d}(m\geq k)$ を固定する. $R=(R_{1}, \ldots, R_{d})\in$

$\mathbb{R}^{d}$に対して $B(R):=\{\tau\in \mathbb{C}^{d};|\tau_{j}|<R_{j}(1\leq j\leq d)\}$ とする. $V\subset \mathbb{C}^{n}$ を原点の相

対 compact 開近傍とし, 正数 $h_{0}$ に対して $U=\{(z, \zeta)\in T^{*}\mathbb{C}^{n}$ ; $z\in V,$ $\zeta_{1}=1,$ $|\zeta_{j}|<$
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$h_{0}(2\leq j\leq n)\}$ と置く.

さて Fuchs 型微分作用素の多変数への–般化は, Y. Laurent-T. Monterio Fernandes

[La-MF] 及び Z. Szmydt-B. Ziemian [Sz-Zi] のものもあるが, ここでは N. S. Madi [M]

の意味の Fuchs 型微分作用素を基にして超局所微分作用素に拡張する:

定義. $[U]\cross[B(R)]$ ( $[]$ は閉包を表す) の近傍で定義された有限階超局所微分作用素

$P(z, \tau;\partial r’\partial z)$ が重み $(k, m)$ の Fuchs 型とは $P$ は高々 $|m|$ 階であり次の形を持つ時

に謂う:

$P(z, \tau;\partial_{z}, \partial_{\mathcal{T}})=\sum_{\leq 0\alpha\leq m}P_{\alpha}(z, \tau;\partial_{z})\partial_{r}\alpha,\cdot$

ここで各 $P_{\alpha}$ は以下の条件を満たす:

(1) 各 $P_{\alpha}$ は $\tau$ を整型助変数に持つ超局所微分作用素 (特に階数 $\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}P_{\alpha}$ は高々

$|m|-|\alpha|)$ ;

(2) $P_{m}=\tau^{k}$ ;

(3) 各 $P_{\alpha}$ は

$P_{\alpha}(_{\mathcal{Z}\mathcal{T}},;\partial_{z})=\tau^{1+k]}P\alpha-m+\alpha 1(z, \tau;\partial_{z})+\mathcal{T}-mk+1d]+P_{\alpha}^{2}[\alpha+(_{Z,\tau;\partial_{z}})$

の形であって $\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}P_{\alpha}^{1}(\mathcal{Z}, \tau;\partial z)\leq 0$ . 1

.. 意
注意. 上の定義に於いて Fuchs 型という概念は $z$ 変数の座標変換, 更にはより –般に

$(z;\zeta)$ 変数の被量子化接触変換 (quantized contact transform) で不変である事に注意

する.

$T=(T_{1}, \cdots.T_{d})$ を $d$ 個の不定元とする. $P$ が重み $(k, m)$ の Fuchs 型の時その決
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定多項式 (indicial polynomial) を

$C_{P}(z;\zeta;\tau)$ $:= \sum\sigma \mathrm{o}(P1)\alpha(zm-k\leq\alpha\leq m’ 0;\zeta)\prod d\alpha_{*}-1\prod(Ti-j)$

$i=1j=0$

$-1$

で定義する (但し $\prod(T_{i}-j):=1$ とする).
$k=0$

或る $c\in \mathbb{C}$ を取り $\Sigma:=\{z\in \mathbb{C}^{n}; z_{1}=c\}$ とし, 開凸集合 $\Omega\subset V$ が Bony-Schapira

[Bo-Sc] の意味で $h_{0^{-\Sigma}}$-平坦とする. この時, [Bo-Sc] と同様にして任意の $\Omega\cross B(R)$ 上

の整型函数 $f(z, \tau)$ に対して整型助変数付きの超局所微分作用素の整型函数への作

用 $P_{\Sigma}f(Z, \mathcal{T})\in \mathit{0}(\Omega\cross B(R))$ が well-defined が従う.

$z_{0}\in\Omega\cap\Sigma$ を固定し\Omega 8 $:=\{_{S(z-z0})+z_{0}\in \mathbb{C}^{n};z\in\Omega\}$ と置く.

さて, 次の条件を考える:

[A-1]. 或る定数 $C>0$ と $[U]$ の近傍 $W$ とが存在して任意の $(z;\zeta)\in[W]\text{及び}\beta\in \mathrm{N}_{0}^{d}$

$(\beta\geq m-k)$ に対して $|C_{P}(Z;(. ; \beta)|\geq c(\beta+1_{d})^{m}$ .

.. 意注意. $d=1$ の時, 条件 [A-1] は通常の特性根条件となる ([M] を参照). 又, 類似の条

件が Fuchsian ellipticity の名で [Sz-Zi] に依って考察されている事に注意する.

定理. $P$ が重み $(k, m)$ の Fuchs 型超局所微分作用素であって仮定 [A-1] を満たすと

する. この時, 定数 $r_{0}>0$ 及び $R^{\circ}(\mathrm{O}\prec R^{\circ}\leq R)$ が存在して次を満たす:

$0<h<h_{0},0<r<r_{0},0\prec\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\leq R^{\circ}$ なる $h$ . $r,\overline{R}$ を任意に取る. $\Omega$ を任意の h-\Sigma -平

坦且っ $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\Omega\leq r$( $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}$ は直径を表す) なる $V$ の開凸集合とする. この時 $P$ と $\Omega$ のみ

に依存する定数 $\delta$ が存在して, 任意の\Omega $\cross$ B(R) 上の整型函数 $f(z, \tau),$ $g(z, \tau)$ に対し

て Goursat 問題
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$(G.P)\{$

$P_{\Sigma}u=f$,

$u-g=O(\tau^{m}-k)$ ,

の整型函数解 $u(z, \tau)$ が局所–意に存在し次の集合上整型:

$0<s<1 \cup(\Omega\cross S\{\tau\in B(\tilde{R});\prod_{=j1}|\mathcal{T}_{j}|<\delta(1-s)^{||}m\}d)$ . I

証明は大略 [M] の手法と同様である.

さて, この定理を超局所解析に応用する.

$M:=\mathbb{R}_{x}^{n}\cross \mathbb{R}_{t}d$ としその複素化を $X:=\mathbb{C}^{n}\cross \mathbb{C}d=\mathrm{Y}\cross \mathbb{C}^{d}=\{(z, \tau)\}$ とする. $N$ $:=$

$\mathbb{R}^{n}=M\sim\cap\{t=0\}arrow M,$ $L$ $:=X\cap\{{\rm Im} z=0\}=\mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{C}^{d},\tilde{\Lambda}:=\tau*xL=-T_{N}^{*}\mathrm{Y}\cross \mathbb{C}d$ ,

$\Lambda:=T_{M}^{*}X\cap\tilde{\Lambda}$ と置く. 通常の様に $T_{M}^{*}X$ (resp. $T_{N}^{*}\mathrm{Y}$ ) 上の超局所函数の層を $\mathrm{C}_{M}$

(resp. $\mathrm{G}_{N}$ ) と書く. 更に $\tilde{\Lambda}$ 上の整型助変数付きの超局所函数の層を $\mathrm{G}O_{\overline{\Lambda}}$ と書く. $\rho$ を

自然写像 $N\cross T_{M}^{*}XM\ni(x, 0;\sqrt{-1}(\langle\xi, dx\rangle+(\eta, dt)))\mapsto(x;\sqrt{-1}(\xi, dX\rangle)\in T_{N}^{*}\mathrm{Y}$ と

する.

$p0:=(0;\sqrt{-1}dX_{1})\in T_{N}^{*}\mathrm{Y}$ とし $P(x, t;\partial_{x}, \partial_{t})$ は\rho -1 $(P\mathrm{o})$ の近傍で定義されている

とする. $P$ の主表象 $\sigma_{|m|}(P)$ に対して次の条件を考える:

[A-2]. 或る函数 $\tilde{P}$ が存在し $\sigma_{|m|}(P)(z, \tau;\zeta, \eta)=\tau^{k}\tilde{P}(Z, \tau;\zeta, \eta)$ と書け $\tilde{P}$ は次の条

件を満たす:

或る正定数 $h_{0},$ $M,$ $\nu_{i}(\nu_{i}\geq 1)$ が存在して次の集合上で $\tilde{P}(z, t;\zeta, \eta)$ は零にならぬ:

$\{(z, t;\zeta, \eta)\in \mathbb{C}^{n}\mathrm{x}\mathbb{R}^{d}\mathrm{x}\mathbb{C}^{n}\cross \mathbb{C}^{d}$; $|z|,$ $|t|<h_{0},$ $|\zeta_{j}|<h_{0}|\zeta_{1}|(2\leq j\leq n)$ ,

$\exists\lambda>M(_{j}\sum_{=1}^{n}|{\rm Im} Z_{j}|+\sum_{j=2}|{\rm Im}(\zeta j/n\zeta_{1})|),$
$|{\rm Im}(\eta_{i}/\zeta 1)|=\nu_{i}\lambda(1\leq i\leq d)\}$ .
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注意. [A-2] は次の条件が成り立てば従う:

[A-3]. .
$\tilde{P}(x, t;\xi, \eta)=\prod_{=j1}d$ 乃 $(x,.t; \xi, \eta_{j})$

.
と書け各乃は $m_{j}$

.
次且つ t\sim 方向に双曲型.

定理. [A-1] と [A-2] とを仮定する. この時, 任意の整型助変数付き超局所函数

$f(x, t),$ $g(x, t)\in\rho!(\mathrm{C}19|\overline{\Lambda}N\cross\tau*\mathrm{x}MM)_{p}0$

に対して超局所函数

$u(x, t)\in\rho_{!}(\mathrm{G}M|N\mathrm{x}\tau*M\mathrm{x}M)_{p}0$

が存在して次の Goursat 問題の解と成る :

(G. $P$ ) $\{$

$P(x, t;\partial x’\partial_{t})u(x, t)=f(x, t)$

$u(X, t)-g(x, t)=O(t^{m-k})$.I

証明は $f(x, t)$ 及び $g(x, t)$ のうまい定義函数を取り, 実軸の山形近傍で先の定理を

用いて解き, 更にその解を柏原河合 [ $\mathrm{K}- \mathrm{K}|$ と同様の手法で実軸ぎりぎり迄解析的に延

長する事でなされる.

系. $P$ は解析的微分作用素であり [A-ll 及び [A-3] を仮定する. この時, 任意の整型

助変数付き超函数

$f(x, t),$ $g(x, t)\in\prime \mathrm{B}0_{L}|_{M,0}$

に対して次の Goursat 問題の超函数解

$u(x, t)\in \mathfrak{B}_{M}|_{0}$

で $t$ を実解析的助変数に持つものが存在する:

$(G.P)$
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