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$0$ Introduction
複素パラメータ $t=$ $(t_{1}, t_{2}, \cdots , t_{g})$ を持った $\mathrm{P}^{1}$ 上の線形常微分方程式

$\frac{d^{2}}{dx^{2}}.y+(p_{1}(x, t)\frac{d}{dx}y+p_{2}(x, t)y=0$ (0.1)

に対して、方程式系

$\frac{\partial^{2}}{\partial x^{2}}.y+p_{1}(x, t)\frac{\partial}{\partial x}y+p2(x, t)y=0$ (0.2)

$\frac{\partial}{\partial t_{j}}y=A_{j}(x, t)\frac{\partial}{\partial x}y+B_{j}(x, t)y$ $(j=1,2, \cdot\cdot\iota, g)$ (0.3)

$:_{\text{が完全積分可能となるような}}x$ の有理関数 $A_{j}(x, t),$ $B_{j}(x, t)$ が存在する時、方程式 (0.1)
はホロノミック変形を許すと言う。
なお、方程式 (0.1) がホロノミック変形を許すことと、 (0.2), (0.3) の解の基本系で、 そ

のモノドロミー群およびストークス係数が $t=$ $(t_{1}, t_{2}, \cdots , t_{g})$ によらないものが存在する
ことは同値であることが知られている。 ([4] 参照)
ホロノミック変形の歴史は 1907年の R.Fuchs [1] の論文に始まる。彼は $x=0,1,$ $t,$ $\infty$

に確定特異点を持ち、 $x=\lambda$ で見かけの特異点を持つ 2階のフックス型方程式

$(L_{VI})$ $\frac{d^{2}}{dx^{2}}y+p_{VI}^{(1}())x,$$t \frac{d}{dx}y+p_{VI}^{\mathrm{t}^{2}})(x, t)y=0$

に対してモノドロミー群が $t$ によらないような解の基本系が存在するための必要十分条件
は $\lambda$ が $t$ の関数としてパンルヴェ VI 型方程式

$\frac{d^{2}\lambda}{dt^{2}}=\frac{1}{2}(\frac{1}{\lambda}+\frac{1}{\lambda-1}+\frac{1}{\lambda-t})(\frac{d\lambda}{dt}\mathrm{I}^{2}-(\frac{1}{t}+\frac{1}{t-1}+\frac{1}{\lambda-t})\frac{d\lambda}{dt}$

$+ \frac{\lambda(\lambda-1)(\lambda-t)}{t^{2}(t-1)^{2}}[\alpha+/\mathit{3}\frac{t}{\lambda^{2}}+\gamma\frac{t-1}{(\lambda-1)^{2}}+\delta\frac{\lambda(\lambda-1)}{(\lambda-t)^{2}}]$
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を満たす事である事を示した。ここで $\alpha,$ $\beta,.\gamma.\delta-$, はもとのフックス型方程式の特性指数から
決まる $t$ によらないパラメータである。
また、 I 型から V 型までのパンルヴェ方程式も $(L_{VI})$ の確定特異点を適当に合流させた

方程式のホロノミック変形から導かれている。 ([2] 参照)
方 R.Garnier [3]. は、 R.Fuchs の結果を $x=0,1,$ $\infty,$ $t_{1},$ $t_{2}$ , $\cdot$ . . , $t_{g}$ に確定特異点をもつ

フックス型方程式

$(L_{VI}^{g})$ $\frac{d^{2}}{dx^{2}}y+p_{c^{1}}^{()}(_{X}, t)\frac{d}{dx}y+_{F_{G}^{(2}}(_{X,t)=})y0$

の場合に拡張し、 $t_{1},$ $\cdots,$ $t_{g}$ の関数 $(\lambda_{1}, \cdots, \lambda_{g})$ の満たす非線形芳程式を導いた。 この方程
式系は $\mathrm{I}\{’.\mathrm{O}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{o}$ $[8]$ によると、.:. $=$

.$\cdot$

$\mu k={\rm Res}_{x=\lambda k}p^{(2)}G$ ’
$Hk=-{\rm Res}_{kx=t}p^{(}c^{2)}$

として、次の Hamiltonian system

$\frac{\partial\lambda_{j}}{\partial t_{k}}=\frac{\partial H_{k}}{\partial\mu_{j}}$ , $\frac{\partial\mu_{j}}{\partial t_{k}}=-$

.
$\frac{\partial H_{k}}{\partial\lambda_{j}}$

から $\mu_{j}$ を消去したものに等しい。
さらに H.Kimura [5] は、 $g=2$ の場合における線形方程式 $(L_{VI}^{2})$ の確定特異点を何回か

合流させ、 その方程式がホロノミック変形を許すための必要十分条件として、 2変数の完
全積分可能なハミルトン系を導いている。

この講究録ではリーマン図式

$\{$ $x=0\kappa_{0}0$ $x=\lambda_{1}02$ $x=\lambda_{g}02$ $\frac{\overline 01}{g+1}\underline{t}_{\mathrm{g},gg}t_{\mathrm{L},-}\frac{-1}{1}\ldots t\kappa\infty-\kappa 0.\mathrm{o}\ldots \mathrm{o}_{10}-\mathcal{K}\propto’+1\}$

$x=\infty$

を持つ $\mathrm{P}^{1}$ 上の線形常微分方程式

$\frac{d^{2}}{dx^{2}}y+p_{1}(X, t)\frac{d}{dx}y+p2(x, t)y=0$ (0.4)

で仮定

(i) $\kappa_{0},$
$\kappa_{3^{-}1},-\in \mathrm{C}\backslash \mathrm{Z}$

(n) x=\mbox{\boldmath $\lambda$}駁た $=1,$ $\cdots,$ $g$ ) は、 (0.4) の見かけの特異点である。

を満たすものを考え、 そのホロノミック変形を許すための必要十分条件としてどのような
ハミルトン系が得られるかを述べる。さらにそれがポアソン可換になるようなハミルトン
系に変換できる事も紹介する。
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なお、 方程式 (0.4) で $g=1$ の時は、線形方程式 $(L_{VI})$ の確定特異点を適当に 2回合流
させたもので、 そのホロノミック変形からパンルヴェIV 型方程式と同値なハミルトン系
が得られている。また $g=2$ の場合も $(L_{VI}^{2})$ の確定特異点を適当に 2回合流させたもので、
そのホロノミック変形から完全積分可能なハミルトン系が得られている。この意味で方
程式 (0.4) のホロノミック系から導かれるハミルトン系は、パンルヴェ $\mathrm{N}$ 型方程式を多
変数に拡張したものである。

1 Statement of Theorems
$\mathrm{P}^{1}$ 上で定義された線形常微分方程式

$\frac{d^{2}}{dx^{2}}.y+p_{1}(x, t)\frac{d}{dx}y+p_{2}(x, t)y=0$ (1.1)

$p_{1}(_{X,t})= \frac{1-.\kappa_{0}}{x}-\sum_{k=1}tkxgk-1-x^{g}-\sum_{k=1}^{g}\frac{1}{x-\lambda_{\mathrm{A}}}$

.

$p_{2}(_{X}, t)=- \frac{1}{x}\sum_{1k=}^{g}hg+1-k$ . $Xk-1+ \kappa_{\mathrm{L}\backslash ^{-)}}x^{g-}1+\sum_{k=1}^{\mathrm{J}}\frac{\lambda_{k\mu_{k}}}{x(a\cdot-\lambda_{k})}c$

.

で次の 2つの仮定

(i) $\kappa_{0},$
$\kappa_{\infty}’\in^{\mathrm{c}}\backslash \mathrm{z}$

(ii) $x\cdot=\lambda_{k}(k=1, \cdots,g)$ は見かけの特異点.

を満たすものを考える。 この時 $p_{2}(x, t)$ の $h_{k}(k=1, \cdots,g)$ は仮定 (i) より

$h_{g+1-j}=. \sum^{g}\sum E_{7,S}^{(}j)\rho_{r}’.=1s=1\mathit{9}.g\sum_{k}\rho_{s}+F^{(}j)(k\rho k+-=11)g+.|.\sigma-+\cdot\kappa \mathit{9}j1(\mathrm{x}$
’

$E_{ls}^{\langle j)}..,=(-1)^{j}[ \sum\sigma_{\alpha}\sigma_{\Gamma}+s-j-\alpha-\sum\sigma_{\alpha+}\sigma_{r}-j-\alpha-\sum^{\Gamma-j}\sigma\sigma\alpha r+S-j-\alpha]\alpha=0g-J.\alpha=s-j0s\alpha=0$

$F_{k}^{\langle j)}=(-1)\mathit{9}-j+1[$ $\sigma_{\kappa}\sigma g+1-j+\sum_{1r=}^{g}(-1)\mathit{9}+\gamma\cdot(j).tc_{k+}\sigma_{k\gamma}\prime\prime r-j$

$-\sigma_{k1j}+g+-.+(-\iota)g-1\mathrm{f}(\kappa_{0-1})+g+1-k\}\sigma_{k-j}$.

$c_{k.r}^{(j)}$$:=$$0$ (その他)
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とかける。ただし $\sigma_{k},$ $\rho_{k}(k=1, \cdots, g)$ については定理 12を参照。また $\sigma_{k}=0(k\leq$

$0$ または $k>g$ ) に関しては

$\sigma_{0}=1$ , $\sigma_{k}--0$ ( $k<0$ または $k>g$ )

と約束する。

Theorem 1.1 方程式 (1.1) がホロノミック変形を許すための必要十分条件は $\lambda_{k,l^{l}k}(k=$

$1,$ $\cdots,$ $g)$ が $t$ の関数として次のハミルトン系を満たす事である。

$\frac{\partial\lambda_{\mathrm{i}}}{\partial t,.j}=\frac{\partial\tilde{I}\mathrm{t}_{j}\prime}{\partial\mu_{i}}$ , $\frac{\partial\mu_{i}}{\partial t_{j}}.=-\frac{\partial I^{\wedge}\iota_{\dot{j}}’}{\partial\lambda_{i}}$

ここでハミルトニアン $K_{\dot{J}}$ は次で与えられる。

$=$.

$\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\ln 1.2$ 定理 1.1のハミルトン系 $(\lambda, \mu,\tilde{I}\prime_{1}^{r}, t)$ に対し、

$\sigma_{k}=\lambda_{1}$ . $\lambda_{2},,$

$\cdots,$
$\lambda_{g}$ の $k$ 次基本対称式.

$\rho_{k}=(-1\mathrm{I}k-1\sum_{)(\iota}\frac{\lambda_{l}^{g-k}}{\Lambda’(\lambda_{l})}..\mu_{l}$

とおくと、
$(\lambda, \mu,\tilde{I}_{,t}’’_{\mathrm{Y}})arrow(\sigma, \rho,\tilde{\mathrm{A}}’, t)$

は正準変換になり、ハミルトニアン Iちは $\sigma_{j},$ $\rho_{j}$. の多項式になる。 ここで $\Lambda’(\lambda_{l})$ は

$\Lambda’(\lambda\iota):=\frac{d}{dx}\prod_{1k=}^{g}(x-\lambda_{k})|Ji=\lambda_{1}$

Theorem 1.3 次の変換でハミルトン系 $(\sigma, \rho,\tilde{\mathrm{A}}^{\Gamma}, t)$ をハミルトン系 $(q,p, H, \xi)$ に移すと
ハミルトニアン $H_{k}$ は正斜変数の多項式で書け、

$\mathrm{f}^{H_{i},H_{j}}.\}=0$ , $\frac{\partial}{\partial\xi_{i}}H_{j}=\frac{\partial}{\partial\xi_{j}}\ovalbox{\tt\small REJECT}$
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が成立.

$\sigma_{j}=\sum_{=i0}^{j}$ \mbox{\boldmath $\varphi$}あ 5qi, $(q_{0:=}1)$

$\rho_{j}=\sum_{i=\gamma}\iota\ell_{i,r^{p}i}$
,

$t,-= \frac{(-1)^{d}}{d!}\cdot\det\Phi((-1)^{g}(g+1-d);\xi r\mathrm{J}’\xi g-1, \cdots, \xi_{g+1-d})$ .

$=\wedge$
ただし、

$\Phi(c;x1, x2, \cdots, xk)$ $:=$

1 $\cdot c\cdot x_{1}$ $-1$ $0$ . . . $0$

$2\cdot c\cdot x_{2}$ $1\cdot c\cdot x_{1}$ $-2$ .$\cdot$.

$(k-2)\cdot C_{-}\cdot xk-2$ -ん十 2 $0$

$(k$.
$-arrow-k1.)\cdot c..X_{k-}C\cdot x_{k}1$

$(k-2)\cdot c\cdot X_{k-}2$ 1 $\cdot c\cdot x_{1}$ $-k+1$
$(k-1)\cdot c$ . �ん_1 2 $\cdot c\cdot x_{2}$ 1 $\cdot c\cdot x_{1}$

.

$/\iota_{j}\wedge$

$:=(-1)^{j-1}. \{h.j+(-1)^{g-}\cdot?.\sum^{g}(g+1-k)\sigma_{k-}-1^{\cdot}\}k=1g+.i\rho k$

曽 k,ん-tl. $=$ $\frac{1}{d!}\cdot\det\Phi((-1)g(g+1-k);\xi_{g}, \xi_{g}-1, \cdots, \xi_{\mathit{9}}+1-d)$,

$\psi_{k,k-d}.$’ $=$ $\frac{(-1)_{)}^{g+}1}{d!}\cdot\frac{g+1-\text{た}{g+1-\text{た}+d}}\cdot\det\Phi((-1)g+1(g+1-k+d);\xi g’\xi_{g-}1,$
$\cdots,$

$\xi g+1-d.\mathrm{I}\cdot$

Theorem 1.4 $\kappa_{\infty}=0$ の時、定理 13のハミルトン系 $(q, p, H, \xi)$ は次のような線形方
程式の解で表される特殊解を持つ。

$p_{k}=0$

$q_{k}= \frac{\partial}{\partial\xi_{k}}\log u$ $(k=1, \cdots,g)$
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$u(t_{1}, \cdots, t_{\mathit{9}})=\int^{-\kappa}\gamma 0Z\exp(-\sum_{k=1}\frac{t_{k}}{k}z-k\frac{1}{g+1}z\mathit{9}+1)gdZ$

.Rc $u$

2 Remarks of Theorem.
Remark 1 定理 1.3のハミルトニアン $H_{k}(k=1, \cdots,g)$ を

$=$
で定義するとこの変換は正平変換になる。ただしこの時

$\frac{\partial}{\partial\xi_{i}}H_{j}\neq\frac{\partial}{\partial\xi_{j}}H_{i}$

Remark 2 $\varphi_{k},j$ と $\psi_{k},j$ は次の関係にある。

$=I$
. Remark 3 $g=1$ の時、走理 1.3のハミルトン系はパンルヴェ IV 型方程式に同値なも
のであり、・定理 1.4の積分で表された関数はエルミートの微分方程式を満たす。

Remark 4 $v_{1},$ $\cdots,$ $v_{g}$ のた次の完全対称式飯とた次の巾和 $P_{k}$ との関係は

$n!h_{n}$ $=$

$|P_{2}P_{1}.\cdot$

.
$-1P_{1}$

$.-\mathrm{o}_{2}..$

$\cdot.$ .
$00..\cdot$

$P_{n-1}$ $P_{n-2}$ $..$ . $-n+1$
$P_{n}$ $.P_{\dot{n}-1}$

$P_{1}$
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( $-1\mathrm{I}^{\prime 1-1}P_{r}1$ $=$ $|_{l\iota_{\iota}}^{2h}7^{\cdot}l^{/1.1}.\cdot.\cdot,2$ $h_{n-1}h_{1}1$ $l_{l_{n-2}}.01.$

. .
$\cdot$ .. $l_{?_{1}}00.\cdot..|$

であるから定理 14の $t$ と $\xi_{\text{、}}.(\cap r$ と $\xi$

. そして $\uparrow l$
, と $\xi_{\sim}$ は本質的に完全対称式と巾和の関係で

ある。

Remark 5 東大数理研の劉徳明氏 [7] により、 $x=\lambda_{k}(k=1, \cdots,g)$ に見掛けの特異点
を持つ線形常微分方程式

$\frac{d^{2_{1J}},}{dx^{2}}.+p_{1}(X, \dagger_{\text{ノ}})\frac{dy}{d.\iota},..+p2(_{X,t)=}y0$

$p_{1}(x, t):=-2x^{g+1}-. \sum_{k=1}^{g}\text{た}t_{k^{X}}k-1-\sum_{k=1}^{\prime c}.\frac{1}{\theta^{\backslash -\lambda_{k}}}$

.

$p_{2}(_{X,t}):=-(2 \alpha+1)_{X^{g}}\backslash -2.\sum_{=k1}h-k^{X}+gg+1k-1k1\sum_{=}^{g}..\frac{/\iota_{k}}{\mathrm{z}\cdot-\lambda_{k}}$

のホロノミック変形から

$=2\cdot$
をハミルトニアンとするハミルトン系 $(\lambda, \mu,\overline{H}, t)$ が導かれている。 しかもこのハミルト
ン系は、定理 12の正準変換で、ハミルトニアンが正伝変数の多項式であるハミルトン系

$(\sigma, \rho,\overline{H}, \dagger,)$ に移る事も確認されている。
今回は紙面の関係上、定理 13で述べた変換 $(\sigma, \rho, I^{\sim_{r}}\mathrm{i}, t)arrow(q, p, H, \xi)$ のみつけ方を省

略したが、 同様の考察を行うと、 この劉氏のみつけたハミルトン系 $(\sigma, \rho,\overline{H}, f.)$ も次の変換
$(\sigma, \rho,\overline{H}, t)arrow(q, p, H, \xi)$ で、

$\{H_{l}\cdot, H_{j}\}=0$ , $\frac{\partial}{\partial\xi_{i}}H_{j}=\frac{\partial}{\partial\xi_{j}}H_{i}$

を満たすものに移せそうである。 (少なくとも $g\leq.5$ まで正しい。)
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$\sigma_{j}$ $=$ $\sum_{i=0}^{j}\varphi j,\mathfrak{i}q_{i}$ , $(q_{0}:=1)$

$\rho_{j}$ $=$ $\sum_{i=j}^{g}\psi i,jpi$ ,

1
$t_{\mathit{9}+1-}k$ $=$

$(g-k+1)$ ! $\cdot(\text{た}+1)$ !

$\mathrm{x}\int_{0}^{\infty}\mathrm{e}^{-u}u-k\det g\Phi(u;\mathrm{o}, (1/2)\xi_{g},$ $(1/2)\xi g-1,$ $\cdots,$ $(1/2)\xi g+1-k)du$ .

$=\wedge$
ただし、

$\hat{h}_{j}$ $:=h_{j}- \frac{1}{2}\sum.(gg+1-i)\sigma i+j-_{\mathit{9}2}-\rho_{i}$

$\varphi k+d,k$ $=$ $\frac{1}{(g-k-d)!}\int_{0}^{\infty}\mathrm{e}^{-}u^{g}-k-d\Phi u(u;0, (1/2)\xi g’(1/2)\xi_{g-}1,$ $\cdots,$ $(1/2)\xi_{g}+2-d)du$ ,

$\psi_{k+d,k}$ $=$ $(g+1- \text{た}-d)\cdot\frac{(g-\text{た})!}{d!}\frac{1}{2\pi\sqrt{-1}}$
..

$\cross\int_{C}\mathrm{e}^{u}u^{-g}-2+k\Phi(u;0, -(1/2)\xi \mathit{9}’-(1/2)\xi \mathit{9}^{-}1,$ $\cdots,$ $-(1/2)\xi_{\mathit{9}}+2-d)du$ .
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