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1 Introduction
ここに出てくる体はすべて有限次代数体 $(\subset \mathrm{C})$ である. 有限次代数体

$K$ に対し, その判別式 $d_{K}$の絶対値の絶対次数乗根を Kの root-discriminant
と呼び, $rd_{K}$で表す:

$rd_{K}=|d_{K}|^{1/[:}K\mathrm{Q}]$ .

さて, root-discriminant が十分小さい代数体は (自明でない) 不分岐拡大
をもたない. 例えば,

$\mathrm{o}$ 類数 1の虚 2次体 $\mathrm{Q}(\sqrt{d}),$ $-d=3,4,7,8,11,19,43,67,163$ ;

$\mathrm{o}$ 類数 1の全円分体 $\mathrm{Q}(\zeta_{m}),$ $m=3,4,$ $\ldots,$
$84$ ;

$\mathrm{o}$ 素数幕導手$<67$ をもつ実 Abel 体

などはすべてそうである. この事実は, 不分岐拡大で root-discriminant が
不変であること, (符号の比が–定の) 体を動かしたときの root-discriminant
全体の下界として体の次数の増加函数となるものが知られていることか
らわかる. 同じ考え方により, root-discriminant が十分小さい代数体はそ
の最大不分岐拡大が有限次であることがわかる (\S 2参照). ここでは

虚 2次体 $K$の最大不分岐拡大 $K_{ur}$ の Galois 群 $\mathrm{G}\mathrm{a}1(K_{ur}/K)$ の構造

を決定すること

を目標とする. もちろん–般の場合はきわめて難しいので, $K=\mathrm{Q}(\sqrt{d})(d$

は $K$ の判別式) として, $\mathrm{G}\mathrm{a}1(K_{ur}/K)$ が有限群になる $K$ の導手同が小さ
いものについてのみ扱う. また $K_{ur}$ の表示が簡単な場合にはそれを与え
ることにする.
さて, 上の問題について既知の主な結果は次のみと思われる.
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結果 (J. $\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{t}[4]$). $|d|\leqq 250$ のとき, 7つの体を除いて, $K_{ur}=K_{1}(K$の

Hilebert 類体) である. 7つの例外については, $K_{ur}=K_{2}(K_{1}$ の Hilebert
類体) であり, $\mathrm{G}\mathrm{a}1(K_{ur}/K)$ の構造が決定される (付属の表参照).
この結果に「類数 1の虚 2次体は不分岐拡大をもたない」ということが
含まれていることに注意する. この結果を出すために, root-discriminant
の下界のほかに, Galois 群の類群への作用を考えることにより導かれる類
数の可除性に関する結果, 3次体, 4次体についての結果を利用したこと
を Martinet は述べている.

$-$

我々の得た結果は以下のようである:

結果. |d|\leqq 420(--般 Riemann 予想 $(GRH)$ の下で同 $\leqq 659$) 1 につい

て, $K_{ur}=K,$ $K_{1},$ $K_{2}$ , または $I\{_{3}$ で, $\mathrm{G}\mathrm{a}1(K_{ur}/K)$ の構造が決定される
($K_{ur}\neq K_{1}$ となるものについては表にしてまとめてある).
以下が我々の新しい点である:
$\mathrm{o}$ 類九計算のために class number relation および computer を用いた
こと. (software は自前のものでな $\langle$ , free の KANT および PARI-gp
を用いた)

.

$\mathrm{o}$ 虚 2次閉の 2-四体塔に関する知識を用いたこと.
$\mathrm{o}$ 不分岐非可解 Galois 拡大についての注意.

2 Preliminaries

結果については表にしてまとめてあるので, まず結果を出すための基
本的事実について準備する.

1. $[K_{ur} : K]$ の上界. まず, 有限次代数体 $K$ の最大不分岐拡大 $K_{u}$, の
次数の上界を得るための基本的事実について復習する. $K$ に対し, $n_{K}$ で

$K$の絶対次数を, $r_{1}(K),$ $r_{2}(K)$ でそれぞれ $K$ の実素点および虚素点の個
数を表す. 最も基本的なのは次の 2つの補題である.

補題 1. 有限次代数体の有限次拡大 $L/K$がすべての有限素点で不分岐な
らば, $L$ と $K$ の root-discriminant は–致する: $rd_{L}=rd_{K}$ .
この補題は判別式の連鎖律からただちにしたがう, 補題 1からただちに
次が出る.

1講演の際は同 $\leqq 367$( $\Re$ Riemann 予想 (GRH) の下で同 $\leqq 419$) であった. この
件に関しいろいろ御教示下さった Prof R. Schoof に感謝します.
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補題 2. $n$ を自然数とし, $r_{1},$ $r_{2}$ を $r_{1}+2r_{2}=n$ なる負でない整数とす
る. $B(n, r_{1,2}r)$ で符号の比が $r_{1}$ : $r_{2}$ に等しい $n$ 次以上の代数体の root-
discriminant の下限を表す:

$B(n, r_{1,2}r)= \inf\{rd_{L}|n_{L}\geqq n, r_{i}(L)/n_{L}=r_{i}/n\}$ .

(i) $rd_{K}<B(Nn_{K}, Nr_{1}(K),$ $Nr_{2}(\overline{K}))$ ならば, $[K_{ur} : K]<N$ で, このと

き $K$の類数は $N$ より小さい. 特に, $rd_{K}<B(2n_{K}, 2r_{1}(K),$ $2r_{2}(K))$ なら

ば, $K_{ur}=K$ , すなわち, $K$ は (自明でない)不分岐拡大をもたず, このと
き $K$の類数は 1である.
(ii) $K$の類数が 1で, かつ $rd_{K}<B(60nK, 60_{r}1(K),$ $60r2(K))$ ならば, $K$

は不分岐拡大をもたない.

注意. (ii) の数 60は「位数 60未満の有限群は可解である」 という事実か
ら来ている. 位数 60の非可解群は単純群 $A_{5}$ に同型である. もし $K$ の類
数が 1で, かつ $K$が不分岐 $A_{\mathit{5}}$-拡大をもたなければ, (ii) の Kur=I{のた
めの条件を $rd_{K}<B(168n_{K}, 168r_{1}(K),$ $168r_{2}(K))$ に置き換えることがで
きる. $B(8,8, \mathrm{o})$ と $B(8, \mathrm{o}, 4)$ を除いて, $B(n, r_{1,2}r)$ の真の値は現在 $n\leqq 7$

までしかわかっていない. $B(n, r_{1,2}r)$ の良い下界は, 解析的方法により
Odlyzko, Serre, Poitou 等により得られている. (下界の表については, 例
えば $\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{t}[4]$ 参照) 特に, 注意すべきことは, 「 $\mathrm{G}\mathrm{R}\mathrm{H}$ の下での下界は
無条件下での下界に比してずっと良い.」
上の補題と Odlyzko による $B(120, \mathrm{o}, 60)$ の下界を用いて, \S 1で述べ

た次の事実を容易に示すことができる:

命題 1. 類数 1の虚 2次体 $K$ は不分岐拡大を持たない.

証明. このとき, $rd_{K\leqq}\sqrt{163}=12.76\cdots \text{であり}$ , Odlyzko により $B(120, \mathrm{o}, 60)$

$\geqq 17.02$ が示されているので, 補題 $2(\mathrm{i}\mathrm{i})$ より, $K_{u},$ $=K$ .
注意. 同様にして, root-discriminant の計算によって, 類例 1の全円分体
を含む理数 1の虚 Abel 体の多くは不分岐拡大を持たないことが確認で
きる ($\cdot[8$ , Appendix]).

2. Class number relations. まず–般形を復習し, それから具体的な拡
大について述べる.

定理 ( $\mathrm{K}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{a}[3]- \mathrm{B}_{\Gamma \mathrm{a}}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{r}1^{1])}\cdot L/K$を $G$ を Galois 群とする代数体の有限
次 Galois 拡大とする. $G$ の部分群 $H$ の単位指標から誘導される $G$ の指
標 $1_{\overline{-}}$の間に 1次関係

$\sum_{H\leq G}aH1_{H}^{c}=0$
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が成り立てば, $L/K$の中間体の類数 $h$ , 単数規準 $R,$ $1$ の 2幕乗根の個数
$w_{2}$ の間に次の関係式が成り立つ:

$\prod_{H\leq G}(\frac{h(L^{H})R(L^{H})}{w_{2}(L^{H})})^{a_{H}}=1$ .

この定理はよく知られているように, 指標の関係式を Artin の L-函数に
代入することによって得られる. なお, Walter による精密化があるが, わ
かりにくくなるのでここでは述べない.
任意の有限群 $G$ について, つねに自明 $(a_{H}=0(\forall H\leq G))$ でない上

の型の 1次関係があるわけではない. また, たとえ自明でない 1次関係が
あっても, 単数規準があるため, 上の類数関係式がただちに音数計算に使
えるとは限らない. ただし, $G$が初等 $P$-Abel 群のときや 2面体群のとき
は, 単数規準の部分の積が素数幕になることがわかっているので, 類数の
冷血性についての結果を合わせて用いることにより, 類数計算に役立つ.
さて, 我々が目的のために証明したのは次である.

命題 2. $K$ を虚 2古体とし, $P$ を奇素数とする. $L/K$ を Dp-口大とし,
$M$, M’を任意の 2つの $P$次中間拡大, $N$ を 2次中間拡大とするとき, こ

れらの類数の間に関係式

$h(L)=. \frac{[E_{L}.E_{M}E_{M’}E_{N}]}{p^{2}}$ . $\frac{h(M)^{2}h(N)}{h(K)^{2}}$

が成り立つ. また, 単数群の指数について, $[E_{L} : E_{M}E_{M}lE_{N}]=1,p$ また
は $p^{2}$ である.

これは Moser が $\mathrm{Q}$ 上の $D_{p}$-拡大について同様の関係式を証明した ([5])
のとまったく同様にして証明出来る. 特に, 単数群の指数の可能性につい
ては, Galois 群の $E_{L}$への作用から, $E_{L}$ を $Z[D_{p}]$-山群とみなして, その構
造の可能性を $D_{p}$ についての整数表現についての Lee の結果を用いるこ
とにより定めることにより得られる.
これ以外に用いた既知の類数関係式については省略する.
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3Maximal unramified extensions of imag-
inary quadratic number fields of small
conductors

付属の表についてすべてを説明するわけにはいかないので, 虚 2次体
$K=\mathrm{Q}(\sqrt{d})$ の類数が 2の場合と 3の場合に限って話をする.

1. $h(K)=2$ . 詳細は [9] を参照のこと. また, 講演の際配布した表を
最後につけてある.

定理. $K=\mathrm{Q}(\sqrt{d})$ を判別式 $d$の類数 2の虚 2次体とする. このとき,

genus theory により, 占よ 2つの基本素判別式 $d_{1},$ $d_{2}$ の積となり, $K$ の絶

対類体 $K_{1}$ は $K$ の genus Held $\mathrm{Q}(\sqrt{d_{1}}, \sqrt{d_{2}})$ となる. $GRH$ を仮定する. こ

のとき
(i) $-d\neq 115,235,403$ のとき, $K_{u},$ $=K_{1}$である.

(ii) $-d=115,235,403$ については, $K_{ur}=K_{2}=KF_{1}$である. ただし,
$F=\mathrm{Q}(\sqrt{d_{1}}).’ d_{1}.<0$ である. また, $F_{1}$は explicit に与えられる (付属の
表参照).
これらの結果は $K=\mathrm{Q}(\sqrt{-427})$ を除いては無条件で成り立つ.

注意. GRH を仮定せずとも, $K=\mathrm{Q}(\sqrt{-427})$ に対して, $[K_{ur} : K_{1}]=$

$1,60,120,168$ , または 180であることがわかる. また次が示せる.

命題 3. 虚 2次体 $\mathrm{Q}(\sqrt{-427})$ は不分岐 A5-拡大をもたない.

これは次のようにしてわかる. もし, $\mathrm{Q}(\sqrt{-427})$ が不分岐 $A_{\mathit{5}}$-拡大 $L$ を

もてば, root-discriminant の値から, $L$ は正規で, したがって, $\mathrm{G}\mathrm{a}1(L/\mathrm{Q})\cong$

智または $A_{5}\cross C_{2}$ で, 5次体の data からこのような体は存在しないこと
がわかる.
さて定理の証明について. $I\zeta=\mathrm{Q}(\sqrt{-403})$ についてのみ示す. (他の

$K$ については Martinet が用いた方法で示せる) $d=-403=(-31)\cdot 13$

であるから, $K_{1}=\mathrm{Q}(\sqrt{-31}, \sqrt{13})$ であり, $h(K_{1})=3$ である. $F_{1}=$

$F(\alpha_{2}),$ $\alpha_{2}^{3}+\alpha_{2}-1=0$ であるから, $K_{2}=K_{1}(\alpha_{2})$ である. $\mathrm{G}\mathrm{a}1(K_{2}/K)\cong$

$\mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{1}/\mathrm{Q})\cong D_{3}$で, $K_{2}$ の類数を計算するために, $K_{2}/K$の 3次中間拡大
$K(\alpha_{2})$ の類数を計算すると, $h(K(\alpha_{2}))=2$ となった (KANT, PARI-gp を

用いた). よって, $Q$ を単数群の指数として,

$h(K_{2})= \frac{Q}{9}\cdot\frac{2^{2}\cdot 3}{2^{2}}=\frac{Q}{3}$ ( $=1$ または 3)
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となるが, $K_{2}$ の類数は 3で割れない ( $h(K_{1})=3$ であるから) から, $h(K_{2})=$

$1$ である. $rd_{K_{2}}=rd_{K}=\sqrt{403}=20.074\cdots \text{かつ}$ $B(720,0,360)\geqq 20.551$

であるから, $K_{ur}=K_{2}$ である.

注意. 上の定理から, $\mathrm{Q}(\sqrt{-403})$ を含め, 類数 2の虚 2次体は $(\mathrm{Q}(\sqrt{-427})$

については GRH の下で) 不分岐非可解 Galois 拡大をもたないが, 導手
403の円分体 $\mathrm{Q}(\zeta_{403})$ は不分岐 $A_{\mathit{5}}$-拡大をもつ. これは次のことからした
がう. $L$ を $\mathrm{Q}$ 上の 5次既約多項式 $X^{5}+2X^{3}+\bm{5}X^{2}+2X+1$ の最小分
解体とすると, $\mathrm{G}\mathrm{a}1(L/\mathrm{Q})\cong A_{5}$で, $L/\mathrm{Q}$ で分岐する有限素点は 13, 31の

みで, その分岐指数はそれぞれ 2および 3である. そこで, $E$ を実 2次体
$\mathrm{Q}(\sqrt{13})$ と導手 31の (ただ 1つの)3次巡回体との合成体とすると, $LE/E$

はすべての有限素点で不分岐な $A_{\mathit{5}}$-拡大となる. また, $E$ の類数は 1であ
る. よって $E$ を含むすべての虚 Abel 体は不分岐 A5-拡大をもつ.

2. $h(K)=3$ . 類数 3の虚 2次体は $\mathrm{Q}(\sqrt{d}),$ $-d=23,31,59,83,107,139$,
211, 283, 307, 331, 379, 499, 547, 643, 883, 907の 16個である. このうち,
$d=-283,$ $-331,$ $-643$ を除いてはすべて $h(K_{1})=1$ であることが確かめ
られ, しかも GRH の下で, $|d|<643$ について $K_{ur}=R_{1}’$である. さて,
$d=-283,$ $-331,$ $-643$ については, $K_{1}$ の類群が Klein の 4元群 $V_{4}$ に同
型で, $\mathrm{G}\mathrm{a}1(K_{2}/\mathrm{Q})\cong S_{4},$ $\mathrm{G}\mathrm{a}1(K_{2}/K)\cong A_{4}$であることはよく知られてい
る. $K_{2}$ の 6次部分体の類群を計算し, K-拡大についての概数関係式を繰
り返し用いることにより, $h(I\{_{2})=2$ であることを確認することが出来た.
しかも, $\mathrm{G}\mathrm{a}1(K_{3}/\mathrm{Q})\underline{\sim}-\tilde{S}_{4},$ $\mathrm{G}\mathrm{a}1(K_{3}/K)\cong\tilde{A}_{4}$である 2. これらの体は最近
embedding problem $\tilde{S}_{4}arrow S_{4}$ の観点から調べられている. 特に $\mathrm{Q}(\sqrt{-283})$

の第 3Hilbert 類体は符号 $(1, 3)$ の 8得体で, その Galois 閉包が $\mathrm{Q}^{\text{の}\tilde{s}_{4}}-$

拡大となるもののうち判別式の絶対値が最小になるものの Galois 閉包で
ある ([2] 参照). なお, $K=\mathrm{Q}(\sqrt{-283}),$ $\mathrm{Q}(\sqrt{-331}),$ $\mathrm{Q}(\sqrt{-643})$ について
は $K_{ur}=K_{3}$ となる ($d=-643$ については GRH の下で).

4Unramified nonsolvable Galois extensions
早手の小さい虚 2次体の最大不分岐拡大を扱っている際には, 不分岐非

可解 Galois 拡大はなかなか現れないが, 最近得られている 5次体の data
2この $\tilde{A}_{n},\tilde{S}_{n}(n\geqq 4)$ は Serre による記法で, $\tilde{A}_{n}\dagger\mathrm{h}An\text{の}2$次巡回群 $C_{2}$ による (同型

を除いて) ただ 1つの分裂しない中心拡大であり, $\tilde{S}_{n}$は $S_{n}$の $C_{2}$による分裂しない中心
拡大のうち, $S_{n}$の互換は $\tilde{S}_{n}$の位数 2の元に, $S_{n}$の互いに素な 2つの互換の積は鑑の位
数 4の元に持ち上がる, ということによって特徴づけられるものである.
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から次が得られる.

命題 4. $\mathrm{Q}(\sqrt{-1507})$ は $\mathrm{Q}$ 上正規な不分岐 $A_{\mathit{5}}$ -拡大をもつ最初の虚 2次体
である. すなわち, 判別式 $d,$ $|d|<1507$ の虚 2次体 $\mathrm{Q}(\sqrt{d})$ はこのような
拡大をもたない. また, $\mathrm{Q}(\sqrt{-1507})$ のこのような拡大は 5次既約多項式
$X^{\mathit{5}}-5X^{3}+5X^{2}+24X+4$の最小分解体 ($\mathrm{Q}$ の $A_{\mathit{5}}$ -拡大) との合成体とし
て得られ, したがってその Galois 群は $A_{5}\mathrm{x}C_{2}$ に同型である. さらに, $\mathrm{Q}$

上の $S_{\mathit{5}}$-拡大である不分岐 $A_{\mathit{5}}$ -拡大をもつ最初の虚 2次体は $\mathrm{Q}(\sqrt{-4511})$

である.

注意. 「 $\mathrm{Q}$ 上正規な」はおそらく不要である. 残念ながら現段階では
GRH を仮定してもこれを省くことは難しいと思われる (GRH を仮定す
れば, root-discriminant の評価により, 同 $<1507$ の虚 2次体のほとんど
については, $\mathrm{Q}$ 上正規でない不分岐 A5-拡大もたないことがを示せるが,
示せないものが数個存在する) 将来 10次体の data が充実することによ
りこれは解消されるであろう. (2次体の不分岐 $A_{\mathit{5}}$-拡大が $\mathrm{Q}$ 上正規でな
ければ, その $\mathrm{Q}$ 上の Galois 閉包は 10次体の Galois 閉包で, その Galois
群は $(A_{5}\cross A_{\mathit{5}})\cdot C_{2}$になる) 実際は「Q($\sqrt$-1507) は不分岐非可解 Galois
拡大をもつ最初の虚 2次体である」 と予想される.

$|d|<2100$の範囲で不分岐 A5-拡大をもつのは $d=-1507,$ $-1959$ , -2083
の 3個のみで, これらの不分岐 $A_{\mathit{5}}$-拡大いずれも $\mathrm{Q}$ の A5-拡大との合成と
して得られる. このことからわかる特に注意すべきこととは, 「虚 2次体
が不分岐 $A_{\mathit{5}}$-拡大をもつ確率は (もし存在すれ [D 正である」 ということ
である. より正確には, $D_{(}0,1$ ) $(x)$ を絶対値が $X$以下の負の基本判別式全
体の集合として,

$\lim_{Xarrow}\inf$

$\#$ {
$d\in D_{(0,1)}(x)|\mathrm{Q}(\sqrt{d})\neq D_{(}0,1\text{は不分岐}$

A5-拡大をもつ}
$>0$

である. なぜなら, $d\in D_{(0,1)}(x)$ が 1507で割り切れれば, $\mathrm{Q}(\sqrt{d})$ は不分
岐 $A_{\mathit{5}}$-拡大をもつからである. ここでついでに, $\# D_{(0,1}$ ) $(x)$ についても述
べておこう. 虚 2次体の判別式は完全にわかっているので, (squarefree な)
自然数の分布についてよく知られたことから, $Xarrow\infty$ のとき

$\# D_{(0,1})(x)=m\cdot.\mathrm{s}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\Gamma \mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{e}m\equiv 3(\mathrm{m}_{\mathrm{f}\leq X}\sum_{4\mathrm{o}\mathrm{d})}1+m\cdot.m\mathrm{S}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\equiv 1,\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{e}2(\sum_{x\leq/4}1\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4)\sim\frac{3}{\pi^{2}}X$

である. 上の極限の真の値を求めるには, 5次体 (および 10次体) の判別
式の分布についての研究が進まなければならない.
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ところで, $\mathrm{Q}(\sqrt{-1507})$ の類数は 4で, 類群は巡回群である. その絶対
類体 $\mathrm{Q}(\sqrt{-11}, \sqrt{(-23+3\sqrt{137})/2})$ の類数は 1である. (これは $\mathrm{Q}$ の $D_{4^{-}}$

拡大に関する類数関係式および, $\mathrm{Q}(\sqrt{-1507})$ の絶対類体の類数が 2で割
れない (CI(Q($\sqrt$-1507))\cong C4であるから) ことから確かめられる) この
体は総領な類数 1の体で不分岐非可解 Galois 拡大をもつ最初の例である
と思われる. なお, 類数 1の虚 Abel 体は全部で 172個存在し, GRH を
仮定すれば, このうちの少なくとも 155個の体は不分岐拡大をもたない
([8, Appendix] 参照). 不分岐拡大をもつ類数 1の CM 体は知られていな
いと思われる. この体は CM 体ではないが, 内田 [7] により類数 1の総虚
な正規 8次体は高々有限個であることが証明されている 3ことに注意して
おく. 類数 1の総構な正規 8次体のうち CM 体はすべて決定されている.
CM 体でないものはすべて $\mathrm{Q}$ の $D_{4}$-拡大で, 類数 1, 2または 4の虚 2次
体の 4次巡回拡大である. 特に, 関数 4(より正確には類群が位数 4の巡回
群) の虚 2次体 (30個ある) の絶対類体のうち罪数 1のものは 20個存在
する. 残りのものについては現在決定進行中である.
上に現れた不分岐非可解 Galois 拡大は $A_{\mathit{5}}$-拡大のみであるが, 任意の

自然数 $n\geqq 5$ について, 不分岐 $A_{n}$-拡大をもつ虚 2次体が無数に存在する
ことがわかっている. 交代群以外の非可換単純群 $G$ については, $\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{L}(2,7)$

を除いて不分岐 $G$-拡大をもつ 2次体の存在は知られていない. 私が知っ
ている不分岐 $\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{L}(2,7)$-拡大をもつ虚 2次体のうち判別式の絶対値が最
小のものは $\mathrm{Q}(\sqrt{-30759})$ である. $\mathrm{Q}(\sqrt{-30759})$ の不分岐 $\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{L}(2,7)$-拡大
もやはり $\mathrm{Q}$ の $\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{L}(2,7)$-拡大との合成として得られるので, 「虚 2次体
が不分岐 $\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{L}(2,7)$-拡大をもつ確率も (もし存在すれ (D 正である.」また
$\mathrm{Q}(\sqrt{-14731})$ は不分岐 A6-拡大をもつ.

..

最後に, 講演終了時に質問が出た, 無限図体塔をもつ虚 2次体につい
て. 虚 2次体で無限類四馬をもつことが判明しているもののうち, 私が知
る限り, 判別式の絶対値が最小のものは, $\mathrm{S}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{S}[6]$ により確認された
$\mathrm{Q}(\sqrt{-13335})$ である. 判別式の素因数分解は $d=-13335=-3\cdot 5\cdot 7\cdot 127$

で, rd= $\sqrt$13335=115.47 である.
参考文献の後に講演時に配布した表の訂正改良版をつけてお $\langle$ . (群の

記号を若干変えていることにも注意)

3彼はより –般の工数 1の総虚な正規体の個数の有限性を証明している.
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Theorem. Let $K=\mathrm{Q}(\sqrt{d})$ be an $im$aginary quadratic number field with class
number two, i.e., $-d=15,20,24,35,40,51,52,88,91,115,123,148,187,232,235$ ,
267, 403, or 427. Then by genus theory $d$ is factored as $d_{1}d_{2}$ , where $d_{1}$ and $d_{2}$ are
fundamental prime discriminants, and the Hilbert class field $K_{1}$ of $K$ is the genus
field $\mathrm{Q}(\sqrt{d_{1}}, \sqrt{d_{2}})$ of K. We assume that the Generalized Riemann Hypothesis is
$t\mathrm{r}ue$. Let $K_{u}$, be the $m\mathrm{a}\mathrm{x}\dot{I}\mathrm{m}al$ unramified extension of $K$ .
(i) Except for-d $=115,235,403$, we have $K_{ur}=K_{1}$ .
(ii) For-d $=115,235$ , and 403, we have $K_{ur}=K_{2}$ , the second Hilbert class field
of $K$ , i.e., the Hilbert class field of $K_{1}$ . If we take $d_{1}<0$ and put $F=\mathrm{Q}(\sqrt{d_{1}})$ ,
then $K_{ur}=K_{2}=K_{1}F_{1}=KF_{1}$ . Moreover, the Hilbert class field $F_{1}$ of $F$ is given
explicitly as follows:

$F_{1}=\mathrm{Q}(\sqrt{-23}, \alpha_{1}),$ $\alpha_{1}^{3}-\alpha_{1}-1=0$ if $d=-115$ ;
$F_{1}=\mathrm{Q}(\sqrt{-47}, \gamma_{1}),$ $\gamma_{1}^{5}-\gamma_{1}^{3}-2\gamma^{2}1-2\gamma_{1}-1=0$ if $d=-235$ ;
$F_{1}=\mathrm{Q}(\sqrt{-31}, \alpha_{2}),$ $\alpha_{2}^{3}+\alpha_{2}-1=0$ if $d=403$ .

${\rm Res}$ults are unconditional except for $K=\mathrm{Q}(\sqrt{-427})$ .
Corollary. We assume $GRH$. None of the imaginary quadratic number fields with
class number two has any unramified $\mathrm{n}$onsolvable Galois extension.

We tabulate $K,$ $d=d_{1}d_{2},$ $rd_{K},$ $K_{1}$ , $K_{ur}=K_{2}$ , and $G=\mathrm{G}\mathrm{a}1(K_{ur}/K)$ .
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Table of imaginary quadratic number fields $K=\mathrm{Q}(\sqrt{d}),$ $|d|\leqq 659$ with $K_{ur}\neq K_{1}$

We needed to assume GRH to determine the degree of $K_{ur}$ for fields $K=\mathrm{Q}(\sqrt{d})$

with discriminant $d<-420$ . $l$ denotes the length of the class field tower of $K$ :
$K=K_{0}\subset K_{1}\subset K_{2}\subset\cdots$ ( $K_{i+1}$ is the Hilbert class field of $K_{i}$ ), i.e., $l$ is the
smallest number with $K_{l}=K_{l+1}$ . For all exhibited fields, $K_{ur}=K_{l}$ . $G$ denotes
the Galois group $\mathrm{G}\mathrm{a}1(K_{ur}/K)$ .

$\alpha_{i},\beta_{i}$ and $\gamma_{i}$ are primitive roots of the $i\mathrm{t}\mathrm{h}$ cubic field of signature $(1, 1)$ , the $i\mathrm{t}\mathrm{h}$

quartic field of signature $(2, 1)$ with Galois group isomorphic to $S_{4}$ , and the $i\mathrm{t}\mathrm{h}$

quintic field of signature $(1, 2)$ with Galois group isomorphic to $D_{5}$ , respectively.
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$C_{n}$ is the cyclic group of order $n,$ $D_{n}$ is the dihedral group of order $2n,$ $Q_{4n}$ is
the generalized quaternion group of order $4n$ , and $SD_{8n}$ is the semi-dihedral group
of order $8n$ :

$D_{n}=\langle a, b|a^{n}=b^{2}=1, b^{-1}ab=a^{-1}\rangle$ ,
$Q_{4n}=\langle a, b|a^{2n}=1, b^{2}=a^{n}, b^{-1}ab=a^{-1}\rangle$,

$SD_{8n}=\langle a, b|a^{4n}=b^{2}=1, b^{-1}ab=a^{2n-1}\rangle$ .
$I_{n}^{2m}$ denotes the group of order $2mn$ given by $\langle a, b|a^{2m}=b^{n}=1, a^{-1}ba=b^{-1}\rangle$ .
$SA_{8n}$ denotes the group of order $8n$ given by $\langle a, b|a^{4n}=b^{2}=1, b^{-1}ab=a^{2n+1}\rangle$ .
$\tilde{A}_{4}$ is the double covering of $A_{4}:\tilde{A}_{4}\cong \mathrm{S}\mathrm{L}(2,3)$ . $\Gamma_{4}32c_{3}$ denotes the group of order
32 given by

$\langle$ $a,$ $b,$ $c|a^{4}=b^{4}=1,$ $c^{2}=a^{2}b^{2},$ $b^{-1}ab=a^{-1},$ $ac=ca,$ $c^{-1}bc=b^{-1})$ .
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