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1. 序

$-\backslash ^{\backslash }$ ィーシミラージ一エディーシミュレーション $1)_{(\mathrm{L}}\mathrm{E}\mathrm{S}$ ) は高レイノルズ数乱流の詳細な予測を

目標とする、空間平均に対する乱流モデルを内在した数値シミ $\mathrm{n}$ レーション法である。 $\mathrm{L}$

$\mathrm{E}\mathrm{S}$ では流れ場がフィルター平均を用いることによって、計算格子以上のスケ一ノ (grid-

scale, $\mathrm{G}\mathrm{S}$ ) と以下のスケール (subgrid-scale, $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ ) をもつ成分に分解される。 つま

り、 速度の $\mathrm{i}$ 成分、圧力をそれぞれ $u_{1},$ $p$ とすれば

$u:=\overline{u}.\cdot+u_{i}^{\prime/},$ $p=\overline{p}+p^{\prime/}$ , (1)

のように表現される。 ここで瓦と戸は空間的にフィルター平均された $\mathrm{G}\mathrm{S}$ 成分であり、 $u_{i}’’$

と $p”$は残りの $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ 成分である。 $\mathrm{L}\mathrm{E}\mathrm{S}$ でモデル化しなければならない統計量は、以下に

定義されるレナー ド項 $L_{ij\text{、}}$ クロス項 $C_{ij\text{、}}$ そして $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ レイノルズス トレス $R_{ij}$である。

$L_{ij}=-(\overline{\overline{u}_{i}\overline{u}_{jj}}-\overline{u}_{i}\overline{u})$ ,

$C_{ij}=-(\overline{\overline{u}_{i}u_{j}’’+\overline{u}_{ji’}u’})$ ,

$R_{ij}=-\overline{u’’iuj\prime\prime}$. (2)
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従来多用されてきた代表的 $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ モデルは (2) 式の各項を次のように表現するスマゴ

リンスキーモデル 1)である。

$L_{ij}+C_{ij}=0$ , (3)

$R_{j}=-2/3K\delta_{j}.\cdot+2_{\mathcal{U}}S\overline{S_{ij}.}$ . (4)

(4) 式で\mbox{\boldmath $\delta$}i声クロネッカーのデルタ記号であり、 $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ 乱流エネルギー If と $\mathrm{G}\mathrm{S}$ 歪テン

$\text{ソル}\overline{s}_{ij}$ はそれぞれ

$I \mathrm{f}=\frac{1}{2}\overline{u_{a}/\prime u_{a}’\prime}$, $\overline{S}_{ij}=\frac{1}{2}(\frac{\partial\overline{u}_{i}}{\partial x_{j}}+\frac{\partial\overline{u}_{j}}{\partial x_{i}})$ , (5)

と定義されている。 (これ以降、重複する添字は和をとるものとする。) (4) 式の $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ 渦

粘性 $\nu_{S}$は、 $\triangle$をフィルター幅の代表的長さとして

$\nu_{S}=(C_{S}\triangle)2\sqrt{2\overline{S}_{ab}\overline{S}_{ab}}$ , (6)

で与えられる。 ここで $c_{s}$はスマゴリンスキー定数と呼ばれるモデル定数で、様々な乱流

に対して普遍的な値をとると期待されてきた。

しかしながら、$c_{s}$はシミュレートする乱流に対して値を変える必要があることが認識さ

れている。例えば $-$様等方減衰乱流に対しては $cS\cong 0.20^{2)}\text{、混合層乱流では}c_{s^{\cong}}0.16^{3)}\text{、}$

そして平行平板間溝乱流では $c_{s}\cong 0.10^{4}$)
$\text{、}$ と最適化されている。平均シアーレイ トが大

きくなるにつれ $c_{s}$の最適値は小さくなる様である。 この結果は $c_{s}$を普遍定数とみなす

スマゴリセスキーモデルの重大な欠陥を示唆している。

筆者はこの欠陥を解決すると期待される、普遍定数だけで構成される新しい $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ モ

デルを提案した。 5)このモデルはアンァンブル平均型の乱流モデルで用いられる代数応力

モデル 6,7) (A $\mathrm{S}\mathrm{M}$ ) の $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ 版で $\backslash \mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ 代数応力モデル ( $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ A $\mathrm{S}\mathrm{M}$ ) と称している。

$\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ A $\mathrm{S}\mathrm{M}$ の定式化において、サブグリッドスケール乱流の時間スケールをどのように
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モデル化すべきかという問題がある。 もっともシンプルなスマゴリンスキー型の時間ス

ケールを選んだ場合、 $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ A $\mathrm{S}\mathrm{M}$は比較的少ない計算格子で系の回転等の効果を表現で

きることが確かめられている。 8,9)ちなみに上記の欠陥を解決する他の $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ モデルも提

案されているが、 10-12)計算格子数が少ない場合にそれらが回転等の効果を表現できるか

どうかは確認されていない。

本研究では $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ A $\mathrm{S}\mathrm{M}$ における時間スケールのモデル化を考察し、 3種類の時間ス

ケールモデルを組み込んだ $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ A $\mathrm{S}\mathrm{M}$ による $\mathrm{L}\mathrm{E}\mathrm{S}$ を直接数値シミ $\mathrm{n}$ レーション $(\mathrm{D}\mathrm{N}$

S) と比較することによって、 どの時間スケールモデルが適当であるか検討する。対象と

する流れは $-$様回転乱流と周期せん断乱流である。

2. では $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ A $\mathrm{S}\mathrm{M}$ を定式化し、 3. では $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ A $\mathrm{S}\mathrm{M}$ における時間スケ $-$ ノ のモ

デルを 3種類提案する。 4. では回転系一様乱流、及び周期せん断乱流に対して、 スマゴ

リンスキーモデル、及び異なる時間スケールモデルを組み込まれた 3種類の $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ A $\mathrm{S}\mathrm{M}$

による $\mathrm{L}\mathrm{E}\mathrm{S}$ を行い、 $\mathrm{D}\mathrm{N}\mathrm{S}$ データと比較検討する。最後に 5. で結論を述べる。

2. $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ 代数応力モデル ( $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ A $\mathrm{S}\mathrm{M}$ ) の定式化

$\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ 代数応力モデル ( $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ A $\mathrm{S}\mathrm{M}$ ) はアンサンブル平均型の代数応力モデル 6,7) に

おいて、アンサンブル平均をフィルター平均に置き換えることによって構成できる。 (従っ

てレナード項 $L_{ij}$ とクロス項 $C_{ij}$の和はスマゴリンスキーモデル同様無視される。) ただし

$\mathrm{L}\mathrm{E}\mathrm{S}$ では、 $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ 乱流エネルギー Ifが計算格子幅と $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ 乱流エネルギー散逸率 $\epsilon$

.
でス

ケールされることを仮定する。また $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ A $\mathrm{S}\mathrm{M}$ を構成する際に $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ 圧力歪テンソル相

関川 j にどんなモデルを採用するかという問題が生じる。 ここでは、最もシンプルな $\mathrm{L}\mathrm{R}$

$\mathrm{R}$ モデル 13)を用いることにする。

105



$\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ 圧力歪テンソル相関 $\Pi_{ij}$ は

$\coprod_{ij}=pl/(\frac{\partial u_{i}’’}{\partial x_{j}}+\frac{\overline\partial u_{j}’’}{\partial x_{i}}\mathrm{I}+$

$(L_{*a}.+c_{a}. \cdot+Ria)\frac{\overline\partial u_{j}^{ll}}{\partial x_{a}}+(L_{j}a+cja+R_{ja})\frac{\overline\partial u_{i}’’}{\partial x_{a}}$, (7)

と定義されるが、 これを

$\Pi_{ijj}=-C_{1}\epsilon b_{i}+$ C2KSij十

$C_{3}K(b_{ia}\overline{s}_{ja}+bj_{\mathit{0}}\overline{S}_{ia}-2/3b_{a}b\overline{S}ab\delta ij)+$

$C_{4}K(b_{ia}\overline{W}_{ja}+b_{ja}\overline{W}_{ia})-C_{4}K(b_{ij}a\epsilon ab+b_{j}ai\epsilon ab)\Omega_{b}$, (8)

とモデル化するのが $\mathrm{L}\mathrm{R}\mathrm{R}$ モデルである。ただし (8) 式は角速度 $\Omega_{1}$で回転する系での表式

となっている。 ここで $\epsilon_{ijk}$は完全反対称テンソルであり、 $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ 非等方テンソル bり及び $\mathrm{G}$

$\mathrm{S}\text{渦度テンソル}\overline{W}_{ij}$はそれぞれ

$b_{j}. \cdot=-\frac{R_{ij}}{2I\mathrm{f}}-\frac{1}{3}\delta_{j}.\cdot,$ $\overline{W}_{ij}=\frac{1}{2}(\frac{\partial\overline{u}_{i}}{\partial x_{j}}-\frac{\partial\overline{u}_{j}}{\partial x_{i}})$ , (9)

と定義されている。モデル定数 $C_{1}\text{、}C_{2}\text{、}$ $C_{3\text{、}}$ そして $C_{4}$ は

$C_{1}=3.6,$ $C_{\mathit{2}}=0.80,$ $C_{3}=1.2,$ $C_{4}=1.2$ , (10)

と最適化されている。 この $\mathrm{L}\mathrm{R}\mathrm{R}$ モデルを採用し、文献 7) の仮定をすると以下の $\mathrm{S}\mathrm{G}$

$\mathrm{S}$ A $\mathrm{S}\mathrm{M}$ が得られる。

$A_{ijabab}b=-G_{1ij}\tau\overline{s}$ , $(11)$

$A_{ijkl}=\delta ik\delta jl+\mathcal{T}[G\mathit{2}(\overline{S}_{ik}\delta_{j\iota}+\overline{S}_{j}k\delta\dot{.}\mathrm{J}-2/3\overline{S}_{kl}\delta ij)+$

$G_{3}(\overline{W}_{ik}\delta_{j\iota}+\overline{W}jk\delta il)-G4\Omega m(\epsilon ikmjl+\epsilon jkm\delta\cdot l)\delta*]$ , (12)
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$K=(G_{5}\triangle/\tau)^{2}$ , (13)

$C_{1}^{*}=C_{1}+P/\epsilon-1,$ $G_{1}=(4/3-C_{\mathit{2}})/C_{1}^{*}$ ,

$G_{2}=(2-C_{3})/C_{1}^{*},$ $G_{3}=(2-C_{4})/C_{1}^{*},$ $G_{4}=(4-C_{4})/C_{1}^{*}$ . (14)

(14) で Pは $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ 乱流エネルギー生成率で、

$P=-2Kb_{ab}\overline{S}_{ab}$ , (15)

と定義されている。

上記のように $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ A $\mathrm{S}\mathrm{M}$では、 $b_{1j}$ に関する線形連立方程式 (11) を (12) $\text{、}(14)$ を用

いて各計算格子点で数値的に解き、 (9) と (13) を用いて $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ レイノルズストレス $R_{ij}$ を

求めるのである。モデル定数 $G_{\mathrm{s}}$は未定であるが、本研究では

$G_{5}=0.65$ (16)

という値が用いられる。表式 (11)$-(13)$ における \tau は $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ 乱流の時間スケ一ル

$\tau=\frac{I\mathrm{f}}{\epsilon}$ (17)

を意味しているが、そのモデル化を次に考察する。

3. $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ A $\mathrm{S}\mathrm{M}$ における時間スケ一ノのモデル方程式

2. で定式化された $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ A $\mathrm{S}\mathrm{M}$ において、時間スケール $\tau$のモデル化の問題が残って

いる。 $\tau$が満足する方程式の型として 2種類考えられる。代数方程式型と輸送方程式型で

ある。
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a) 代数方程式型

乱流エネルギー生成率 $P$と乱流エネルギー散逸率 $\epsilon$がバランスしていると仮定する。す

なわち

$\frac{P}{\epsilon}=1$ . (18)

この仮定を (15) と (17) を用いて書き直せば

$-2\tau b_{ab}\overline{S}_{ab}=1$ , (19)

となる。 この方程式 (19) は、 式中の $b_{ij}$ に $\tau$を含んだ (11) の解を代入すると、 $\tau$に関する

代数方程式となることが解る。これは高次の代数方程式なので数値的にも厳密に解くのは

困難である。

そこで (19) を $\tau$に関して摂動的に解くことにする。 (11) と (12) から

$bij=-G_{1^{\mathcal{T}}}\overline{s}ij-\tau A_{ij}\prime abb_{a}b$ , (20)

$A_{ijk\iota}’=G_{\mathit{2}}(\overline{S}_{ik}\delta_{j\iota}+\overline{S}_{jk}\delta_{i}l-2/3\overline{S}_{k}\iota\delta_{ij)}+$

$r\triangleright$

$G_{3}(\overline{W}_{ik}\delta_{jl}+\overline{W}_{jk}\delta_{i}\})-G4\Omega_{m}(\epsilon_{ikm}\delta_{jl}+\epsilon_{jkm}\delta_{i}\iota)]$ , (21)

と書ける。 (20) 式右辺第 1項は $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ レイノルズ応力の渦粘性表現に対応しており、 この

項を基本に第 2項を\tau の 2次まで摂動すると、

$b_{ij}=-G_{1}\mathcal{T}\overline{s}_{j}.+G_{1}\tau^{\mathit{2}}A_{i}’\overline{S}jabij$ , (22)

という摂動解を得る。 この摂動解を (19) に代入することによって、時間スケール $\tau$に対す

るモデル 3次方程式が以下のように導出される。

$\zeta\tau^{3}-\xi \mathcal{T}^{\mathit{2}}+1=0$, (23)
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$(=4G_{1}G_{2}\overline{s}_{ab}\overline{S}_{b}\overline{S}C\mathrm{c}a’\xi=2G1\overline{S}\overline{S}abba$ . (24)

この方程式は条件

$\zeta<0$ , or, $G_{\mathit{2}}^{\mathit{2}}/G_{1}<2/9$ , (25)

が満足されれば、正根が少なくともーつ存在することが証明できる (十分条件) 。 本研究

におけるシミ $=$ レーショ ンでは、 $G_{\mathit{2}}^{\mathit{2}}/G_{1}=0.32>2/9=0.22$ で後者の条件は完全には満

足されていないが、 前者の条件が満足される場合が多いという事実によって、常に正根

が存在した。以後この 3次方程式の正根として決まる時間スケ $-$ ルモデルを 3次方程式型

と呼ぶ。

スマゴリンスキーモデルにおける時間スケールは上記の方法で (20) 式の右辺第 1項の

みを考慮することに対応する。あるいは $G_{2}=0$ と置くことによって得られる。その場合

$\tau$ は (23) で $\zeta=0$ とした二次方程式を満足し、その正根は

1
$\tau=f\overline{fi}^{=(2G}1\overline{S}a.b\overline{s}ba)^{-1/\mathit{2}}$ , (26)

と表される。以降この時間スケールモデルを 2次方程式型と呼ぶ。

$\Omega_{i}=0$ の場合スマゴリンスキーモデル (4). (6) そのものも $G_{\mathit{2}}=G_{3}=0.0\text{、}$ すなわ

ち $C_{\mathrm{s}}=C_{4}=2.0$ とおき $G_{5}=C_{S}G_{1}^{-3/4}$ と $G_{5}$を決めれば得られる。つまり $\Omega_{i}=0$ の場合

スマゴリンスキーモデルは $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ A $\mathrm{S}\mathrm{M}$ のトリビアルなモデルと位置付けられるのであ

る。 ただし注意しなければならないのは、慣性系より $-$般的な回転系乱流 $(\Omega_{i}\neq 0)$ に

対しては上のようにモデル定数を選んでも (14) 式の $G_{4}$を係数とする項が残るのでスマゴ

リンスキーモデルとは–致しないことである。 $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ A $\mathrm{S}\mathrm{M}$では回転の効果が $R_{ij}$ に入る

が、 スマゴリンスキーモデルには入り得ないのである。
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b) 輸送方程式型

時間スケール $\tau$を乱流エネルギー $I\iota^{\nearrow}$ と格子幅 $\triangle$ で

$\tau=\frac{\triangle}{C_{\epsilon}}I\mathrm{s}^{\prime-}1/\mathit{2}$ , (27)

と書けると仮定し、 $Ic_{\text{のモ}デル輸送方程式^{}1}4$)

$\frac{D}{Dt}K=P-C_{\epsilon}\frac{I\mathrm{t}^{\prime 3/\mathit{2}}}{\triangle}+\frac{\partial}{\partial x_{a}}((C_{IiK}.\triangle K1/2)+\nu\frac{\partial I\mathrm{t}’}{\partial x_{a}}\mathrm{I}$ , (28)

$C_{\epsilon}=1.53,$ $C_{KK}=0.1$ , (29)

を解く方法も考えられる。 この場合 (18) のようなバランスを仮定しないのでより $-$般的

であり、そのため負の P(逆カスケード) も表現可能である。 この $-$方程式型 $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ A $\mathrm{S}$

$\mathrm{M}$ によって時間スケールを決める方式を輸送方程式型と呼ぶ。

4. 回転一様乱流、及び周期的非 $-$様せん断乱流に対する適用

ここでは回転系における $-$様減衰乱流、及び周期的非一様せん断乱流に対して、直接

数値シミ $\Sigma$ ユレーショ ン $(\mathrm{D}\mathrm{N}\mathrm{S})_{\text{、}}$ スマゴリンスキーモデル、 3種類の時間スケールを

組み込んだ $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ A $\mathrm{S}\mathrm{M}$ (2次方程式型、 3次方程式型、輸送方程式型) でシミ $\mathrm{n}$ レート

した結果を比較する。周期的非一様せん断乱流は三角関数型のフォ一シング

$f_{i}=-(\cos[_{Z}])\delta i1$ , (30)

を受ける、領域 $2\pi\cross 2\pi\cross 2\pi$で周期的な流れである。

以下の図において $\mathrm{D}\mathrm{N}\mathrm{S}$ は $-\text{、}$ スマゴリンスキーモデルは $\bullet$ $\text{、}2$ 次方程式型は $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$

A $\mathrm{S}\mathrm{M}$ は $\mathrm{O}_{\text{、}}3$ 次方程式型は $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ A $\mathrm{S}\mathrm{M}$ は $\triangle_{\text{、}}$ そして輸送方程式型は $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ A $\mathrm{S}\mathrm{M}$

.
は口

で表されている。なお $\mathrm{D}\mathrm{N}\mathrm{S}$ はエイ リアシングエラーを除いたスペク トル法で計算され、
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フーリエモード数 $64^{3}$のデータにシャープカットフィルターをかけたものである。 $-$方ス

マゴリンスキーモデルと $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ A $\mathrm{S}\mathrm{M}$ は $16^{3}$の格子点をもつ $\mathrm{L}\mathrm{E}\mathrm{S}$ で、初期条件は $\mathrm{D}\mathrm{N}\mathrm{S}$

データにシャープカットフィルターを施して得られたものが用いられている。

Fig.1は回転系における $-$様乱流における $\Omega=\sqrt{\Omega_{a}\Omega_{a}}=0,3$ の場合の $\mathrm{G}\mathrm{S}$ 乱流エネル

ギーの 2倍 $2K=\overline{u_{a}’u_{a}\prime\prime\prime}$ の時間変化である。 $\Omega=0$ の場合はいずれの $\mathrm{L}\mathrm{E}\mathrm{S}$ も $\mathrm{D}\mathrm{N}\mathrm{S}$ によ

く合うことがわかる。 しかし回転している場合は回転効果の入る $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ A $\mathrm{S}\mathrm{M}$ は陽には回

転効果の入り得ないスマゴリンスキーモデルより断然良 $\langle$ $\mathrm{D}\mathrm{N}\mathrm{S}$ に合致することが観察

される。 この場合、 3種類の時間スケールの差異はほとんど現れない。

Figs .2-4は周期的非一様せん断乱流における乱流エネルギー及び平均流速の分布を示

している。 $<w’w’>$においてのみ、輸送方程式型 $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ A $\mathrm{S}\mathrm{M}$ と他の $\mathrm{L}\mathrm{E}\mathrm{S}$ に有意な差

異が観られる。輸送方程式型 $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ A $\mathrm{S}\mathrm{M}$ は $\mathrm{D}\mathrm{N}\mathrm{S}$ より大きく予測してしまう。 この場合

の時間スケール分布は Fig 5に示されているが、輸送方程式型の時間スケールは他のもの

より、小さく見積られているのが解る。

5. 結論

本研究より以下の 3点が結論される。

a. $\mathrm{S}\mathrm{G}\mathrm{S}$ A $\mathrm{S}\mathrm{M}$ における時間スケールをモデル化する際、代数方程式型と輸送方程

式型が考えられる。

$\mathrm{b}$ . 周期的非一様せん断乱流に対して、代数方程式型は輸送方程式型に優るとも劣ら

ない。 (I $\mathrm{P}$ モデルを A $\mathrm{P}$ モデルにすれば同等)

$\mathrm{c}$ . 代数方程式型の場合、 2次方程式型でも 3次方程式型でも大差ない。
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DNS $\mathrm{O}$ 2次方程式型
$\bullet$ スマ]“ $|)^{\backslash }\text{ノ}$スキ-\not\in T-‘‘ ル

$\triangle$ 3次方程式型
口 輸送方程式型

Fig. 1. 乱流エネルギーの時間変化

Fig.2 乱流工不ルキ一 $<\mathrm{u}^{\mathrm{t}}\mathrm{u}^{\mathrm{I}\dagger}\succ<\mathrm{V}^{1}\dagger\succ$
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Fig.3 $<\mathrm{w}^{\mathrm{t}}\mathrm{w}^{\mathrm{I}}\succ$ Fig.4 平均流速
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Fig.5 平均時間スケール
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