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1 序

$E$を実可分Banach 空間とし、$E’$ を Eの位相的双対とする。有限次元空間上の Bochner

の定理の拡張として次の命題が考えられる。

「 E生で定義された複素数値関数\mbox{\boldmath $\phi$}が次の条件 $(*)$ を満たすときに\mbox{\boldmath $\phi$}を特性関数とす

る E上のシリンダー測度\mu は Radon 拡大可能になる。 又\mu が Radon 測度ならばその特性

関数\mbox{\boldmath $\phi$}は条件 $(*)$ を満たす。

$(*)(1)\phi(0)=1_{\text{、}}$ (2) $\phi$は正型、 (3) \mbox{\boldmath $\phi$}は $(E’, \tau)$ で連続 o」

ここで\tauは E’上に定められたベクトル位相である。 このような\tau が存在する場合は\tauを

Sazonov位相 ( $\mathrm{S}$-位相) といい、 空間 $E$を $\mathrm{S}$-空間という。 また\mu が Radon 拡大可能になる

ために、条件 $(*)$ が十分条件になるとき $\tau$を十分 Sazonov 位相 ( $\mathrm{S}\mathrm{S}$-位相) と言い、必要条
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件になるときに必要 Sazonov位相 ( $\mathrm{N}\mathrm{S}$-位相) と言う。

$1\leq P\leq 2$ なる $p$ に対して $p’$ を conjugate index($\mathrm{i}.\mathrm{e}.,1<p\leq 2$ の場合は $1/p’+1/p=$

.

1, $p=1$ の場合は $p’=+\infty$ ) とする。このとき $L^{p’}(\mathrm{p}=1$ のときは $L^{\infty}$ の代わりに $\sigma(L^{\infty}, L^{1})$

を考える) 上に次のようなシリンダー測度が存在する。 それは特性関数が $\exp(-||\xi||p)$

$(\xi\in L^{p})$ となるもので、 このシリンダー測度を canonical $P$-stable シリンダー測度といっ

$\text{て}\Gamma_{p}$で表す。

この小論ではある条件を付けた SS-位相が\Gamma p-可測な seminorm を用いて定義できるこ

とを示す。

(注意) p-stable シリンダー測度は $0<p\leq 2$ の範囲で定義されるがここでは特にこと

わらない限りは $1\leq P\leq 2$ で考えることにする。

2 準備と記法 ’

まず初めに測度の order. シリンダ一測度の type, cotype について説明する ([9,10])。

$-.\text{定義}$
$\mathrm{E}$ は 1と同様に .Banach 空間で、 $\lambda$は E 上の Radon確率測度とする。

$|| \lambda||p=\{\int_{E}||x||^{p}d\lambda(_{X})\}1/p(-\infty<p<\infty,p\neq 0)$ $\mathrm{c}$

.

$|| \lambda||_{\infty}=eSS.\sup||x||$ ( $\lambda$ に関して本質的上限)

$|| \lambda||_{0}=\exp\int_{E}\log||x||d\lambda(x)$

とする。 このとき $||\lambda|\mathrm{t}p<+\infty$ であれば \mbox{\boldmath $\lambda$}‘は order $p$ であるという。

. $\cdot$ $\nu$

$P<0\text{のときは}’\prime^{11}\mathrm{a}\text{に}t\ell$ $||\lambda||_{p}<+\infty \text{と}=:::7\text{なる}\dot{\circ}\lambda’ \text{が_{}0};\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}$
$P^{\backslash }$

’

であるならば、 $q<p$ なる qlこ

ついても order qであると言える。
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定義 $\mu$ がシリンダー測度のとき $\xi\in E’$ に対して\mu \xi $=\xi(\mu)$ とする。

$|| \mu||_{p}^{\star}.=;\dot{.}\backslash ’\dot{\sup}_{\mathrm{I}1\xi}.||..’\leq 1^{\cdot}.’.\{’\backslash :\int_{R^{-\cdot\cdot\cdot.\mathrm{a}}}\sim|t|pd\mu\xi::(t)\}1/\cdot p$

.

$(-\cdot‘\infty<.p<\infty,\dot{p}\#\mathrm{o})$

$|| \mu||_{\infty}^{\star}=\sup_{||\xi||\leq}1ses.\sup|t|$ ( $\mu_{\xi}$ に関して本質的上限)

$|| \mu||^{\star}0=\sup_{||\xi||}\leq 1\mathrm{x}\mathrm{e}\mathrm{p}\int_{R}\log|t|d\mu\xi(\iota)$

とする。

このとき $||\mu||_{p}^{\star}<+\infty$ であるならば $\mu$は type $P$ であると言う。

. $\backslash \cdot$

$\mu$ が Radon 測度ならば $||\mu||_{p}\geq||\mu||;\text{となる}$。

$\mathrm{t}$

$\mathrm{R}$ 上の canonical p-stable 測度 ( $\mathrm{R}$ 上では Radon 測度になっている) を\mbox{\boldmath $\gamma$}pで表すと $\gamma_{P}$

は order $q$ ($\forall q<p,p=2$ の場合は $\forall q<+\infty$ ) であり $||(\Gamma_{P})\xi||_{q}=||\xi||||\gamma_{p}||_{q}$ となるのでろは

type $q$ ($\forall q<p,p=2$ の場合は $\forall q<+\infty$ ) であることが解る。

$\text{次}\mathrm{v}^{}.\sqrt[\backslash ]{}\backslash$ lルゲ細め Coty畝っ漣途^‘‘6。
$.\cdot,.:-\sim.’.::\text{診}$ .: $‘\cdot$ :. $\mathrm{I}^{\cdot}.\text{ピ}\ell\cdot$

)

定義 $\mu$ がシリンダー測度のときに

. $\cdot$,. $r$

. $\ell$
$\backslash -$

$||\mu.||_{p}\star\star$

.

$1_{1}^{\inf_{||}\{}=.| \xi.\geq 1\int_{R}..|.\cdot t|^{p}d.\mu_{\xi}(t)\}1/p]-.1-$

$\cdot$

$J$

として $||\mu||_{p}^{\star\star}<+\infty$ のとき $\mu$は cotype $P$ であると言う。

$q>p$ で\mu が cotyPe $P$ であるならば\mu は cotyPe $q$ で $||\mu||_{q}^{\star\star}\leq||\mu||_{p}\star\star$ である。

$||\Gamma_{p}||_{q}^{\star}\star<+\infty$ も上と同様にして求められるめでちは cotype $q(\forall q<p,p=2$ の場合

は $\forall q<+\infty$ ) でもある。

次に Dudley-Feldman-Le Cam による可測ノルムの定義について述べよう。
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定義 $\mu$ が $E$ 上のシリンダー測度とする。 $E$ 上で定義された seminorm I が $\mu-$

可測であるとは $\forall\epsilon>0$ に対して $\exists G\in FD(E)$ ($FD(E)$
.
は Eの有限次元部分空間の全体)

で、 $F\in FD(E’),F\perp c$ なる $F$については

$\mu(\{x;|X-F1|<\epsilon\})\geq 1-\epsilon$

が成り立つことである。

上の定義で $F^{\perp}=$ { $y\in E;<x,$ $y>=0$ for $\forall x\in F$ } とする。

$E$ の seminorm $|\cdot|$ に関する associated Banach 空間 を $E_{|\cdot|}$で表し $Earrow E_{|\cdot|}$ への

canonical map を $i$ とする。 このとき $i(\mu)$ が $E_{|\cdot|}$上で Radon 拡大可能になるための必要

十分条件が、 $|\cdot|$ が\mu -可測であるということである。

この章の締めくくりとしてシリンダー測度\muに対して定まる linear random function に

ついて述べる。 $\mu$ が E上のシリンダー測度であるときに $E’arrow L^{0}(\Omega, P)$ への次のような

線形写像 $T$ が対応する。

$\mu_{\xi_{1},\xi_{2},\cdots,\xi n}(z)=P\{\omega\in\Omega;(\tau(\xi_{1})(\omega),\tau(\epsilon_{2})(\omega), \cdots,T(\xi_{n})(\omega))\in Z\}$

特に\mu が type $P(p\geq 0)$ のときは Tは $E’arrow L^{p}(\Omega, P)$ への連続な写像として定まる。こ

の $T$ を\mu に対する linear random function と言う。

3 位相 Mp と Lp空間の ss-位相

まず最初に S-位相について今まで知られている結果を述べよう。

(1) Bochner の定理
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$\mathrm{R}^{n}$ は $\mathrm{S}$-空間で $\mathrm{S}$-位相は $\mathrm{R}^{n}$ 上に定まる canonical ベクトル位相。

(2) 無限次元 Hilbert 空間については 1958年に Sazonov$([8])$ により S-空間であること

が示された (これが Sazonov 位相と命名された由来である)。この時の S-位相は Hilbert-

Schmidt 作用素を用いて定義された。 これを\tau HS と表わす。更にこの\tau HSは最弱の S-位相で

あることも解っている。 その後 $\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{S}\mathrm{S}([1,2]),$ $\mathrm{K}\mathrm{u}\mathrm{o}([3])$ により $\tau_{HS}$ より真に強い Sazonov位

相の存在が示されている。 これは Gross により定義された可測ノルム (Dudley-Feldman-Le’

Cam のものとは異なる) を用いているので $\tau_{m}$ で表わす。
. $\sim$

(3) 無限次元 Banach 空間はすべてが $\mathrm{S}$-空間であるとは言えない。 Mouchtari $(.,[6])$

により $\mathrm{S}$-空間ならば $L^{0}$に埋め込み可能で且つ cotype 2であることが示された。. 更に
.

Mouchtari は 1975年に、Banach 空間が $L^{0}$の中に埋め込み可能で metric approximation

Property $(\mathrm{m}.\mathrm{a}.\mathrm{p}.)$ を持つならば $\mathrm{S}$-空間であることを示した (例えば $L^{p},$ $1\leq p\leq 2$ )。この

時の $\mathrm{S}$-位相は decomposed 作用素をすべて連続にする最弱位相として定義され、 $\tau_{0}$ と表.. .$-$

わされる。Linde$([4])$ により $L^{p}$ の $\mathrm{S}$-位相\tau 0 $\text{は}\tau_{q}$ $(0\leq q<p)$ に等しい。 $\tau_{q}$
とは \Lambda q作用素

をすべて連続にする最弱位相である。 ( $\Lambda_{q}$ 作用素については後述する。)

(4) Banach 空間がすべて S-空間とはいえないことから $\mathrm{S}\mathrm{S}$ -位相、NS-位相に分けて考
..

える必要性が生じた。最弱 $\mathrm{N}\mathrm{S}$-位相は前述の乃であることが知られているが最強の SS-位

相についてはまだ解っていない。 すべての Banach 空間に対する SS-位相で今まで知られ

ている中で 1番強いものとしては位相 $\mathrm{M}([5])$ がある。

以上の結果を踏まえてここではまず P’上に位相 $\mathrm{M}_{p}$を次のように定義する。

定義 $1<p\leq 2_{\text{、}}p’\text{は}$ $P$ の conjugate index とする。
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$\mathrm{N}=$ { $|\cdot|$ ;Lp’上で定義された連続でち - 可測な seminorm}

とする。 $\mathrm{N}$ に属するすべての seminorm を連続にするような最弱位相を $\mathrm{M}_{p}$ とする。

このとき次の定理が成り立つ。
$\iota$

’ , :‘, $t$
.

定理 1p’上に定義された位相 $\mathrm{M}_{p}\text{は}L^{p}\text{の}.\mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{P}\mathrm{e}.q(- 1$. $\leq q<p)$ なるシリンダー測度全

体に対する $\mathrm{S}\mathrm{S}$-位相になる。. $\cdot$

\acute ,.
$.1$

.
$,\cdots\cdot.\vee-\cdot-;..\cdot..;’$

.

[証明の概略] $\mu$を Lp上の type $q(1\leq q<p)$ なるシリンダー測度とする。 対応する
$arrow$

linear random function を $T$とすると Tは $L^{p’}arrow L^{q}(\Omega, P)$ への線形写像で位相 $\mathrm{M}_{p}$ に関

して連続になる。 $\mathrm{M}_{p}$ の定義から $T$は次のように分解される。
$:^{}\cdot!\backslash \cdot::!.\cdot\cdot.\cdot l.\backslash .\sim.i’$ , , ..’ $^{-\backslash }.$

‘ .
$\cdot\backslash .".\cdot l$

$.\cdot\backslash$ . $\cdot$ ,. ,
$\cdot$

ae.
$\cdot$..$\cdot$ $:.=$. $.,$

$\cdot$ .

..$\cdot$. ’ $-$

$\cdot$ . :
$- T=\phi \mathrm{o}i;i:L^{p’}arrow L_{|\cdot|}^{p^{\mathrm{v}}}\backslash$ ; $\phi$ : $L_{|\cdot|}^{p’}arrow\grave{L}^{q}$

$.\cdot.\cdot:arrow.\cdot..\iota \mathrm{A}-..\cdot$ . $’‘:....’..\cdot.’$. $\cdot.\backslash ‘.$
’ .: $\cdot$ . $\cdot$

$j..\cdot\sim$.

ここで $|\cdot|\in \mathrm{N}$ である。
$.\ddot{\}\underline{\backslash }\mathrm{s}^{r}.\cdot.\cdot.\cdot:_{\}r’\backslash \sim:_{\backslash }.$. $\mathit{4}-.,$

$\backslash \cdot|$

$\mathrm{t}$ ’

$.\cdot.\sim$

.
$:.\backslash l$ .

$\cdot...\cdot 1^{\cdot}.:.:.:_{:}..\cdot:....\rangle$

.
.

ここで Schwartz の定理 ([9]) を紹介する。

$.-^{P}...\cdot!;_{\backslash }..-\cdot$. $.\cdot$

「 $.\mathrm{S}_{;}$c$\mathrm{b}\mathrm{w}$

-

$\mathrm{a}\mathrm{r}_{\mathfrak{i}}.\mathrm{t}\mathrm{z}$ の定理」 $E,$ $G$ は Banach 空間、 $u$ は $E$ から $G$ への連続線形写像と

レ、 $p>$ .-,.1.. とする。 \rho が\mbox{\boldmath $\sigma$}(G’, $G$) 上の cotype $P$ のシリンダー測度で $u’(\rho)$ は\mbox{\boldmath $\sigma$}(E’, $E$ ) 上

の orde.r $p$ の Radon 1|1度であるとする。 このとき $u$ は p-summing mapである。

この定理から $i$ の双対作用素 $i’$ は $q$-summing map となる。 $1\leq q<p\leq 2$ であるから

$i’$ は q-Radonifying map になる。 従って $L^{q}arrow L^{q}$ への恒等写像に対応するシリンダー
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測度を\nu とすると $\phi’(\nu)$ は\mbox{\boldmath $\phi$} に対応するシリンダー測度になってこれは type $q$ になる。更

に $i’(\phi’(\nu))=\mu$ となって Radon 測度になることが導かれる。以上が証明の概略である。

Linde$([4]),$ $\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{Z}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{i}([7])$ により、Lp’上に位相\tau q を考えるとこれが S-位相であることが
..

示されている。 そこで次の系を得る。

系
,

$\mathrm{M}_{p}$

.
は Lpの

$\mathrm{t}\mathrm{y}.,\mathrm{p}\mathrm{e}q-.(.\cdot 1..\leq q<..p)$ のシリンダー測度全体に対する S-位相である。

$\tau_{q}$ というのは\Lambda q-作用素をすべて連続にする最弱位相である。Banach 空間 $\mathrm{E}$ 上のシリ

ンダー測度でその特性関数が $\exp(-||\tau_{X|}|q)$ (ここで Tは E/\rightarrow Lqへの線形写像で $||\cdot||$ は

$L^{q_{-\mathrm{n}\mathrm{o}}}\mathrm{r}\mathrm{m}$ とする) となるものを q-stable シリンダー測度という。この q-stable シリンダー

測度の中で Radon 測度になっている場合の $T$を\Lambda q-作用素と言うのである。

系の証明は Lpが stable tyPe $q$ の Banach 空間であるから $\mathcal{T}_{0}=\mathcal{T}_{q}$であり、 また $\mathrm{M}_{p}\text{は}\tau_{q}$

より強いので $\mathrm{M}_{p}\text{が}$ NS-位相になることから得られる。

(注意) 上述の定理 1及び系において type $q(1\leq q<p)$ という条件を外すことが可能

ならば Hilbert 空間 $L^{2}$の場合の $\mathrm{S}$-位相 $\tau_{H\mathrm{S}}$ と $\tau_{m}$に対応する拡張になるのであるが未だ不

明のままである。

4 一般の Banach 空間上への位相 M,の拡張

次に–般の Banach 空間上に位相 $\mathrm{M}_{P}$を拡張することを考える。

定義 $E$ を実可分 Banach 空間とする。 E上の $P$-stable シリンダー測度 $\mu$について、

$E$ の最初の位相に関して連続で、かつ\mu -可測な seminorm の全体を考える。 これらをす
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べて連続にする最弱位相を Mp(\mu ) 、とする。

(注意) 前節における定義 $\mathrm{M}_{p}$ はここでの表現に従えば $\mathrm{M}_{p}(\Gamma_{p})$ となる。

前と同様にして次の結果を得る。

定理 2 $E$ は実可分 Banach 空間、 $\mu$ は $E’$ 上の $P$-stable シリンダー測度とする。 こ

のとき位相 $\mathrm{M}_{p}(\mu)$ は E上の type $q(1\leq q<p)$ のシリンダー測度全体に対する ss-位相に

なる。

これに関連しては Takahashi $([\iota 1])$ の次の結果がある。

「 $E$を実可分 Banach 空間とし、I をすべての連続な $P$-stable シリンダー測度に関し

て可測な seminorm とする。Eから $E_{|\cdot|^{\text{への}}}$ canonical map は $p$-summing map になる。」
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