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A bstract. The paper is the continuation of tlle previous work [5] and mainly

treats linearly dependent processes with a nlodule theoretic framework. It

is investigated how a given, (colnplicated’ linearly dependent process is de-

composed into a sum of (smaller’ or (simpler) linearly dependent processes.

A certain type of direct sum decomposition of the related module is proved

to correspond to the decomposition of a linearly dependent process, and vice
versa. This module theoretic approach leads us to propose a new, canonical

decomposition, which differs from the one so far discussed by A. Heller [2].

Our canonical decomposition yields the connect.ed component decomposition

when the process is a Markov chain, and is finer than the ergodic decomposi-

tion in the case the linearly dependent process being stationary.

1 はじめに

有限集合 $A$ 上の離散時間確率過程 $\{X_{t}\}_{t=0}^{\infty}$ (あるいは $\{X_{t}\}_{l=}^{\infty}-\infty$ ) が, 確率的な振舞いをするための

‘仕掛け’ として, 有限次元線形空間を背後に持っている場合がある. 例えば, Markov 連鎖や陰 Markov 過

程は, 推移確率行列が作用するような線形空間 (状態空間) を ‘仕掛け’ として持っている. 一般に, 有限次

元線形空間を ‘仕掛け’ として背後に持っているような $\{X_{t}\}_{i=0}^{\infty}$ (あるいは $\{X_{t}\}_{t=-\infty}^{\infty}$ ) の事を線形従属過

程と言う (正確な定義は後述する).
さて, 必ずしも簡単であるとは限らない 1個の (工学的な, あるいは物理的な) システムが与えられたと

き, それを丸のまま理解しようとするのではなく, もっと小さな (あるいは, 簡単な) システムにそれを分

解しておいてから考えるという手法がある. ただし, 分解する際には, もとのシステムの ‘構造) を破壊し

ないような, (意味のある’ 分解にしなければならないのはもちろんである.

本稿では, 線形従属過程が 1個与えられた時に, それをもっと簡単な線形従属過程に分解するという問

題を取り扱う. ここでは, 線形従属過程がその背後に線形空間という ‘仕掛け’ を持つということを考慮し

て, ‘和’ の形への分解を考えることにする (この形の分解が自然であろう).
つまり, 線形従属過程に対して

$g(\alpha_{0}\alpha_{1k}\ldots\alpha):=\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{t}X_{0}=\alpha_{0},$ $x_{1}=\alpha_{1},$
$\ldots,$

$X_{k}=\alpha_{k}\}$ $(k=0,1,2, \ldots ; \alpha_{i}\in A)$

で同時分布 (の全てを表す) 関数 $g$ : $A^{*}arrow R$ を定義するとき, この $g$ を, $h$ 個の線形従属過程の同時分布

(の全てを表す) 関数
$g_{j}$ : $A^{*}arrow R$ $(j=1,2, \ldots, h)$

の凸線形和の形
ん

$g= \sum_{j=1}c_{j}gj$
$(c_{j}>0)$
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に分解するという問題を考える訳である. ただし, 分解した結果の $g_{j}$ が元の $g$ よりも複雑になってしまっ
ては面白くないので,

各 $g_{j}$ の表す線形従属過程の ‘仕掛け $\circ$ の線形空間の次元を $n_{j}$ とする時, その和
$\sum_{j=1}^{h}r\iota_{j}$ は元の線形従属過程の ‘仕掛け’ の線形空間の次元を超えない

ものとし, また, 小さいシステムに分解できればそれに越したことはないので,
なるべく細かく, つまり, $g_{j}$ の個数 $h$ をなるべく大きくするように分解する

ことも目標とする. (問題の正確な記述は後でする)
この問題に関しては既に JJeller の研究 [2] (線形従属過程に限らずごく $-$般に, 有限集合上の離散時間

確率過程の分解を研究しているもの) があるが) 本稿ではそれとは違った分解を提案する. そして, 線形従

属過程の分解としては JJeller の分解は無意味な分解になっており, ここで提案した分解の方にしか意味が
ないのだとも主張したい.

また, 第 6, 7節では, 特に, 定常な線形従属過程を取り扱い, 我々が提案した線形従属過程の分解 (正門
分解と名付けたもの) がエルゴード分解の細分になることも証明する.

2. 準備

まず, 有限集合 $A$ の片側無限列上の確率測度の場合を取り扱おう, 第 6, 7節に至れば, $A$ の両側無限

挙上の定常確率測度に, 全く同じ手法を適用するであろう. .
有限集合 $A$ 上の線形従属過程 $\{X_{t}\}_{1=}^{\infty}0$ は, 一般性を失わずに, 次のように定義できる ([5] の Theorem

3とその証明における議論に依る).

定義 1. $A$ 上の確率過程 $\{X_{t}\}$ が線形従属過程であるとは,
実数の $n\cross n$ 行列 $A$ ,
実数の $n$. 次元横ベクトル $p$ ,
実数の $n$ 次元縦ベクトル $q$ ,
実数の $7l\cross n$ 射影行列の組 $\Pi:=\{\Pi(\alpha)\}\alpha\in A$

(ただし, $\Pi$ は $\Pi(\alpha)\Pi(\beta)=\delta_{\alpha\beta}\Pi(\alpha)$ かつ $\sum_{\alpha\in A}\Pi(\alpha)=I$ を満たす

こと; $\delta_{\alpha\beta}$ は Kronecker のデルタ, $I$ は単位行列)
を用いて, ( $X_{0},$ $X_{1},$

$\ldots,$ $X_{k;}k=0,1,$ $\ldots$ の) 同時分布を

Prob $\{X_{0}=\alpha_{0} , X_{1}=\alpha_{1}, \ldots, X_{k}=\alpha_{k}\}=p\Pi(\alpha_{0})A\Pi(\alpha_{1})A\cdots A\Pi(\alpha_{k},)q$

のように書くことができる時に言う.

この定義よりただちに, 陰 Markov 過程や Markov 連鎖は線形従属過程であることが分かる. 行列 $A$

やベクトル $P$ や $q$ は非負でないかもしれないことに注意しよう. (本稿では触れないが, 実際, 線形従属過
程ではあるが陰 Markov 過程ではない確率過程の例が知られており, その例においては, 行列 $A$ 等として

非負な物を選ぶことが不可能である)
逆に, 一般に 4つ組 $(A, p, q, \Pi)$ が与えられた場合には, 量

$p\Pi(\alpha_{0})$A $\Pi(\alpha_{1})A\cdots$ A $\Pi(\alpha_{k})q$ $(k=0,1, \ldots)$

が, ある線形従属過程 {Xt}t\infty =。の同時分布の性質を持つとは限らないのはもちろんである.

簡単の為に,
$g(\alpha 0\alpha_{1}\cdots\alpha_{k;A}, p, q, \Pi):=p\Pi(\alpha 0)A\cdots\Pi(\alpha_{k})q$

と書くことにする. $g(\cdot ; A,p, q)\Pi)$ は $A^{*}$ から実数 $R$ への関数であり, 4つ組 $(A, p, q, \Pi)$ によって定
まるようなものになっている (ただし, 空列 $\Lambda\in A$ における $g$ の値は $pq$ であると定義する).
さて, この後の議論で必要になる事実を列挙しておこう:
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事実 2. ([3], [5]) 関数 $g(\cdot ; A,p, q, \Pi)$ が恒等的に零ではない 4つ組 $(A, p, q)\Pi)$ に関しては, 次の 2

つの条件 $(\mathrm{P}\mathrm{O}’),$ $(\mathrm{P}\mathrm{O})$ は同値:
$(^{\mathrm{p}\mathrm{o}^{J}})g(\cdot).\tilde{A},\overline{p},\tilde{q})\tilde{\Pi})=g(\cdot ; A, p, q, \Pi)$

$\Rightarrow\dim\tilde{A}\geq\dim A$ .

$(\mathrm{P}\mathrm{O})$ [‘可制御性’ と ‘可観測性)]

$\dim \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{P}^{\Pi}(\alpha_{0})A\cdots\Pi(\alpha_{k})|k=0,1,$
$\ldots$ ; $\alpha_{i}\in A$ }

$=\dim \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{f}^{\Pi}(\alpha 0)A\cdots\Pi(\alpha_{k})q|k=0,1\}\ldots$ ; $\alpha_{i}\in A$ } $=\dim A$ .

(ただし, 上で, 正方行列 $A$ のサイズを $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{l}\Lambda$ で表した)

事実 2より, 関数 $g(\cdot ; \tilde{A}_{)}\tilde{p},\tilde{q},\tilde{\Pi})$ が恒等的に零ではない任意の 4つ組 ($\tilde{A},\tilde{p},\tilde{q}(’\tilde{\Pi})$ に対して

$g(\cdot ; A,\tilde{p},\tilde{q},\tilde{\Pi})=g(\cdot ; A,p, q, \Pi)$

かつ $(\mathrm{P}\mathrm{O})$ を満たす 4つ組 $(A, p)q,$ $II)$ が存在することになる. 次の事実 3で述べるようにこのような

$(A,p, q, \Pi)$ は–意でないが, その次元は–意に定まる.

rank $g(\cdot ; \tilde{A},\tilde{p},\tilde{q},\tilde{\Pi}):=\dim A$

と定義し, $g(\cdot ; \tilde{A}_{)}p^{\sim}),\tilde{q})$ $)\tilde{\Pi}$ の階数と呼ぶ (ただし, 関数 $g$ が恒等的に零の場合には rank $g=0$ と定める

ことにする). これは, 文献 [5] で言う, 線形従属過程の $\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}_{R}$ に等しい. 一般に, 有限集合上の離散時間

確率過程の測度 $l^{\mathit{1}}$. に対して階数 rank $\mu$ が定義できる. つまり, $\mu$ が線形従属過程の場合はその階数で, 線

形従属過程ではない場合は $+\infty$ で定義するというわけである.

事実 3. ([3], [.5]) 条件 $(\mathrm{P}\mathrm{O})$ を満たすような 2個の 4つ組 $(A, p, q, \Pi),$ $(\tilde{A},\tilde{p},\tilde{q},\tilde{\Pi})$ が

$g(\cdot ; A,p, q)\Pi)=g(\cdot ; \tilde{A},\tilde{p},\tilde{q},\tilde{\Pi})$

を満たすならば, $n(=\dim A)$ 次の正則行列 $S$ が存在して

$\Pi(\alpha)S=S\tilde{\Pi}(\alpha)$ $(\alpha\in A)$ ,

$AS=S\tilde{A}$ , $pS=\tilde{p})$ $q=S\tilde{q}$

が成り立つ.

事実 4 正定数 $c$ をうまくとれば, $cg(\cdot ; A,p\supset, q, \Pi)$ によって, ある線形従属過程 $\{X_{t}\}^{\infty}t=0$ の同時分布

を

Prob $\{X_{0}=\alpha_{0}, X_{1}=\alpha_{1)}\ldots , X_{k}=\alpha_{k}\}=cg(\alpha 0\alpha_{1}\cdots\alpha_{k} ; A,p, q, \Pi)$ $(k=0,1, \ldots)$

のように表すことができる.

ゆ

次の (P1), (P2) が成り立つ:

(P1) $(A-I)q=0$ [確率過程の整合性],
(P2) $pq>0$ , $g(\cdot ; A,p, q, \Pi)\geq 0$ [非負性].
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実数を成分とする $n$ 次元縦ベクトルの空間を $R^{n}$ と書くことにする. $R^{n}$ はその加法に関して単位的
半群をなしていると考えることもできる. $R^{n}$’の空でない部分集合 $C$ が凸錐であるとは,

$x,$ $y\in C’;\lambda,$ $/r$. $\geq 0$ $\Rightarrow$ $\lambda_{X}+_{\mathit{1}^{r,y}}\in C$

が成り立つことと定義する. 凸錐 $C$, は, $R^{\mathit{1}}$
’ の, (加法に関する) 部分単位的半群でもある.

容易に分かるように, $R^{\gamma\iota}$ の任意の部分集合 $D$ はそれを含むような最小の凸錐を持つ. この凸錐のこと
を cone $D$ で表す.

次の簡単な補題が, 後の議論で重要である.

補題 5 4つ組 $(A, p, q, \Pi)$ に対して, (P2) の条件は次の 3つの条件 $(\mathrm{C}1)^{-}(\mathrm{C}3)$ を満たすような
$C\subset R^{n}$ の存在と等価 :

(C1) $q\in C$ , $pq>0$ ,

(C2) $x\in C$ $\Rightarrow$ $px\geq 0$ ,

(C3) $AC\subseteq C$ , $\Pi(\alpha)C\subseteq C(\alpha\in A)$ .

証明: 4つ組が (P2) を満たすと仮定する.

$C$ $:=\{x\in R^{n}|g(\cdot ; A, p, x, \Pi)\geq 0\}$.

と置けば直ちに (C1), (C2) が分かる. (C3) は, 任意の $x\in C$ について

$g(\alpha 0\cdots\alpha k;A,p, \Pi(\beta)x, \Pi)=\delta_{\beta\alpha_{k}}g(\alpha 0\ldots\alpha k;A, \mathrm{P}_{)}x,, \Pi)\geq 0$

$k$ ,

$g( \alpha 0\cdots\alpha_{k} ; \Lambda,p, A_{X}, \Pi)=\sum g(\alpha 0\cdots\alpha k\alpha\in A\alpha;A, p, X, \Pi)\geq 0$

が成立することにより言える. 逆に 4つ組に $(\mathrm{C}1)^{-}(\mathrm{c}3)$ を満たす $C$ が存在と仮定すると, (C1), (C3) よ

り, 任意の $\alpha 0\cdots\alpha_{k}\in A^{*}$ に対し
$\Pi(\alpha_{0})\Lambda\cdots\Pi(\alpha_{k})q\in C$

であり, ここで (C2) を使えば (P2) が導かれる. 口

$A$ や $\Pi(\alpha)$ などは線形写像なので, $C$ が $(\mathrm{C}1)^{-}(\mathrm{C}3)$ を満たすならば, colle $\mathrm{c}^{\mathrm{t}}$ も $(\mathrm{C}1)^{-}(\mathrm{c}3)$ を満たす.

したがって, $(\mathrm{C}1)^{-}(\mathrm{C}3)$ を満たす $C$ としては凸錐だけを考えることにすれば充分である.

3. 同時分布関数の分解と加群の直和分解

さていよいよ, 線形従属過程の分解とは –体何のことなのかを厳密に定義し, 本稿で考えたい問題を正
確に述べることにしよう.

定義 6 (P1), (P2) を満たす 4つ組 $(A, p, q, \Pi)$ が与えられたとする (事実 3によりこの 4つ組はあ
る線形従属過程を表している). (P1), (P2) を満たす, $h$ 個の 4つ組 $(A_{j,Pjq_{j},j},\Pi)(j=1,2, \ldots, h)$ が

ん

$g(. ; A,p, q, \Pi)=j\sum_{=1}g(. ; A_{j},p_{j}, q_{j}, \Pi_{j})$
, (3. 1)

ん

rank $g(. ; A,p, q, \Pi)\geq\sum_{j=1}\dim A_{j}$ (3.2)

を満たすとき, 式 (3.1) のことを $(A, p)q,$ $\Pi)$ の表す線形従属過程の分解と言う.
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問題. 分解した結果の線形従属過程の個数 $h$ をなるべく大きくしたい. 個数 $h$ を最大にすることができ

るのか. できるとしたら, 個数最大の分解の仕方は (なんらかの意味で) $-$意的か.

式 (3.1) と線形従属過程の階数の定義により,

rank $g( . ;A,p, q, \Pi)\leq\sum_{j=1}^{h}$ $\mathrm{r}$ ank $g( \cdot;; A_{j\mathrm{P}j,q_{j}}, , \Pi_{j})\leq\dim\bigoplus_{j=1}^{h}A_{j}$ ,

が成り立たねばならず, $-$方, 式 (.3.2) の条件があるので, 結局,

ん

rank $g(. ; A,p, q, \Pi)=\sum_{j=1}$ rank $g(. ; A_{j},p_{j}, q_{j,j}\Pi)$

.が必要である.
すると, 事実 2によって, $(\mathrm{P}\mathrm{O})$ をも満たすような 4つ組だけに議論を限って構わないと分かる. つま

り, $(\mathrm{P}\mathrm{O})-(\mathrm{P}2)$ を満たすような 4つ組 $(A, p, q, \Pi)$ が与えられたとして, それを $(\mathrm{P}\mathrm{O})-(\mathrm{P}2)$ を満たす, $h$

個の 4つ組 $(A_{j_{)}p_{j},qjj}\Pi))(j=1,2, \ldots, /\mathrm{r})$ を使った和の形

ん

$g(\cdot)A,p_{)}q,$
$\Pi)=\sum_{j=1}g(. ; A_{jp_{j,q_{j}}},\Pi j))$ ’ (3.3)

ん

$\dim A=\sum_{j=1}\dim A_{j}$

に直すことだけを考えれば良いことになる.

一般に, たくさんの行列で記述されたシステムの分解を考える際には, 行列を作用とする加群を考えて

分解すると, うまくいくことが知られている [4]. そこでこの節の以下の部分では, まず行列 $A$ や $\Pi(\alpha)$ を

作用とする加群を導入し, その後で同時分布関数に関する分解と加群の分解の関係を明らかにしよう, (な

お, 加群に関する教科書としては [8] がある)

定義 7. $M=R^{n}$ を次のやり方で加子にする:

$|A|+1$ 個の非可換な不定元の集合を

$\Sigma=\{_{Z_{0}Z_{1}},, z_{2}, \ldots, z_{\nu}\}$

とし, $\Sigma$ の生成する自由単位的半群 (半群の演算は積で表す) を $\Sigma^{*}$ とする. 例えば 20 $z_{1}z_{0}^{2}$ や $\Lambda$ は $\Sigma^{*}$

の元である. 単位的半群 $\Sigma^{*}$ は $R$ 上の半群環

$R,(^{\nabla^{\urcorner*}}\simeq\rangle$ $:=$ { $\sum_{s\in\Sigma}$. $cSs|c_{s}\in R$ , 有限個の $c_{s}$ 以外は $c_{s}=0$ }

に拡張できる.

$x\in M$ への $\Sigma^{*}$ の左作用を

$z_{0}x:=Ax$ ,

$z_{\alpha^{X}}:=\Pi(\alpha)X$ $(\alpha\in A)$

で定めると, $M$ は自然に $R(\Sigma^{*}\rangle$ 加群とみなせる.
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$R\langle\Sigma^{*}$ ) 加群 $M$ は行列 $A$ と $\Pi(\alpha)$ で定まるので, そのことを強調するために $M(A, \Pi)$ と書くことに

する.

ところで, 文献 [5] では, 有限集合上の離散時間確率過程に対して $-$般に 「確率加群」 というものを定

義した. 上で定義した加群は, 一見すると, 確率加群とは異なるように見えるが実は「確率加群が既約, か

つ, 実数上有限次元」 という場合には ‘同じ’ になることが次のようにしてわかる: 確率加群 $M$ に於いて

は, 環 $RA^{*}$ の作用は ([5] での記法と本稿での記法は少々異なるが, それは $I_{\alpha}=\Pi(\alpha),$ $P=A$ とすれ

ば合う事に注意して)
$\alpha x:=\Pi(\alpha)Ax$ $(\alpha\in A, x\in M)$

として定まっていた. 既約性より $\mathrm{I}<\mathrm{e}\mathrm{r}A=0$ でなければならず, $A^{-1}$ が存在する. すると, 有限性から
$\mathrm{C}\mathrm{a}.\mathrm{v}\cdot]\mathrm{e}\mathrm{y}$-lIalnilton の定理が成立し, $A^{-1}$ は $A$ の多項式で書ける. これは, $\Pi(\alpha)A(\alpha\in A)$ の多項式で $A$

と $\Pi(\alpha)(\alpha\in A)$ が書ける事を意味し, 逆も明らかにそうである. つまり, 環 $R\langle\Sigma^{*}\rangle$ の作用と $RA^{*}$ の

作用を (環の同型の意味で) 同 $-$視できるということになる. この同–視において) 文献 [5] に定義した加

群とここで定義した加群は自然に同じものとみなせる.

さて, $(\mathrm{P}\mathrm{O})-(\mathrm{P}2)$ を満たす 4つ組 $(A, p, q)\Pi)$ が与えられたとして, 加群 $M=M(A, \Pi)$ を作る. $M$

の, 零でない部分加群への直和分解

$M=\Lambda f_{1^{\oplus}}M2\oplus\cdots\oplus \mathit{1}\iota fh$ (3.4)

は, 行列 $A,$ $\Pi(\alpha)$ の同時ブロック対角化に対応する. 対角ブロックを $\Lambda_{j},$ $\Pi_{j}(\alpha)(j=1,2, \ldots, /\iota)$ と書

こう. 直和分解 (3.4) に応じてベクトル $p,$ $q$ も自然に分解され,

$p=p_{1}+p_{2}+\cdots+p_{h}$ ,

$q=q_{1}+q_{2}+\cdots+q_{h}$

と書ける.

ここで得られた 4つ組 $(A_{j,Pj)}qj, \Pi_{j})$ が分解の式 (3.3) を満たすことは, 事実 3を使うことにより,

分かる. また, 元の $(A, J^{y}, q)\Pi)$ が $(\mathrm{P}\mathrm{O})$ , (P1) を満たすことから自動的に $(\mathrm{P}0))$ (P1) も満たすものに
なっている. 逆に, (.3.3) のような分解は必ず加群 $M(A, \Pi)$ の, 零でない部分加群への直和分解に対応す
る.

以上の考察をまとめておこう:

補題 8 直和分解から得られた ( $Aj,$ $I^{y_{j}},$ $qj$ , 巧) が (P2) を満たすならば, 同時分布関数の分解の 1つが

得られる. 逆に, 同時分布関数の分解は, 4つ組 $(\Lambda_{j_{)}p_{jq,II}},jj)$ で (P2) を満たすものが得られるような

直和分解の 1つに対応する.

上の補題 8 より, 我々の問題を解くためには, ただ単に加筆の直和分解を考えるというだけでは駄目で

あり, その上に (P2) の条件をも考慮する必要があることが分かった. (P2) の条件を加群という代数的枠

組の中で捉えやすくするために, 以降では加群の直和分解の中でも, (特別なもの’ だけを考えることにする

(例えば, 群論の分野では, 組成列を研究する際に, 普通の組成列を考える以外にも, 特別な組成列 (例えば,
主組成列だとか特組成列) を考えたりする. そういうことに倣って, ここでの我々の理論を作っていると

思って貰うと分かりやすいのではないだろうか).
分かりやすくするために, ここで–旦, 問題から離れて, 次のような抽象的状況を考える:

環 $\mathcal{R}$ を左からの作用として持つ, 零でない, 長さ有限の加群 $\mathcal{M}$ があったとする. $\mathcal{R}$ 加謡 $\mathcal{M}$ は加法に

関し単位的半群なので, $\mathcal{M}$ の部分単位的半群 $C$ を 1つ固定する. さらに, 点 $a\in C$ を 1つ固定する.

A4は, $C$ と $C$ に含まれる定点 $a$ があると言う “構造” を持った加群である. その ‘(構造” を壊さない

ようにしながら $\Lambda\Lambda$ を細かく分解したいとする. そのためには, $\mathcal{M}$ の直和分解の中でも特に次のような形

の分解だけを考えることにすればよい.
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定義 9 画面 $\mathcal{M}(\neq 0)$ の直和分解

$\mathcal{M}=\mathcal{M}_{1}\oplus \mathcal{M}_{2^{\oplus}}\cdots\oplus \mathcal{M}_{h}$

が半群直和分解であるとは, $\mathcal{M}_{j}\neq 0(j=1,2, \ldots, h)$ であり, かつ, この直和分解に沿う射影を $\mathcal{M}$ の

自己準同型
$\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{j}_{j}$ : $\mathcal{M}arrow \mathcal{M}_{j}\subseteq \mathcal{M}$ $(j=1,2, \ldots, h)$

と考えて, 任意の $i$ について $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{j}_{j}(a)\in C$ が成り立つときに言う, 本稿では, この形の直和分解を通常の
直和 $\oplus$ による分解と区別して

$\mathcal{M}=\mathcal{M}_{1}\dotplus\Lambda\langle_{2}\dotplus\cdots\dotplus \mathcal{M}h$

と書くことにする. 上の直和因子 $\mathcal{M}_{j}(j=1,2, \ldots, h)$ を $\mathcal{M}$ の半群直和因子 と言う.

ここで再び, 抽象論から離れて, もとの問題に戻ろう.
$(\mathrm{P}\mathrm{O})-(\mathrm{p}2)$ を満たす 4つ組 $(A,p, q, II)$ に対し, $R(\Sigma^{*}\rangle$ 山群 $M=M(A, \Pi)$ と ( $M$ の加法に関する)

部分単位的半群
$C=\{x\in M|g(\cdot ; A,p, x, \Pi)\geq 0\}$

と $C$ の点 $q$ を考える. ここで定義した $C$ のことを, それが $A,$ $p,$ $\Pi$ に依存して定まることを強調するた

め, $C(A, p, \Pi)$ とも書く. .

$q\in C(A, p, \Pi)$ なる構造を考慮した, $M$ の半群直和分解を

$M=M_{1}\dotplus M_{2}\dotplus\cdots\dotplus M_{h}$

とし, この直和分解によって得られる 4つ組を $(A_{jI^{)}jq},,j, \Pi_{j})(j=1,2, . 4\cdot, h)$ とする.

次の定理が成り立つ:

定理 10. $\cdot$ 半群直和分解から得られた 4つ組 $(\Lambda_{j)}Pj. ’ q_{j}, \Pi j)$ は同時分布関数の分解の 1つを与える. 逆

に, 同時分布関数の分解は半群直和分解の 1つに対応する.

証明: 前半は, 半群直和分解から得られた $(A_{j,p_{j,q_{j},\Pi}}.j)$ が (P2) を満たすことが言えばよい. そのた

めに,
$C:=C(A,p, \Pi)\mathrm{n}M_{j}$

が $(\mathrm{C}1)^{-}(\mathrm{c}3)$ を満たすことを言えばよいが, (C2), (C3) は明らか. また, $q_{j}\in C,$ $p_{j}q_{j}\geq 0$ も明らかな

ので, $p_{j}q_{j}=0$ を仮定してみると,

$0\leq p_{j}\Pi j(\alpha 0)Aj\ldots\Pi_{j()}\alpha_{k}q_{j}\leq p_{j}q_{j}=0$

なので, $M_{j}\neq 0$ に反する.

後半は, 同時分布関数が分解できたとすると, 4つ組 $(A_{j,Pj,qj,j}\Pi)$ には $(\mathrm{C}1)^{-}(\mathrm{c}3)$ を満たすような

凸錐 $C_{j}$ が必ず存在する. そして, $C’(A, p, \Pi)$ の定義から

$q_{j}\in C_{j}\subseteq C(A,p, \Pi)$

なので, 確かに半群直和分解になっている. 口

第 6, 7節に於いては, (エルゴード分解のような) 確率空間としての分解と区別する為に, ここで定義し
た半群直和分解の事を “状態空間の直和分解” と呼ぶことがある.
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4. 半群直和分解のなす上半束

前節の定理 1で, 同時分布関数の分解と半群直和分解が同じものであることがわかった. 確率過程の正

値性とか整合性とかの諸条件を, 代数構造の中に取り込むことに成功したわけである. だから, これ以後

は, もっぱら半群直和分解の性質を調べ, もともとの条件 $(\mathrm{P}\mathrm{O})$ , (P1) 等をいちいち振り返らない. 以下で

は, $\mathcal{R}=R(\Sigma^{*}\rangle, \mathcal{M}=\Lambda I(A, \Pi))C=C(A, p, \Pi),$ $a=q$ とし, 抽象的に議論を進めることにする.
$\mathcal{M}$ の半群直和因子 $\mathcal{M}’$ が, 2個以上の半群直和因子の直和に書けないとき, 半群直既約であると言う.

$\mathcal{M}$ の半群直和分解

み $=\mathcal{M}_{1}\dotplus \mathcal{M}_{2}$ 十. . . 十人 ん

で, 全ての $\mathcal{M}_{j}(j=1,2, \ldots, h)$ が半群直既約であるとき, 半群直既約分解と言う.

同時分布関数の $-$番細かい分解を望む時, 半群直既約分解から得られる分解こそそれにふさわしい. し

かしながら, 次の事実が知られている:

事実 11. $\mathcal{M}$ に 2つの半群直既約分解が存在するとき, 同値であるとは限らない. (ただし, 加群 $\mathcal{M}$ の

2つの直和分解

$\mathcal{M}=\mathcal{M}\iota\oplus \mathcal{M}_{2}\oplus\cdots\oplus \mathcal{M}’\iota)$

$\mathcal{M}=\mathcal{M}_{12^{\oplus}}’’\oplus \mathcal{M}\cdots\oplus \mathcal{M}_{;_{l}}’$,

が同値であるとは, $h=h’$ かつ $\{1, 2, \ldots, h\}$ の置換 $\sigma$ が存在して,

$\mathcal{M}_{j}\simeq \mathcal{M}_{\sigma(j)}’$

が成立することを言う (ただし, $\simeq$ は加群の同型を表す) $)$

事実 11が述べているように, 半群直既約分解は $-$意的でない (分解の艮さ んすら $-\text{意的ではな_{い}}$) の

で, 同時分布関数の ‘なるべく細かい分解) にもしも –意性を要請したいならば, 残念ながら不適格となっ

てしまう.

そこで以下では, 半群直和分解の全体の構造を調べ, それが上半束をなすことをまず示し, その構造を利

用することにより, 半群直既約分解に替わる次善の分解 (正準半群直和分解) を提案してみたい. (なお, 束

に関する教科書としては [1] がある)
加群 $\mathcal{M}$ の 1つの半群直和分解

$\Delta$ : $\mathcal{M}=\mathcal{M}_{1}\dotplus \mathcal{M}_{2}\dotplus\cdots\dotplus \mathcal{M}_{h}$

に同値な半群直和分解の全体を $\mathcal{E}(\triangle)$ と書く.

定理 12.
$\mathcal{L}:=$ { $\mathcal{E}(\Delta)|\Delta$ は $\mathcal{M}$ の半群直和分解}

に次のやり方で ‘結び’ の演算 V を定義すると上半束になる:
$\mathcal{E}\in \mathcal{L}$ は, $\mathcal{E}_{1}\in \mathcal{L}$ と $\mathcal{E}_{2}\in \mathcal{L}$ の両方を細分として持つとする. そのような $\mathcal{E}$ の中で–番細かいものを
$\mathcal{E}_{1}\vee \mathcal{E}_{2}$ とする. (ただし, $\mathcal{E}\in \mathcal{L}$ が $\mathrm{c}^{J}c\in \mathcal{L}$ の細分であるとは, ある $\triangle\in \mathcal{E}$ と $\triangle^{J}\in \mathcal{E}’$ が存在して,

$\Delta$ : $\mathcal{M}=\mathcal{M}_{1}\dotplus \mathcal{M}_{2}\dotplus\cdots$ 十人 $h$ ,
$\triangle^{l}$ : $\mathcal{M}=\mathcal{M}_{1};\dotplus \mathcal{M}’2\dotplus\cdots\dotplus \mathcal{M}_{h’}’$
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とするとき, $\{1, 2, \ldots, /\iota\}$ の置換 $\sigma$ と $1\leq s_{1}\leq s_{2}\leq\cdots\leq s_{h^{J}-1}\leq h$ をうまくとれば

$\mathcal{M}_{1}’=\mathcal{M}_{\sigma(\iota)^{\oplus}\sigma}\mathcal{M}(2)^{\oplus\cdots\oplus}\mathcal{M}\sigma(S_{1})$ ,

$\mathcal{M}_{2}’=\mathcal{M}\sigma(S_{1}+1)\oplus \mathcal{M}\sigma(S_{1}+2)\oplus\cdots\oplus \mathcal{M}\sigma(s_{2})$ ,

$J^{\{\Lambda_{h}’\prime}=\mathcal{M}_{\sigma()}S_{h^{;}}-1^{+1}\oplus \mathcal{M}_{\sigma}(_{S}h’-1+2)^{\oplus\cdots\oplus}\mathcal{M}\sigma(h)$,

が成立することを言う)

証明: 上で定義した演算 V が $\backslash \mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}$ -defined であることを言えば良い.

加群 $\mathcal{M}$ は長さ有限であることを仮定しているので, 直既約分解を持ち, 同値なものを同–視すれば, 直

既約分解は $-$意である ( $\mathrm{K}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{l}1_{-}\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{k}-\mathrm{s}_{\mathrm{C}}\mathrm{h}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{t}$ の定理). したがって, $\mathcal{M}$ の直和分解の全体は (同値な分
解は同 $-$視することにすると) 分割束 (partition lattice) とみなずことができる. この分割束を $\tilde{\mathcal{L}}$ と書く

と, $\mathcal{L}\subseteq$ ごである. $\tilde{\mathcal{L}}$ の ‘結び’ の演算は $\mathcal{L}$ 上では, さきほど定義した $\vee$ に $-$致する. 従って演算 V は

well-deffned であり, $\mathcal{L}$ は上半束になる 鱈

子の事実を用いて, 次のように ‘正準半群直和分解’ を定義しよう:

定義 13. $(\mathrm{P}\mathrm{O})-(\mathrm{P}2)$ を満たす 4つ組 $(A,p, q, \Pi)$ に対し, $R(\Sigma^{*}\rangle$ 加群 $M(A, \Pi)$ , 部分単位的半群

$C(A, p)\Pi)$ , 点 $q\in C(A, p, \Pi)$ を考える. $M(A, \Pi)$ の半群直既約分解が属する同値類全ての結び

$\vee \mathcal{E}(\triangle)\triangle$
( $\triangle$ は半群直既約分解全体を走る)

の元を, 正準半群直和分解と呼ぶ.

定義より直ちに次のことがわかる:
正準半群直和分解は (同値な分解を同–視するとき) -意的である.

半群直既約分解が–意的に定まる場合は, 正野半群直和分解と $-$致する.

一般の場合には, 正準半群直和分解は必ずしも半群直既約分解ではない.

5. Heller の分解について

Heller は [2] において, 有限集合上の–般の離散時間確率過程の分解について論じている. この節では,

IIeller の結果を, 線形従属過程に対して応用し, 我々の記法で書いて見て, その意味するところを考察す

る.

定義 14. 左 $R\langle\Sigma^{*}\rangle$ 山群 $M=M(A, \Pi)$ の部分集合 $I\mathrm{i}’$ が順序づけ (ordering) であるとは, $I\dot{\iota}’$ が零で

ない線形空間を含まないような閉凸錐であるときに言う. 組 $(M, K)$ のことを順序づけられた加群 と呼

ぶ.

2つの順序づけられた加群 $(M, K),$ $(\tilde{M}, I\iota’)\sim$ の問の射 (morphism) $\Gamma^{\tau}$ を

$F$ : $Marrow\tilde{M}$ (加群の射),
$F(K)\subseteq I_{\dot{1}}^{r}\sim$

を満たすものとして定義する. (つまり, 例えば, 自己準同型 (endomorphism) $F$ は加群の自己準同型
$\Gamma^{\tau}$ : $\Lambda farrow l\backslash f$ で, かつ, $F(K)\subseteq K$ を満たすもののことであるし, 自己同型 (automorphism) $E$ は加群

の自己同型で, かつ, $E(K)=I\backslash ’$ を満たすものであることになる)
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定義 15. 順序づけられた加群 $(M, K)$ の直和分解

$(\Lambda I_{1}, I\mathrm{t}’1)\oplus(M2, K_{\sim}9)$

を

$M=\Lambda\tau_{1}\oplus\Lambda l_{2}$ (加群の直和),

$K=K_{1}\oplus I\mathrm{i}_{2}^{-}$ $:=\{x+y|x\in K_{1y},\in I\mathrm{i}_{2}\}$
’

で定義する. 零でない $(M, K)$ が自明な直和分解以外の直和分解を持たないとき, 直既約であると言い, 全
ての直和因子が直既約であるような分解のことを直既約分解と言う.

(PO) を満たす 4つ組 $(A,p, q, \Pi)$ から左 $R\langle\Sigma^{*}$ ) 加群 $M=M(A, \Pi)$ を作る. さらに, 順序づけ
$K\subseteq$ A$f(A, \Pi)$ を 1つ固定する. このとき, 次の分解定理 (Heller は ‘Strong Krull-Schmidt Theorem’
と呼んでいる) が証明される:

定理 16. 順序づけられた $R\langle\Sigma^{*}\rangle$ 晶群 $(M, K)$ の 2つの直既約分解を

$\Delta$ : $(M, K)=(M_{1)}I\backslash \mathrm{i}^{r}1)\oplus(M_{2}, I\mathrm{i}_{2}’)\oplus\cdots\oplus(\Lambda I_{h}, I\mathrm{f}_{h})$,
$\Delta’$ : $(M, K)=(M_{1}’, K_{1}’)\oplus(M_{2)}^{J\prime}I\mathrm{i}_{2}’)\oplus\cdots\oplus(M_{\text{ん}^{}\prime\prime}, , I\zeta_{lt}’)$

とすると, $\Delta$ と $\triangle^{J}$ は同値, つまり, $h=h’$ であり, かつ, $\{1, 2, \ldots, h\}$ の置換 $\sigma$ が存在して

$(M_{j}, I\sigma_{j})=(M’I\sigma(j)’\sigma \mathrm{t}^{r\prime}(j))$

が成り立つ.

証明は原論文を参照すれば良いので, 省略する (この定理の主張自体は疑いなく正しい).
Heller は [2] で上の定理を証明したあと, それを次のようにして確率過程の分解に応用した:

$\mathrm{r}(\mathrm{P}0)-(\mathrm{P}2)$ を満たす 4つ組 $(A, p, q, \Pi)$ に対し, 左 $R\langle\Sigma^{*}\rangle$ 加群 $M=M(A, \Pi)$ を考え, さらに順序づ
け $K$ を

$K=\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e}\{II(\alpha 0)A\Pi(\alpha_{1})\cdots\Pi(\alpha_{k})q\}}$

$(k=0,1:\ldots).\alpha_{i}\in A)$

と置き, $(M, K)$ を分解すればよい (ただし, – は閉包を表す) 」
確かに, 上の方法によって, 線形従属過程を線形従属過程の和に分解することはできる. つまり, 詳しく

言 $\mathrm{Y}$

$=\mathfrak{Q}$ うと,
順序づけられた加群の直既約分解によって, もとの線形従属過程を和のかたちに直すことができて,
分解された結果の 1つ 1つは, やはり線形従属過程になっている

と言える.

しかしながら, 定理 16で言えた大切な内容のはずの “もうこれ以上分解できないようにできて, その分
解の仕方は $-$意である” ということと, “線形従属過程の分解がもうこれ以上できない” ということは–般

には関係がない. なぜなら, $\mathrm{I}$-Ieller の分解は, 回錐

$I\mathrm{f}=\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e}\{\Pi(\alpha 0)A\Pi(\alpha_{1})\cdots\Pi(\alpha_{k})q\}}$
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を唯–無二の物として絶対視し, 定義 15により, その ‘面に沿った) 方向への直和分解だけを考えている
ことに相当するからである.

くどいかもしれないが, 上のことの意味をもう少しだけ確認しておこう: 上で用いる順序づけ $K$ は確か

に $(A, p, q, \Pi)$ にとっては唯 $-$の物 (我々の言葉で言うと $(\mathrm{C}1)^{-}(\mathrm{C}3)$ を満たす最小の閉凸錐) である. し

かし, 線形従属過程 $(A, p, q, \Pi)$ がもっと小さな線形従属過程の和に分解できるときに, この最小閉凸錐

If が自動的に閉凸錐の和に分解されるという保証はいったいどこにあるのだろうか? 実は, そんな保証が
一般にないことは例を作ってやると分かるのである. (この保証がないということは, (1) 「最小の閉凸錐
の和は閉凸錐ではあるが, その際に最小性は遺伝しない」 という比較的すぐに得られる事実からも納得で

きるであろうし, (2) 最小の閉凸錐 $I\mathrm{t}\mathrm{i}$ よりも大きな閉凸錐 $I\mathfrak{i}’’$ で $(\mathrm{C}1)^{-}(\mathrm{C}3)$ を満たす物がある場合に, 順
序づけられた加群 $(M, K’)$ の直和分解を作ってやるとそれは線形従属過程の分解の 1つになってしまう

ことからも分かるだろう)
以上をまとめると, 次の様になる.

事実 17. Heller の意味で直既約なのに, 線形従属過程を (定義 6の意味で) 分解できるような例がある.

ちなみに, 我々の分解は, $(\mathrm{C}1)-(\mathrm{C}3)$ を満たす回錐の中で–番大きな物 $C(A, p, \Pi)$ を考え, 必ずしも
$C(A, p, \Pi)$ の ‘面に沿うとは限らない’ (しかし, $q\in C(A,$ $p,$ $\Pi)$ という構造は壊さない) 分解を考えてい
る事に相当する. この様に考えるということは, 換言すれば, $(\mathrm{C}1)-(\mathrm{c}3)$ を満たすような全ての凸錐を同

時にうまく考慮に入れていることに他ならない (IIeller 流の分解を $(\mathrm{C}1)^{-}(\mathrm{C}3)$ を満たすような任意の凸

錐に関して全て考えて見たと言うことにも相当する).
結論として, lIeller の定理 16は, $I\mathrm{i}’$ を固定したときの順序づけられた加群の分解の $-$意性を示してい

る定理としての意味はあるが, 確率過程の分解という観点からは, 最小の $I^{\mathrm{s}}\mathrm{i}^{r}$ というものに意味が見い出せ

ない以上, 全く役に立たない定理であると言える.

6. 定常線形従属過程の分解

$A$ 上の離散時間確率過程 $\{x_{\ell}\}^{\infty}t=-\infty$ が定常である時, その確率空間を幾つかのエルゴード確率空間の

直和の形に $-$意に分解できる事 (エルゴード分解) が良く知られている $[6],[7]$ . 本節では「定常な線形従属
過程」のみを取り扱い, 正準分解とエルゴード分解の関係を論ずる.

有限集合 $A$ の要素の両側無限列の集合を

$A^{Z}:=$ $\{. . .x_{-1^{X}0^{x_{1}}}\ldots|x_{i}\in A(i\in Z)\}$

で表す. $A^{Z}$ の部分集合で

$\{. . . x_{-1}x_{0}x1\cdots|x_{-k}=\alpha_{-k}, \ldots, x_{0}=\alpha_{0}, \ldots, x_{k}=\alpha_{k}\}$

$(k=1,2, \ldots ; \alpha_{-k}, \ldots, \alpha_{0}, \ldots, \alpha_{k}\in A)$

と言う形の物 (柱集合) の全体から生成される $\sigma$ 加法族を $\{\zeta_{A}$ と書く. $\sigma$ 加法族 $\mathrm{i}\}_{A}$ 上に確率測度 11を与
えて定まる確率空間を ( $A^{Z},$ $\text{達}A,$ $\mu.\rangle$ とする.

定義 18. 確率空間 $(A^{Z}, \text{達}A, \mu)$ が定常であるとは, 確率測度 $\mu$ が $A^{Z}$ 上の推移変換 $T$ の下で不変な

時, すなわち, 任意の $E\in\{\zeta_{A}$ に対して $\mu.(E)=_{l^{l}}(\tau E)$ が成り立つ時に言う.

(ただし推移変換 $T$ は,

$\{$

. . . $\beta_{-1}\beta_{0}\beta 1\cdots=^{\tau(\ldots\alpha}\alpha_{-10}\alpha_{1}\ldots$ ),
$\beta_{\mathrm{A}}..=\alpha_{k-1}$ $(k=. . . )-1,0,1,$ $\ldots)$

で定義される変換である)
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以下, 本稿の終りまでの議論で, 確率空間と言えば定常な確率空間の事であるから, $-$々断らない.

定義 19. 確率空間 ( $A^{Z}$ , 達 A, $\mathit{1}^{\mathit{1}},$ ) がエルゴード的であるとは, $TE=E$ となる任意の $E\in$ 達 A に対し
て $\mu(E)=0$ または 11 $(E)=1$ が成り立つ時に言う.

一般の線形従属過程の定義 (文献 [5]; $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{f}\iota_{11}\mathrm{i}\mathrm{t}_{\mathrm{i}}\circ \mathrm{n}4$ ) より, 線形従属過程に定常性を要請すると, 次が成
り立つことはすぐ分かる.

事実 20. 確率空間 $(A^{Z}, \{\zeta A, \mathit{1}\mathit{1},)$ が定常な線形従属過程であるとは,
実数の $n\cross n$ 行列 $\Lambda$ と,
実数の $n$ 次横ベクトル $P$ で $pA=p$ なる物と,

. 実数の $n$ 次縦ベクトル $q$ で $Aq=q$ なる物と,
実数の $n\cross n$ 射影行列の組 $\Pi:=\{\Pi(\alpha)\}\alpha\epsilon A$

(ただし $\Pi$ は $\Pi(\alpha)\Pi(\beta)=\delta_{\alpha\beta}\Pi(\alpha)$ かつ $\sum_{\alpha\in A}\Pi(\alpha)=I$ を満たす事; $\delta_{\alpha\beta}$ は Kronecker
のデルタ, $I$ よ単位行列)

を用いて, 任意の柱集合

$E=$ $\{. . .x_{-1}x_{0}x_{1}\ldots|x_{-k}=\alpha_{-k}, \ldots , x_{0}=\alpha_{0}, .\cdot. . , x_{k}=\alpha_{k}\}$

$(k=1,2, . . , ; \alpha_{-k)}, . , , \alpha_{0\cdot-},,, \alpha_{k}\in A)$

の測度が

$l^{\mathit{1}(E)(\alpha)\Pi}=p\Pi-kA\cdots(\alpha_{0})A\cdots\Pi(\alpha k-1)\Lambda\Pi(\alpha_{k})q$

の様に書ける時に言う,

上の様に定めた $l^{X(E)}$ が定義 18の意味で定常である事は容易に確かめられる. 以下, 本稿が終るまで

の議論では, 線形従属過程 (あるいは, 陰 Markov 過程や Markov 連鎖) といえば定常な物しか考えないの
で定常である事を一々断らない.

さて, 確率空間 ( $A^{Z}$ , 達 A, $\mu.$ ) に事実 20の条件を満たす $A,$ $p$ ) $q,$ $\Pi$ が存在する時, さらに $(\mathrm{P}\mathrm{O})$ の条件

をも満たす様な $n’(\leq n)$ 次元の $A’,$ $p’,$ $q’,$ $\Pi’$ が存在することは, 定常でない場合と全く同様である.

定常線形従属過程に関しても, 定常でない (片側無限列上の) 線形従属過程と全く同様に, その分解を考
えることができる. この際, 新たに考慮すべき条件は, 事実 20に於ける定常性の条件 $p\Lambda=p$ だけである

が, この条件は, 半群直和分解を考える際に, 明らかに直和因子に遺伝するので, 考慮する必要がないので

ある (従って, 全く同様の議論が展開できることにもなるのだつた).

7. エルゴード分解と正準分解

定義 21. 区間 $[0,1]$ 上の Lebesgue 確率測度 $\nu$ と, ほとんど全ての $x\in[0,1]$ に対応して定まる確率空
間 $(\Omega_{x’ i\zeta_{x},\nu_{x}})$ とで

$\mu(E)=\int_{[0,1]}Ux(E\cap\Omega_{x})\mathrm{d}l\text{ノ}(x)$ $(F_{\lrcorner}\in i\zeta A)$

と書けた時, $(A^{Z}, \{\zeta_{A}, \mu,)$ は確率空間の直和に分解された と言う.

(ただし, $\Omega_{x}\subseteq\Omega$ であり, {$\zeta_{x}$ は達 A の $\Omega_{x}$ への制限, $\Omega_{x}\cap\Omega_{y}=\phi$ $(x\neq y)$ とする. また, 確率空間
$(\Omega_{x},\mathfrak{F}_{x}, \nu x)$ としては, ここでも定常な確率空間だけを考えている. つまり, $\nu_{x}(\cdot\cap\Omega_{x})$ を ($A^{Z}$ , 達 A) の

確率測度と見倣した時に定常であるとしている)
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以降で出てくる確率空間の直和分解については, ほとんど全ての直和因子 $(\Omega_{x}, s_{xx}, l\ovalbox{\tt\small REJECT})$ に関して成り立

つ性質だけを常に問題にするので, $-\text{々}$ 「ほとんど全ての $x\in[0,1]$ で」 等と断らない.

次の定理は有名である.

定理 22. (エルゴード分解) 確率空間 ( $A^{Z}$ , 達 A, $l^{l}$ ) を確率空間 $(\Omega_{x}, \{\mathrm{f}_{x}, \nu_{x})$ の直和に分解する時, $-$

番細かい分解が本質的に 1つ定まり, 各 $(\Omega_{x}, \{\zeta x)x\nu)$ はエルゴード的.

確率空間 $(A^{Z}, \{\zeta A, \mathit{1}\mathit{1})$ が Markov 連鎖の時, 定理 22の積分は有限和になり, 遷移グラフの強連結二分
分解と同等である.

さて, 定常線形従属過程の分解に関する基本的な結果を述べよう:

定理 23. 線形従属過程の確率空間の直和分解は状態空間の直和分解でもある. 特に, 確率空間の直和分
解の式における積分は, 有限和である.

証明: 線形従属過程 $(A^{Z}, \{\zeta_{Al})/.)$ の確率空間の直和分解を

$l^{l}.(E)= \int_{[0,1]}\mathcal{U}x(F\lrcorner\cap\Omega x)\mathrm{d}\mathcal{U}(x)$ ( $E\in$ 達 A)

とすると, 各 ( $\Omega_{x}$ , 言 x’ $\nu_{x}$ ) は線形従属過程でなければならない. 何故なら, $\nu(S)=0$ なる任意の $S\subseteq[0,1]$

に対し, $y\not\in S$ が存在して rank $\nu_{y}=+\infty$ が成立と仮定すると, {$\zeta_{y}$ の要素の無限列 $U_{i}(i=0,1,2, \ldots)$

が選べて $\nu_{y}(U_{i})$ の全てを記述する主な有限次元の行列やベクトルが存在しない事になる. すると $\mu(U_{i})$

の全てを記述する様な有限次元の行列やベクトルも存在しない事になり, ( $A^{Z}$ , 言 A, $\mu$ ) が線形従属過程で
ある事に反するからである.

また, $\Omega_{x}$ が $A^{Z}$ の分割に成っている事から, rank $\mu$ は rank $\nu_{x}$ の和であり, したがって, 積分は有限和

以外ではあり得ない. すると直和因子 ( $\Omega_{x}$億 x’ $\nu_{x}$ ) を状態空間の直和因子 ( $A^{Z}$ , 達 A, $\iota\ovalbox{\tt\small REJECT}_{x}(\cdot\cap\Omega_{x})$ ) と, 自

然なやり方で見倣せる事になる 口

特に線形従属過程のエルゴード分解は, 確率空間の直和分解の 1つだから状態空間の直和分解であると
分かる.

定理 23の逆は–般に成り立たない.

補題 24. 状態空間の直和分解 $(\mathcal{A}^{Z}, \text{達_{}A,\mu_{i}})(i=1,2, \ldots, h)$ が確率空間の直和分解でもあるための必

要十分条件は, 出 (Si) $=0$ なる $Si\in \text{達_{}A}$ で $s_{i}^{\mathrm{C}}\mathrm{n}S_{j}\mathrm{c}=\phi(i\neq$ のなる物が存在する事である
(ただし $\mathrm{C}$ は $A^{Z}$ における補集合を表す) :.

証明: 必要条件であることは確率空間の直和分解の定義より明らか.

逆に, 補題の条件が成立とすると, $\mu_{i}$ の台が交わらないので, $A^{Z}$ は $S_{i}^{\mathrm{C}}$ で分割される事になる. 従っ

て, $\nu_{i}:=\mu_{i},$
$\Omega_{i}:=S_{i}^{\mathrm{C}}$ , 畿を達 A の $S_{i}^{\mathrm{C}}$ への制限とすれば, ( $\Omega_{i}$ , Si, $\nu_{i}$ ) は確率空間の直和分解になって

いる. ロ

定理 25. 線形従属過程のエルゴード分解の定める状態空間の直和分解は, 正準分解の粗分である.

証明: 線形従属過程 ( $A^{Z},$ {$\zeta_{A,\mu)}$ の状態空間の直和分解の全体を $\mathcal{L}$ と書く. $\mathcal{L}$ は上半束を成す (定理
12). 線形従属過程の確率空間の任意の直和分解

$\mu(E)=\sum\nu(x)\mathcal{U}_{x}(E\cap\Omega_{x})$ (有限和)
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の定める状態空間の直和分解が, $\mathcal{L}$ の任意の極小元

$l^{\mathit{1}=} \sum_{1i=}^{h}Ci\mu i$ $(c_{i}>0)$

の粗分に成っている事を示そう.

補題 24の証明と同じ記号で, 各 $\mu_{i}$ の台を $S_{i}^{\mathrm{C}}$ と書く. 今, 或る $\Omega_{x}$ が $S_{i}^{\mathrm{C}}(i=1,2, . . , , h)$ の幾つか

の合併で書けないとすると, $S_{j}^{\mathrm{C}}$ が存在して,

$U_{1}$ $:=\Omega_{x}\cap S_{j}^{\mathrm{C}}$ , $U_{1}\neq\emptyset$ ,

$U_{2}:=\Omega_{x}\mathrm{C}\cap S_{j}\mathrm{c}$ , $U_{2}\neq\emptyset$

となる. 分割 $S_{j}^{\mathrm{C}}=U_{1}\cup U_{2}$ に対応して, $\mu_{j}$ も $U_{1},$ $U_{2}$ を台とする確率測度の凸線形和の形に書ける事に
成るが, これは $\mu_{j}$. が $\mathcal{L}$ の極小元の直和因子であると言う仮定に矛盾する. 従って, 任意の $\Omega_{x}$ は $S_{i}^{\mathrm{C}}$ の

幾つかの合併で書け, 換言すれば, 確率空間の任意の直和分解は $\mathcal{L}$ の任意の極小元の四分と言う事になる.

特に, エルゴード分解は $\mathcal{L}$ の任意の極小元の野分でなければならない事になる.

すると, $\mathcal{L}$ の極小元の共通粗分を正準分解と定義したのだから, エルゴード分解は正準分解の粗分でな
ければならない 口
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