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1 はじめに

本論文で扱う経路依存型オプションとは, オプションの満期時において, その発行時からの原資産の価格
過程の経路に依存した利得を得る権利のことである. 例えば, 原資産の価格過程の経路に依存した行使価格
で原資産を買う (コール), あるいは売る (プット) オプションの代表的なものとして, その行使価格が原資産
の価格過程の経路の最安値 (コール), あるいは最高値 (プット) で定められるルックバックオプション, 行
使価格が原資産の価格過程の経路の算術平均, あるいは幾何平均で定められる平均オプション (アジアオ
プション) などがある. また, 原資産の価格過程の経路に依存した価値過程で定められる対象資産を規定の

行使価格で買う (コール), あるいは売る (プット) オプションの代表的なものとして, その対象資産の価値

過程が, 原資産の価格過程の経路の最高値 (コール), あるいは最安値 (プット) で定められるルックバック
オプション ( $\text{ロシア}$ ・オプション), 原資産の価格過程の経路の算術平均, あるいは幾何平均で定められる平
均オプション (アジアオプション) などがある.

これらのオプションについては, 主に連続時間のモデルを用いて, 価格付けの問題, アメリカ型の場合の

最適行使問題等について, 近年活発な研究がなされてきている. さらには, 行使価格や対象資産の価値過程

が, 原資産の価格過程の経路の他の統計量で定めたオプションについても, 最近諸種提案され, それらの価格

付けについての研究もなされてきている.

本論文ではそうした経路依存型オプションのある広いクラスに属するものに対し, 離散時間モデルを用

いて, それらの価格の上下界の評価をするための統–的なアプローチを試みる.

まず残り 1期間問題に対して, オプションの価格の上下界を評価する問題を, 状態価格の考え方を用い

て, 同–の制約条件のもとで共通の目的関数を最大化最小化する 2つの線形計画問題として定式化し, そ

れらの最適解を特徴づける. つぎに残り多期間問題に対して, 残り 1期間問題の結果を繰り返し利用するこ

とにより, オプションの価格の上下界の評価式の再帰式を導出する. さらに市場の投資家の危険回避性を

考慮することによって, 同様の手法を用い, よりタイトな上下界の評価を試みる.

2 モデルと仮定

本論文ではオプションの発行時から満期時までを, ある正整数の $T$ 期間 $(T \in\bigwedge_{++}^{f}:=\{1,2, \cdots\})$ に分

割した離散時間モデルを考える. 原資産の価格過程としては, 第 $t$ 期 $(t\in N_{+}:=\{0,1, \cdots\})$ のときの価格

を $s_{t}(>0)$ としたとき, それまで過去の経路 (あるいは履歴)

$h_{t}:=(s_{0}, s_{1}, \cdots, s_{t})$ (2.1)

に依存した確率 $p_{j}(h_{t}, t)(>0)$ で次期, 第 $t+1$ 期に (ま $s_{t+1}=s_{t}u_{j}(j=1,2, \cdots, n)$ となる (一般的に (ま,
時間非斉次, 非 Markov 的な) 確率過程を考える. 第 $t$ 期における原資産の収益率 $(+1)$ を $v_{t}$ , すなわち

$v_{t}:= \frac{s_{t}}{s_{t-1}}$ , $t\in\Lambda_{++}’$ (2.2)
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と定義すれば,
$h_{t}=(h_{t-1}, S_{t})=(h_{t-1,t-1t}sv)$ , $t\in N++$ (2.3)

と表すこともできる. また第 $t$ 期までの可能な経路 $h_{t}$ のすべてからなる集合を $H_{t}(\subset \mathcal{R}_{++}^{t+1})$ で表す.

一般性を失うことなく,
$u_{1}<u_{2}<\cdot,$ . $<u_{n}$ (2.4)

と仮定する.

本論文で扱う経路依存型オプションとは, オプションの満期時 $T\in$芯+ において, その発行時からの原
資産の価格過程の経路

$h_{T}=(s_{0}, s_{1}, \cdots, s_{T})=(h_{\tau_{-}1}, s\tau)=(h_{T-1,T-1}sv_{T})$ (2.5)

に依存した行使価格 $K(h\tau, T)$ で原資産を買う (コール), あるいは売る (プット) 権利のことである. ここ

で関数 Il’ は, すべての正整数 (の満期) $T\in$瓢+ に対して定義されるものとする, すなわち

$I\mathrm{e}’$ : $\cup$ $\{(h_{T}, T) : h_{T}\in H_{T}\}arrow \mathcal{R}_{+}$ . (2.6)
$T\in N_{++}$

本論文では, 紙面の都合上, ヨーロッパ型のコールオプションとプットオプションの価格の評価のみ
を行うことにする.

以下の仮定を設ける.

仮定 2. 1

Al 市場に裁定機会は存在しない.

A2’ オプションの発行時から満期時までの間に原資産の配当はなく, その売買の取引きに手数料あるい税
金はかからない.

A3 無危険資産が存在し, その利子率は既知で, オプションの発行時から満期時まで–定である (便宜上

$R:=$ [無危険資産の利子率]+1

と定義する) 口

仮定 Al より, 原資産の収益率と無危険資産の利子率の間には

$u_{1}<R<u_{n}$ (2.7)

なる関係式が成立しなければならない.

3 市場の投資家の危険回避性を考慮しない場合

3.1 経路依存型コールオプション

本論文で扱う経路依存型コールオプションとは, オプションの満期時 $T\in\Lambda_{++}’$ において, その発行時
からの原資産の価格過程の経路

$h_{T}=(s_{0}, s_{1}, \cdots, s\tau)=(h_{T-1}, S_{T})=(h_{T-1}, S_{T-1\tau}v)$ (3.1)

に依存した行使価格 $K(h_{T}, \tau)$ で原資産を買う権利のことである. 満期時の行使価格を規定する関数 $K$ の

形により, 様々な経路依存型コールオプションを定義することができるが, それらのうちで代表的なもの
としては以下のものが挙げられる:
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例 3. 1($8\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{t}k\text{存}\mathrm{E}^{1}|$コールオプション)

ルックバック・オプション:
$K^{\mathrm{L}\mathrm{B}\mathrm{C}}(hT, \tau):=\min\{s_{t} : t=0,1, \cdots, T\}$ , (3.2)

平均オプション:

算術平均オプション:

$K^{\mathrm{A}\mathrm{A}}(h_{T}, T):= \frac{1}{T+1}\sum_{t=0}^{T}s_{t}$ (3.3)

幾幾何何平平均均オオププシショョン:
’ $T$ 1 $\frac{1}{T+1}$

$K^{\mathrm{G}\mathrm{A}}(h_{\tau}, \tau):=\{\prod_{t=0}S_{t}\}$
(3.4)

口

いま

$C(h_{t}, t)$ : 満期時を $T\in\Lambda_{++}’$ とし, 第 $t$ 期 $(t=0,1, \cdots, \tau)$ において, 原資産の価格過程の経路を $h_{t}$ とし

たときのコールオプションの価格

と定義する.

$t=T$, すなわちオプションの満期時においては次式が成り立つ:

$C(h_{T}, T)=[_{S}\tau-K(h_{T}, T)]_{+}$ , (3.5)

ただし, 実数 $a$ に対し, $[a]_{+}= \max\{0, a\}$ と定義する.

次の条件を仮定する.

仮定 3. 1

C4 $K(h_{T},$ $T\rangle$ $=I\mathrm{t}(\nearrow(h_{T}-1, s\tau),$ $\tau)$ は $s\tau$ に関して凹である.

C5すべての正整数 (の満期) $T\in N_{++}$ に対し, ある関数 $A:\mathcal{R}_{+}\mathrm{x}\mathcal{R}_{++}\cross N_{++}arrow \mathcal{R}_{+}$ を含む再帰的な

関係式

$\frac{R’(h_{T},T)}{s_{T}}=A(\frac{I\zeta(h_{T1}-,T-1)}{s_{T-1}},$ $v_{T)}\tau)$ (3.6)

を満足する.

C6仮定 C5の関数 $A(k\tau-1, v\tau, T)$ は $k_{T-1}$ に関して単調非減少かつ凹である 口

例 3. 1 で挙げたコール・オプションはいずれも仮定 C4, C5, C6を満たしている:

例 3. 2(経路依存型コールオプショ $\backslash .\text{ノ}$ )

ルックバックオプショ.‘ :

$I\mathrm{f}^{\mathrm{L}\mathrm{B}\mathrm{C}}(h\tau, T)$ $=$ $\min\{I\acute{\mathrm{t}}^{\mathrm{L}\mathrm{B}}(\mathrm{c}h\tau_{-1}, T-1), S\tau\}$ , (3.7)

$\frac{\mathrm{A}^{\nearrow \mathrm{L}\mathrm{B}\mathrm{C}}(h_{T},\tau)}{s_{T}}$ $=$ mm $\{\frac{\mathrm{A}^{\prime \mathrm{L}\mathrm{B}\mathrm{C}}(h_{T-1},\tau-1)}{s_{T-1}}\cdot\frac{1}{v_{T}},$ $1\}$
} (3.8)

平均オプション:
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算術平均オプショ.‘ノ :

$K^{\mathrm{A}\mathrm{A}}(..h_{T}. ’ T)$ $=$ $\frac{TK^{\mathrm{A}\mathrm{A}}(hT-1T-\iota)+s\tau}{T+1},)$ . $(3.9)$

$\frac{K^{\mathrm{A}\mathrm{A}}(h_{T},T)}{s_{T}}$ $=$

$\frac{T\frac{I\mathrm{i}^{\prime \mathrm{A}\mathrm{A}}(h\tau-1))T-1}{s_{T-1}}\cdot\frac{1}{v_{T}}+1}{T+1}$

, (3.10)

幾何平均オプション:

$K^{\mathrm{G}\mathrm{A}}(h_{T}, T)$ $=$ $\{I\mathrm{t}^{\prime \mathrm{G}}(\mathrm{A}h_{\tau 1}-, T-1)\}s^{\frac{1}{T^{+1}\tau}}\sum_{\overline{T}+\overline{1}}$ (3.11)

$I_{\dot{\mathrm{L}}}’\mathrm{G}\mathrm{A}(hT)\tau)S_{T}$ $=$ $\{\frac{I\mathrm{i}^{\prime \mathrm{G}\mathrm{A}}(h\tau-1)T-1)}{s_{T-1}}\}^{7^{\frac{T}{+1}}}v_{T}^{-\frac{T}{T+1}}$ (3.12)

となり, すべて仮定 C4, C5, C6を満足する. 口

311 残り 1期間問題

満期時 $T$ まで残り 1期間, すなわち $t=T-1$ の場合を考え, それまでの原資産の価格過程の経路を

$h_{T-1}=(s_{0}, s_{1}, \cdots, s_{T-1})$ (3.13)

とする. この条件のもとで, 原資産の価格が次期 (オプションの満期時 $T$) に $s_{T}=s_{T-1}u_{j},$ $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$

になることを “状態 $j$ が起こる’) と言い, 状態 $j$ が起こったとき, そしてそのときに限り, 1単位の配当を
受ける Arrow-Debreu 証券の現在 $(t=T-1)$ の価格 (状態価格) を $e_{j}(h_{T-1_{\rangle}}T-1)$ とする. もし各状態
$j=1,2,$ $\cdots,$ $n$ に対する Arrow-Debreu 証券をすべて 1単位ずつ所有していれば, 次期にはどのような状態
が起こっても確実に 1単位の配当を受け取ることができる. したがって, 仮定 Al, A3より, 次の関係式が
成り立つ:

$\sum_{j=1}^{n}e_{j}(h_{T-1}, T-1)=R^{-1}$ $( \sum_{j=1}^{n}Rej(h_{T-1}, T-1)=1)$ . (3.14)

また原資産の価格に関しては, やはり仮定 Al より,

$s_{T-1}= \sum_{j=1}^{n}(S_{T}-1uj)ej(h_{T1}-, \tau-1)$ $(s_{T-1}=R^{-1} \sum_{1j=}^{n}(S\tau-1u_{j})(Re_{j}(h_{T-1}, T-1))\mathrm{I},$ (3.15)

あるいは, 両辺の $s_{T-1}$ を消去して,
. $n$

$\sum_{j=1}u_{jj}e(h_{\tau 1}-, \tau_{-1})=1$ (3.16)

が成立する. 同様にコール・オプションの価格 $C(h_{T-1_{)}}T-1)$ に関しても次式が成立する:

$C(h_{T-1}, T-1)$ $=$ $\sum_{j=1}^{n}c((h\tau-1, S\tau-1uj),$ $T)e_{j}(h_{T-1}, T-1)$

$=$ $R^{-1} \sum_{j=1}^{n}c((h\tau_{-}1, sT-1uj),$ $\tau)(Re_{j}(h\tau-1, T-1))$ , (3.17)

ここで

$q_{j}(h_{T-1}, T-1):=Re_{j}(h_{T-1}, T-1)$ , $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$ (3.18)
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はリスク中立確率とも解釈される.

以下では簡単のため, 状態価格 $e_{j}.(h_{T-\mathit{1}}, \tau_{-1}),$ $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$ を略して $e_{j}$ , リスク中立確率 $q_{j}(h_{T1}-,$ $\tau_{-}$

1), $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$ を略して $q_{j}(=Re_{j})$ と表すことにする.
.. $\cdot$

$e_{j},$ $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$ のすべての値, あるいは $q_{j},$ $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$ の渉べての値が定まれば, 上式 (3.17) よ
..

り $C(h_{T-1}, T-1)$ の値は定まるが, 情報としては, 無危険資産の利子率 $R(-1)$ および原資産の価格過程

の経路 $h_{T-1}$ のみが与えられているものとする.
したがってコ一ル・オプションの価格の上下界は, $e_{j},$ $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$ を決定変数とし, 式 (3.14), (3.16)

を同–の制約条件, 共通の目的関数式 (3.17) を最大化・最/J、化する, 以下のような 2つの線形計画問題の最

大値最小値として得ることができる.

LPCI

subject to $\sum_{j=1}^{n}$ $ujej=1$ , (3.20)

$\sum_{j=1}^{n}e_{j}=R^{-1}$ , (3.21)

$e_{j}\geq 0$ , $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$ . (3.22)

あるいは, $q_{j},$ $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$ を決定変数とすれば,

LPC2

subject to $\sum_{j=1}^{n}u_{jqj}=R$ , (3.24)

$\sum_{j=1}^{n}qj=1$ , (3.25)

$q_{j}\geq 0,$ $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$ (3.26)

と等価に書き換えることができる.

次の定理を得る.

定理 3. 1 コール・オプションの満期時を $T\in$ Nや+ とする. 満期時まで残り 1期間とする第 $T-1$ 期

において, 現資産の価格過程の経路を $h_{T-1}$ とするとき, コール・オプションの価格 $C(h_{T-1}, T-1)\#$こ対

する線形計画問題 LPCI (LPC2) の最大値・最小値によって定まる上・下界をそれぞれ $\overline{C}(h_{T-1}, T-1)$ ,

$\underline{C}(h\tau-1, T-1)$ と表すと,

$\overline{C}(h_{T-1}, T-1)$ $=$ $R^{-1}\{\alpha C((hT-1, S_{T}-1u1), \tau)+(1-\alpha)c((h_{T-1\tau_{-}1}, Su_{n}), T)\}$ , (3.27)

$\underline{C}(h_{T-}1, T-1)$ $=$ $R^{-1}\{\beta C((h_{T-1,T}S-1u_{h}), T)+(1-\beta)c((h_{\tau 1}-, S\tau-1u_{h+1}), \tau)\}$ (3.28)

が成立する, ただし
$\frac{u_{n}-R}{u_{n}-u_{1}}$ (3.29)

とし, $u_{h}\leq R<u_{h+1}$ である $h\in\{1,2, \cdots, n-1\}$ を用いて

$\beta:=\frac{u_{h+1}-R}{u_{h+1}-u_{h}}$ (3.30)
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とする.

証明: 線形計画問題 LPC2を $(v_{T)}c((hT-1, ST-1vT),$ $T))$ 座標の上で考える (図 1). 図 1で $q_{1}=1,$ $q_{2}=0$ ,
. . ., $q_{n}=0$ としたときに相当する点を $A_{1},$ $q_{1}=0,$ $q_{2}=1,$ $\cdots,$ $q_{n}=0$ としたときに相当する点を $A_{2}$ ,
. . . . . ., $q_{1}=0,$ $q_{2}=0,$ $\cdots,$ $q_{n}=1$ としたときに相当する点を $A_{n}$ とすると, それらの点列は $v_{T}$ の関数

$B(v\tau):=C((h_{T-1,\tau}s-1v_{T}), T)$ (3.31)

のグラフ上に並ぶ点列となり, それらの凸包である陰の部分が制約条件 (3.25), (3.26) を満たす領域となる.
ここで制約条件 (3.24) を考慮すると, すべての制約条件を満たす領域は線分 $JK$ になる. このことより, 最
大化問題 LPC2の最適解は点 $J$ に相当し, 最小化問題 LPC2の最適解は点 $IC$ に相当する. 仮定 C4より,
関数 $B(v\tau)$ は $v_{T}$ に関して凸だから, これらの点はそれぞれ $A_{1}$ と $A_{n}$ を $R-u_{1}$ : $u_{n}-R$ に内分する内分

点, $A_{h}$ と $A_{h+1}$ を $R-u_{h}$ : $u_{h+1}-R$ に内分する内分点となる, ただし, $h$ は $u_{h}\leq R<u_{h+1}$ を満たす状

態番号である. よって, 題意が証明できた 口

312 残り多期間問題

残り 1期間問題と同様の考え方により, ある $e=(e_{1}, e_{2}, \cdots, en)\in E$ に対して,

$C(h_{t},t)= \sum_{j=1}C((ht, Stu_{j}))t+1)e_{j}$ (3.32)

が成立する. ただし, $E$ は制約条件式 (3.20), (3.21), (3.22) を満たす $e=(e_{1},$ $e_{2,)}\ldots$ eの全体の集合, すな
$.\text{わち}$ ,

$E:= \{e=(e_{1}, e_{2}, \cdots, e_{n})’.\sum_{1j=}^{n}u_{j}e_{j}=1,\sum_{j=1}^{n}e_{j}=R^{-1},$ $e_{j}\geq 0,$ $j=1,2,$ $\cdots,$ $n\}$ (3.33)

と定義される.

しかしながら, $C$(( $h_{t}$ , st uj), $t+1$ ) は求められておらず, かわりに上界 $\overline{C}$( $(h_{t}$ , stuj), $t+1$ ) と下界
$\underline{C}$ ( $(h_{t},$ stuj), $t+1$ ) のみが与えられており,

$\min_{e\in E}\sum_{=j1}^{n}\underline{c}$( $(ht,$ stuj), $t+1$) $e_{j}$
$\leq$

$\min_{e\in E}\sum_{=j1}C$
( $(ht,$ stuj)

$n$

, $t+1$ )

$\leq$ $C(h_{t},t)e_{j}$

$\leq$ $\max\sum_{j1}^{n}e\in E’)=c$( $(ht$ stuj , $t+1)e_{j} \leq\max_{E}\sum_{=}^{n}e\in(\overline{C}(ht,$

$s_{t}j1uj),t+1)\theta^{34}.$ )

が成立する. したがって

$\overline{C}(h_{T}, \tau)$ $:=$ $C(h_{T}, \tau)$ , (3.35)

$\overline{C}(h_{t_{)}}t)$ $:=$ $\max_{E}\sum_{=}^{n}e\in$ ($\overline{c}(h_{t,}$ su$)j1’ t+1$) $e_{j}$ , $t=T-1,$ $T-2,$ $\cdots,$
$0$ , (3.36)

および

$\underline{C}(h_{T}, \tau)$ $:=$ $C(h_{T}, \tau)$ , (3.37)

$\underline{C}(h_{t},t)$ $:=$ $\min_{e\in E}\sum\underline{c}$( $(ht,$ stuj)
$j=1$

’ $t+1$ ) $e_{j}$ , $t=T-1,$ $T-2,$ $\cdots,$
$0$ (3.38)
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と再帰的に定義すれば,
$\underline{C}(h_{t}, t)\leq C(h_{t}, t)\leq\overline{C}(h_{t},t)$ , $t=0,1,$ $\cdots,$

$T$ (3.39)

を満たすから, これらは $C(h_{t}$ ,のの上下界を与える.
次の定理を得る.

定理 3. 2 コール・オプションの満期時を $T\in\Lambda^{r_{++}}$ とする. 第 $t$ 期 $(t=0,1, , . . , T-1)$ において現資産

の価格過程の経路を $h_{t}$ とするとき, 式 (3.35),
.
(3.36) および式 (3.37), (3.38) で定義されるコールオプ

ションの価格の上下界 $\overline{C}(h_{t}, t),$ $\underline{c}(h_{t},t)$ はそれぞれ

$\overline{C}(h_{t},t)$ $=$ $R^{-1}$ { $\alpha\overline{C}((h_{t},$ stul), $t+1)+(1-\alpha)\overline{C}((h_{t},$ $s_{t}u_{n}),t+1)$ }, (3.40)

$\underline{C}(h_{t},t)$ $=$ $R^{-1}$ { $\beta\underline{c}((h_{t},$ stuh), $t+1)+(1-\beta)\underline{c}((h_{t},$ $siuh+1),$ $t+1)$ } (3.41)

を満たす. さらに観に関して単調非増加で凸なある関数 $\overline{c}(kt, t),$ $\underline{c}(kt, t)$ を用いて,

$\overline{C}(h_{t}, t)s_{t}$ $=$ $\overline{c}(\frac{\mathrm{A}’(h_{t},l)}{s_{t}},$ $t)$ , (3.42)

$\underline{C}(h_{t}St’ t)$ $=$ $\underline{c}(\frac{I\mathrm{f}(h_{t},i)}{s_{t}},$ $t)$ (3.43)

と書き表すことができる.

証明: 上界に関する題意のみを示す.

式 (3.36) の右辺の最大化問題を考える. $h_{t}$ を固定し, $v_{t+1}\text{の関数}\overline{C}((h_{t,t}sv_{t}+1), t+1)$ を定義すると,
これが $v,+1l$こ関して凸であれば, 残り 1期間問題のときと同様の方法を用いることができる. そこで

(a) $\overline{C}(ht, t)=\overline{c}((ht, S_{t-}1v_{t}),$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ が $v_{t}$ に関して凸であること;

(b) $k_{t}$ に関して単調非増加で凸なある関数 $\overline{c}(k_{t}, t)$ が存在して,

$\frac{\overline{C}(h\,t)}{s_{t}}=\overline{c}(\frac{I1^{r}(h_{t},t)}{s_{t}},$ $t)$

が成立すること

を $t$ に関する帰納法で確かめよう.

(1) $t=T$ のとき:

仮定 C4より,
$\overline{c}(h_{T}, \tau)=c(h_{T},\tau)=[s_{T-1}v_{T}-K((hT-1, s\tau_{-}1vT), \tau)]+$ (3.44)

は $v_{T}$ に関して凸である. さらに

$\frac{\overline{C}(h_{T},\tau)}{s_{T}}=\frac{C(h_{T},\tau)}{s_{T}}=[1-\frac{K(h_{T},\tau)}{s_{T}}]_{+}=\overline{c}(\frac{I\dot{\iota}’(h\tau,T)}{s_{T}},$ $T)$ , (3.45)

ただし,
$\overline{c}(k\tau, T):=[1-k\tau]_{+}$

であり, これは $k_{T}$ に関して単調非増加な凸関数である. よって (a), (b) は成り立つ.

(2) 第 $t+1$ 期 $(t+1\leq T)$ のとき (a), (b) が成り立つとして, 第 $t$ 期のときを示す:
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まず,

$\overline{C}(h_{t}, t)$ $=$
$\max\sum_{1}e\in E)j=e_{j}\overline{c}((h_{t},s_{t}u_{j}),t+1$

$=$ $\max\sum_{j1}e\in Eu_{j}ej(st)=n\overline{c}(\frac{Ii’((h_{t},S_{tj}u),t+1)}{s_{t}u_{j}},$ $t+1)$ (3.46)

が成立する. ここで $t,$ $h_{t}$ (したがって $s_{t}$ ) を固定し, $u$ の関数を

$W(u)$ $:=$ $\frac{I_{\dot{\llcorner}}r((h_{t,t}Su),t+1)}{s_{t}}.$

’ (3.47)

$V(u)$ $:=$ $s_{t}u \cdot\overline{c}(\frac{I\dot{\iota}’((h_{t},Stu),t+1)}{s_{t}u},$ $t+1)=s_{t}u \cdot\overline{c}(\frac{W(u)}{u},$ $t+1)$ (3.48)

と定義すると, 式 (3.46) は

$\overline{C}(h_{t},t)=\max_{e\in E}\sum ejVj=1(u_{j})$ (3.49)

と書き直すことができる. さて, 仮定 C4から $W(u)$ は $u$ に関する凹関数であることを用いると, 非負の実
数 $u’,$ $u”$ と $\lambda\in[0,1]$ に対し,

$V((1-\wedge)u’+\lambda u’’)$

$=$ $s_{t} \{(1-\lambda)ul\lambda u\prime\prime+\}\cdot\overline{C}(\frac{W((1-\lambda)u’+\lambda u’)\prime}{(1-\lambda)u+\lambda u’},,,$$t+1)$

$\leq$ $s_{t} \{(1-\lambda)u^{;}+\lambda u\}\prime\prime\cdot\overline{C}(\frac{(1-\lambda)W(u^{J})+\lambda W(u’’)}{(1-\lambda)u+\lambda u^{l}},,,$ $t+1)$

$=$ $s_{t} \{(1-\lambda)u+\lambda J’\}u’\cdot\overline{C}(\frac{(1-\lambda)u’}{(1-\lambda)u+\lambda u\prime\prime},\cdot\frac{W(u’)}{u},+\frac{\lambda u’’}{(1-\lambda)u+\lambda u\prime\prime},\cdot\frac{W(u’’)}{u},,,$$t+1)$

$\leq$ $s_{t} \{(1-\lambda)u’+\lambda u’’\}\cdot\{\frac{(1-\lambda)u^{l}}{(1-\lambda)u+\lambda u’’},\overline{c}(\frac{W(u’)}{u},,$$t+1)+ \frac{\lambda u’’}{(1-\lambda)u+\lambda u’’},\overline{c}(\frac{W(u’’)}{u},,,$ $t+1)\}$

$=$ $(1- \lambda)s_{t}u’\cdot\overline{C}(\frac{W(u’)}{u},)t+1)+s_{t}\lambda u^{\prime l}\cdot\overline{c}(\frac{W(u’’)}{u},,,$ $t+1)$

$=$ $(1-\lambda)V(u’)+\lambda V(u)\prime J$ (3.50)

が成立することから, $V(u)$ は Hこ関して凸である. したがって, 式 (3.49) の形に注意すれば, 残り 1期間
問題と同様の方法より,

$\overline{C}(h_{t},t)$

$=$ $R^{-1}\{\alpha V(u_{1})+(1-\alpha)V(u)n\}$

$=$ $R^{-1} \{\alpha s_{t}u_{1}\cdot\overline{c}(\frac{K((h_{t},s_{t}u1),t+1)}{s_{t}u_{1}},$$t+1)+(1-\alpha)_{S}t$un . $\overline{c}(\frac{K((h_{t},s_{t}u_{n}),t+1)}{s_{t}u_{n}},$ $t+1)\}$

$=$ $s_{t} \cdot R^{-1}\{\alpha u_{1}\cdot\overline{c}(A(\frac{\mathrm{A}’(h_{t_{)}}t)}{s_{t}},$
$u_{1},$ $t+1))t+1)+(1- \alpha)u_{\mathrm{n}}\cdot\overline{c}(A(\frac{K(h_{t},i)}{s_{t}},$

$u_{n},$ $t+1),$ $t+1)\}$

$=$ $s_{t}$ . $\overline{c}(\frac{K(h_{t},t)}{s_{t}},$ $t)$ (3.51)

を得る, ただし

$\overline{c}(k_{t}, t):=R^{-1}\{\alpha u_{1^{\overline{C}(}}A(k_{t}, u_{1},t+1), t+1)+(1-\alpha)un^{\overline{C}}(A(k_{t}, u_{n}, t+1), t+1)\}$ (3.52)
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である. 帰納法の仮定から $\overline{c}(k_{t+1}, t+1)$ は $k_{t+1}$ に関して単調非増加な凸関数であり, 仮定 C6 より

$A(k_{t,t+1}v, t+1)$ は醜に関して単調非減少な凹関数であるから, $\overline{c}(A(k_{t}, u_{1}, t+1), t+1),$ $\overline{c}(A(k_{t}, u_{n}, t+1), t+1)$

のいずれも砺に関して単調非増加な凸関数である. 式 (3.52) より, $\overline{c}(k_{t}, t)$ は彪に関して単調非増加な凸
関数の非負結合であるから, やはり $k_{t}$ に関して単調非増加な凸関数である.

以上 (1), (2) により, 帰納的に (a), (b) が証明された. 口

この定理によれば:

1. 原資産の価格過程として, 第 $t$ 期 $(t\in N_{+})$ のときの価格を $s_{t}(>0)$ としたとき, それまでの過去の

経路 $h_{t-1}$ に依存せず, それぞれ確率 $\alpha,$
$1-\alpha$ で次期, 第 $t+1$ 期には価格 $s_{t+1}=S_{T}u_{1},$ $s_{t}u_{n}$ となる

(時間斉次, Markov 的な) 2項過程を考えて, その価格過程のもとでのコールオプションの価格をを

評価すれば, 元の価格過程での価格の上界を与える;

2. –方, 原資産の価格過程として, 第 $t$ 期 $(t\in N_{+})$ のときの価格を $s_{t}(>0)$ としたとき, それまでの過

去の経路 $h_{t-1}$ に依存せず, それぞれ確率 $\beta,$ $1-\beta$ で次期, 第 $t+1$ 期には価格 $s_{t+1}=s_{t}u_{h},$ $s_{t}u_{h+1}$

となる (時間斉次, Markov 的な) 2項過程を考えて, その価格過程のもとでのコールオプションの価

格をを評価すれば, 元の価格過程での価格の下界を与える.

したがって, いま $\overline{Q}(h_{T}|h_{t}))\underline{Q}(h\tau|h_{t})$ により, それぞれ上記 1, 2の 2項過程のもとで, 第 $t$ 期における過

去の価格過程の経路が傷であったという条件のもとで, 満期時 $T$ までの経路 $h_{T}$ がとなる確率を表すこと

にすれば, 次の定理が成り立つ.

定理 3. 3

$\overline{C}(h_{t},t)$ $=$
$R^{-(\tau)}-t \sum\overline{Q}(hT|h_{t})hT\in HTc(h_{T}, T)$

, (3.53)

$\underline{C}(h_{t},t)$ $=$
$R^{-(\tau_{-t})}h \sum_{\tau\in T}\underline{Q}(h\tau|h_{t})c(h_{T}, TH)$

. (3.54)

口

32 経路依存型プット・オプション

本論文で扱う経路依存型プット・オプションとは, オプションの満期鼠 $T\in N_{++}$ において, その発行時

からの原資産の価格過程の経路 $h_{T}$ に依存した行使価格 $K(h_{T}, T)$ で原資産を売る権利のことである. 満期

時の行使価格を規定する関数 $K$ の形により, 様々な経路依存型プットオプションを定義することができ

るが, それらのうちで代表的なものとしては以下のものが挙げられる:

例 3. 3(経路依存型プットオプション)

ルックバックオプション:
$K^{\mathrm{L}\mathrm{B}\mathrm{P}}(h \tau, T):=\max\{s_{t} : t=0,1, \cdots , T\}_{t}$ (3.55)

平均オプショ $/\backslash$ :

算術平均オプション:

$I_{\dot{1}}^{\prime \mathrm{A}\mathrm{A}}.(hT, T)= \frac{1}{T+1}\sum_{t=^{0}}^{T}s_{t}$ , (3.56)
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幾何平均オプション:

$I \mathfrak{i}^{\prime \mathrm{G}\mathrm{A}}(h_{T}, \tau)=\{\prod_{t=0}^{\tau}s_{t}\}^{\frac{1}{T+1}}$ (3.57)

口

いま

$P(h_{t}, t)$ : 満期時を $T\in$ 燐+ とし, 第 $t$ 期 $(t=0,1, \cdots, \tau)$ において, 原資産の価格過程の経路を $h_{t}$ とし

たときのプット・オプションの価格

と定義する.

$t=T$ , すなわちオプションの満期時においては次式が成り立つ :

$P(h_{T}, T)=[K(h\tau, T)-s\tau]_{+}$ . (3.58)

次の条件を仮定する.

仮定 3. 2

$\mathrm{P}4K(h_{T}, T)=I\acute{\{}((h_{T}-1, s\tau),$ $\tau)$ は $s_{T}$ に関して凸である.

P5すべての正整数 (の満期) $T\in N_{++}$ に対し, ある関数 $A:\mathcal{R}+\mathrm{x}\mathcal{R}++\mathrm{x}N++arrow \mathcal{R}+$ を含む再帰的な
関係式

$\frac{K(h_{T},\tau)}{s_{T}}=A(\frac{K(h_{T-1},\tau-1)}{s_{T-1}},$ $v_{T},$ $T)$ (3.59)

を満足する.

P6仮定 P5の関数 $A(k_{T-1}, v_{T}, \tau)$ は $k_{T-1}$ に関して単調非減少かつ凸である . $\square$

例 3. 3 で挙げたプットオプションのうち, 幾何平均オプション以外は仮定 P4, P5, P6を満たしている:

例 3. 4(経路依存型プット・オプション)

ルックバックオプション:

$I1^{\prime \mathrm{L}\mathrm{B}}(\mathrm{p}h_{T}, \tau)$ $=$ $\max\{Ii^{\prime \mathrm{L}\mathrm{B}\mathrm{p}}(hT-1, T-1), s_{T}\}$ , (3.60)

$\frac{I\mathrm{e}^{\prime \mathrm{L}}(\mathrm{B}\mathrm{P}h_{T},\tau)}{s_{T}}$ $=$ $\max\{\frac{I\mathrm{i}^{r}(\mathrm{L}\mathrm{B}\mathrm{p}h\tau-1T-1)}{s_{T-1}’}\cdot\frac{1}{v_{T}},$ $1\}$ , (3.61)

平均オプション:

算術平均オプション:

$I\{^{\prime \mathrm{A}\mathrm{A}}(h_{T}, \tau)$ $=$ $\frac{TI\acute{\mathrm{t}}^{\mathrm{A}\mathrm{A}}(h\tau-1\tau-1)+s_{T}}{T+1},$ , (3.62)

$\tau^{I1^{\nearrow \mathrm{A}\mathrm{A}}}\underline{(h\tau-1,T-1)}$ . $\underline{1}+1$

$\frac{I\mathfrak{i}^{\prime \mathrm{A}\mathrm{A}}(h_{T},T)}{s_{T}}$ $=$ $\frac{s_{T-1}v\tau}{T+1}$ (3.63)

となり, すべて仮定 P4, P5, P6を満足する. 口
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321 残り 1期間問題

コール・オプションの場合と同様, プットオプションの価格の上下界は, $e_{j},$ $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$ を決定

変数とする以下のような 2つの線形計画問題の最大値最小値として得ることができる.

LPPI

subject to $\sum_{j=1}^{n}$ $ujej=1$ , (3.65)

$\sum_{j=1}^{n}e_{j}=R^{-1}$ , (3.66)

$e_{j}\geq 0$ , $j=1,2,$ $\cdot,$ .
$,$

$n$ . (3.67)

あるいは, $q_{j},$ $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$ を決定変数とすれば,

LPPI

subject to $\sum_{j=1}^{n}u_{jqj}=R$ , (3.69)

$\sum_{j=1}^{n}qj=1$ , (3.70)

$q_{j}\geq 0,$ $j=1,2,$ $\cdots,$ $n$ (3.71)

と等価に書き換えることができる.

次の定理を得る.

定理 3. 4 プット・オプションの満期時を $T\in$ Nや+ とする. 満期時まで残り 1期間とする第 $T-1$ 期

において, 現資産の価格過程の経路を $h_{T-1}$ とするとき, プットオプションの価格 $P(h_{T-1}, T-1)$ に対

する線形計画問題 LPPI (LPP2) の最大値最小値によって定まる上下界をそれぞれ $\overline{P}(h_{T-1}, T-1)$ ,
$\underline{P}(h_{T-}1, T-1)$ と表すと,

$\overline{P}(h_{T-1},T-1)$ $=$ $R^{-1}\mathrm{f}^{\alpha}P((hT-1, ST-1u_{1}),$ $T)+(1-\alpha)P((hT-1, sT-1u)n’ T)\}$ , (3.72)

$\underline{P}(h_{T-1}, \tau-1)$ $=$ $R^{-1}\{\beta P((h_{T}-1, s\tau_{-1}u_{h}), \tau)+(1-\beta)P((h\tau-1, S_{T-}1uh+1), T)\}$ (3.73)

が成立する 口

322 残り多期間問題

コール・オプションの場合と同様,

$\overline{P}(h_{T}, T)$ $:=$ $P(h_{T}, \tau)$ , (3.74)

$\overline{P}(h_{t},t)$ $:=$
$\max\sum_{j=}e\in E1\overline{P}((ht,$

stuj), $t+1)_{C}j$ , $t=T-1,$ $\tau_{-}2,$ $\cdots,$
$0$ , (3.75)
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および

$\underline{P}(h_{T}\tau))$ $:=$ $P(h_{T}, T)$ , (3.76)

$\underline{P}(h_{t}, t)$ $:=$
$\min_{e\in E}\sum_{j=1}\underline{P}((h_{t}, S_{t}uj),$

$t+1)e_{j}$ , $t=T-1,$ $\tau-2,$ $\cdots 0)$ (3.77)

と再帰的に定義すれば,
$\underline{P}(h_{t}, t)\leq P(h_{t}, t)\leq\overline{P}(h_{t}, t)$, $t=0,1,$ $\cdots,$

$T$ (3.78)

を満たすから, これらは $P(h_{t}, t)$ の上下界を与える.

次の定理を得る.

定理 3. 5 プットオプションの満期時を $T\in$ 瓢+ とする. 第 $t$ 期 $(t=0,1, \cdotarrow\cdot, T-1)$ において現資産

の価格過程の経路を現とするとき, 式 (3.74), (3.75) および式 (3.76), (3.77) で定義されるプット・オプ
ションの価格の上下界 $\overline{P}(h_{t}, t),$ $\underline{P}(ht, t)$ はそれぞれ

$\overline{P}(h_{t)}t)$ $=$ $R^{-1}$ { $\alpha\overline{P}((h_{t_{)}}$ su $),t+1)+(1-\alpha)\overline{P}((ht,$ $S_{9}$ un), $t+1)$ }, (3.79)

$\underline{P}(h_{t_{2}}t)$ $=$ $R^{-1}\{\beta\underline{P}((ht, s_{t}u_{h}),t+1)+(1-\beta)\underline{P}((ht, S_{l}uh+1), t+1)\}$ (3.80)

を満たす. さらに親に関して単調非減少で凸なある関数 $\overline{p}(k_{t}, t))\underline{p}(k_{t}, t)$ を用いて,

$\frac{\overline{P}(h_{t},t)}{s_{t}}$ $=$ $\overline{p}(\frac{K(h_{t},t)}{s_{t}},$ $t)$ , (3.81)

$\underline{P}(h_{t}, t)s_{t}$ $=$ $\underline{p}(\frac{I\dot{\mathrm{t}}^{r}(h_{t},t)}{s_{t}})t)$ (3.82)

と書き表すことができる 口

定理 3. 6

$\overline{P}(h_{t)}t)$ $=$
$R^{-(\tau-t})h_{T} \in\sum_{H\tau}\overline{Q}(h\tau|ht)P(h\tau, T)$

, (3.83)

$\underline{P}(h_{t},t)$ $=$
$R^{-(\tau)}-thT \in\sum\underline{Q}(h_{T}|h_{i})P(h_{T}H_{T}’ T)$

. (3.84)

口

4 市場の投資家の危険回避性を考慮する場合

紙面の都合上省略する.

5 おわりに

原資産の価格過程の経路に依存した価値過程で定められる対象資産を規定の行使価格で買う (コール),
あるいは売る (プット) オプション, 例えば, その対象資産の価値過程が, 原資産の価格過程の経路の最高値

(コール), あるいは最安値 (プット)で定められるルックバックオプション (ロシアオプション), 原資産
の価格過程の経路の算術平均, あるいは幾何平均で定められる平均オプション ( $\text{アジア}$ ・オプション) など
の価格の評価については紙面の都合上触れることができなかった. 次の機会に譲りたい.
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図 1
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