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1 序論

自己共役でない作用素環の構造の研究は、不変部分空間の問題や正規でない作用素の構

造の研究と関連して、今までに多くの研究者によってなされてきた。 その中で、Helson-

Lowdenslager [4] は 1958年に行列値解析関数環の研究をし、また、 1960年に Kadison-

Singer [7] は三角行列環の–般化として、triangular 環を導入し、von Neumann 環の中で

自己共役でない部分環の系統的な研究をした。そしてこの二つの概念を結ぶものとして、

1967年に Arveson は *-弱 Dirichlet 環の非可換版として、subdiagonal 環の概念を導入し

た。 [11において Arveson は subdiagonal 環の多くの例を与え、分解定理、 Jensen の不

等式や Szeg\"o の定理等について、注目すべき結果を示した。また、 Loeble-Muhly $[9]_{\text{、}}$ 河

村-富山 [8] は von Neumann 野上の flow により定義されるスペクトル部分空間の理論か

ら、系統的な subdiagonal 環の例を与えた。更に、 subdiagonal の構造として不変部分空

間の構造理論や極大性など今までに多くの結果が示されている $(\mathrm{c}.\mathrm{f}.,$ $[1|,$ $[3|, [5],$ $[6|,$ $[10|$ ,

[11], $[13]-[17])$。まず、 subdiagonal 環の定義から始めよう。

$\mathcal{M}$ を可分なヒルベルト空間 $\mathcal{H}$ 上の von Neumann 環とする。$\Phi$ を $\mathcal{M}$ から von Neumann

部分環 $\mathfrak{D}$ の上への faithful normal expectation として、 $\mathfrak{U}$ を $\mathcal{M}$ の部分環とする。 この

とき、 $\mathfrak{U}$ が $\Phi$ に関する $\mathcal{M}$ の subdiagonal 環であるとは、次の条件 (1) $\sim(3)$ を満たすと

きをいう。

(1) $\mathfrak{U}\cap \mathfrak{U}^{*}=\mathfrak{D}_{\text{、}}$ ( $\mathfrak{D}$ を $\mathfrak{U}$ の diagonal という)

(2) $\Phi$ は $\mathfrak{U}$ 上乗法的、
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(3) $\mathfrak{U}+\mathfrak{U}^{*}$ は $\mathcal{M}$ において \mbox{\boldmath $\sigma$}-弱稠密である。

更に、 $\mathfrak{U}$ が maximal subdiagonal 環であるとは、 $\mathcal{M}$ の $\Phi$ に関する subdiagonal 環の

中で極大であるときをいう。

[1] における subdiagonal 環の定義で $\mathfrak{U}$ を \mbox{\boldmath $\sigma$}-三閉とは仮定していないが、 $\mathfrak{U}$ の \mbox{\boldmath $\sigma$}-弱閉

包はまた、 $\Phi$ に関する subdiagonal 環であるで、以後 subdiagonal 環は \mbox{\boldmath $\sigma$}-弱閉と仮定す

ることにする。

方、 nest 環は、作用素の triangular form の研究のため Ringrose[12] により導入され

た。Nest 環の構造についてはこれまでに多くの結果が得られているが、それらは Davidson

の Nest algebras[2] によくまとめられているので、そちらを参考にしてもらいたい。

$\mathfrak{U}$ をヒルベルト空間 $\mathcal{H}$ 上の $\Phi$ に関する subdiagonal 環とし、

$\mathfrak{U}_{0}=\{X\in \mathfrak{U}|\Phi(x)=0\}$

とおく。 このとき、明らかに % は $\mathfrak{U}$ の \mbox{\boldmath $\sigma$}-心閉な two-sided イデアルであるので、 $\mathcal{H}_{n}=$

$[\mathfrak{U}_{0}^{n}\mathcal{H}]$ とおき、更に $\mathcal{H}0=\mathcal{H},$ $\mathcal{H}_{\infty}=\bigcap_{n=0}^{\infty}\mathcal{H}n$ により $\mathcal{H}$ の閉部分空間を定義すれば U-不

変な部分空間の減少列 $\mathcal{H}=\mathcal{H}0\supseteq \mathcal{H}_{1}\supseteq\cdots\supseteq \mathcal{H}_{n}\supseteq\cdots$ が得られる。よって、疏を $\mathcal{H}$ か

ら $\mathcal{H}_{n}$ の上への projection とすれば、明らかに $\{P_{n}|0\leq n\leq\infty\}$ は $\mathcal{M}$ の projection か

らなる減少列で Pn\downarrow P\infty 。を満たす。 そこで、次の定義を与える。

定義 11subdiagonal 環 $\mathfrak{U}$ が pure であるとは、 $P_{\infty}=0$ を満たすときをいう。また、

$P_{1}=I$ のとき、 subdiagonal 環 $\mathfrak{U}$ を non-degenerate と呼ぶ。

ここでは、 subdiagonal 環 $\mathfrak{U}$ の purity について調べ、そこで得られた幾つかの結果を報

告する事を目的とする。まず、 \S 2で subdiagonal 環の幾つかの例を挙げるが、それらの

多くは pure でない。 よって、 どの様な subdiagonal 環が pure になるのかは興味深い問

題である。そこで、まず \S 3では、 ヒルベルト空間 $\mathcal{H}$ が有限次元の場合を考え、その上の

subdiagonal 環 (実際には、より –般に $\mathfrak{U}+\mathfrak{U}^{*}=\mathcal{M}$ を満たす $\mathcal{M}$ の部分環でよい) はい

つでも $\mathcal{M}$ の nest 環になる事を示し、有限次元 subdiagonal 環の purity を考察する。 \S 4
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では、一般の場合を考え、 subdiagonal 環が pure であることと、nest 環である事が同値

である事を示す。最後に \S 5で、 subdiagonal 環の triangular decomposition を与える。

2 subdiagonal 環の例

ここでは、良く知られている subdiagonal 環の例を幾つか紹介することにする。

例 1 $\mathcal{M}$ を行列環 $M_{n}$ とし、 $\mathfrak{U}$ を上三角行列全体とすれば、 diagonal 分は対角行列全体

であるので、 $\Phi$ を

$\Phi((a_{ij})_{n}\mathrm{x}n)=$

と定義すれば、 $\Phi$ はのへの expectation となる。 このとき、 $\mathfrak{U}$ は $\Phi$ に関する $\mathcal{M}$ の

subdiagonal 環である。

例 2 $\mathcal{M}$ を $L^{\infty}(\mathbb{T})$ ( $\mathrm{T}$ は単位円) とし、 $\mathfrak{U}$ を $H^{\infty}(\mathrm{T})$ とする。 $\Phi$ を

$\Phi(f)=\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}f(e)i\theta d\theta$

とすれば、 $\mathfrak{U}$ は $\Phi$ に関する $\mathcal{M}$ の subdiagonal 環である。

例 3 (Lobel-Muhly [9], 河村-富山 [8], etc) $\mathcal{M}$ を von Neumann 環とし、 $\{\alpha_{t}\}_{t\in \mathbb{R}}$ を $\mathcal{M}$

の flow つまり $\sigma$-弱連続な–径数自己同型群とする。任意の $X\in \mathcal{M}_{f}f\in L^{1}(\mathbb{R})$ に対して、

$\alpha(f)X=\int_{-\infty}^{\infty}f(t)\alpha_{t}(x)dt$

とし、

$Z(f)=\{t\in \mathbb{R}|\hat{f}(t)=0\}$ (ここで $\hat{f}(t)=\int_{-\infty}^{\infty}e^{-}f(it_{S}S)d_{S}$ )

としたとき、Arveson スペクトルを

$Sp_{\alpha}(x)=\cap\{z(f)|f\in L^{1}(\mathbb{R}), \alpha(f)X=0\}$
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で定義する。 このとき

$H^{\infty}(\alpha)=\{x\in \mathcal{M}:s_{p_{\alpha}}(x)\subseteq[0, \infty)\}$

によりスペクトル部分空間を定義すれば、 $H^{\infty}(\alpha)$ は $\mathcal{M}$ の \mbox{\boldmath $\sigma$}-四四部分環でありその diag-

onal $D=H^{\infty}(\alpha)=\{X\in \mathcal{M} : Sp_{\alpha}(x)=\{0\}\}$ は $\mathcal{M}$ の $\{\alpha_{t}\}_{t\in \mathbb{R}}$ に関する不動点環になっ

ている。このとき、 $\mathcal{M}$ が $\alpha$-finite(i.e., $\mathcal{M}$ から $\mathcal{M}^{\alpha}$ の上への faithful normal expectation

が存在する) なら、 $H^{\infty}(\alpha)$ は subdiagonal 環である。

この結果の特別な場合として McAsey-Muhly-斎藤による解析的接合積の概念が導入され

ている。

例 4 (McAsey-Muhly-斎藤 [10]) $\mathfrak{D}$ をヒルベルト空間 $\mathcal{H}$ 上の von Neumann 環とし、 $\alpha$

を $\mathfrak{D}$ の $*-$自己同型写像としたとき、任意の $X\in \mathfrak{D}$ に対して

$(\pi_{\alpha}(x)\xi)(n)=\alpha^{-n}(X)\xi(n)$ , $(S\xi)(n)=\xi(n-1)$ , $\xi\in\ell^{2}(\mathbb{Z},\mathcal{H}),$ $n\in \mathbb{Z}$ .

により $\ell^{2}(\mathbb{Z}, \mathcal{H})$ 上の作用素を定義し、$\pi_{\alpha}(\mathfrak{D})=\{\pi_{\alpha}(x)|x\in \mathfrak{D}\}$ とおく。このとき、 $\pi_{\alpha}(\mathfrak{D})$

と $S$ により生成された von Neumann 環を、 $\mathfrak{D}$ の $\alpha$ に関する接合積といい、 $\mathfrak{D}\rangle\triangleleft_{\alpha}\mathbb{Z}$ と

かく。また、 $\mathfrak{D}x_{\alpha}\mathbb{Z}$ の $\sigma$-弱閉部分環 $\overline{alg\{\pi_{\alpha}(\mathfrak{D}),s\}}\sigma-w$ を解析的接合積といいの $\lambda_{\alpha}\mathbb{Z}_{+}$

とかく。 $\{\beta_{t}\}_{t\in \mathbb{R}}$ を $\{\alpha^{n}\}_{n\in \mathrm{N}}$ の双対作用、すなわち $(V_{t}\xi)(n)=e^{2it}\pi n\xi(n),$ $(\xi\in\ell^{2}(\mathbb{Z}, \mathcal{H}))$

により与えられるユニタリ作用素罵に対して、$\beta_{t}(X)=VtxV_{t}^{*},$ $(X\in \mathfrak{D}\rangle\triangleleft_{\alpha}\mathbb{Z})$ とすれば

$\epsilon(X)=\int_{0}^{1}\beta_{t}(X)dt$, $X\in \mathfrak{D}\lambda_{\alpha}\mathbb{Z}$

は分 $\rangle\triangleleft_{\alpha}\mathbb{Z}$ から $\mathfrak{D}$ への {\beta t}t\in R-不変な faithful normal expectation になる。 このとき、

$\mathfrak{D}\mathrm{x}_{\alpha}\mathbb{Z}+$ は分を diagonal に持つ、 $\mathfrak{D}\rangle\triangleleft_{\alpha}\mathbb{Z}$ の $\epsilon$ に関する subdiagonal 環になる。

3 有限次元ヒルベルト空間上の subdiagonal 環の構造

この節では、ヒルベルト空間を有限次元と仮定する。有限次元ヒルベルト空間上で sub-

diagonal 環を考えた場合、定義 11の条件 (3) は、 (3) $\mathfrak{U}+\mathfrak{U}*=\mathcal{M}$ となる。 そこで、 こ
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こではこの条件 (3) を満たす、より –般的な部分環の構造を nest 環の理論と関係付け考

察する。 まず、 nest 環の定義から始めよう。

$N$ が nest であるとは $N$ が $\mathcal{H}$ 上の prejection からなる全順序な閉束であるときをい

う。 また、 nest $\Lambda’$ に対して、 nest 環 $aN$ を

$\mathrm{a}\Lambda’=\{T\in \mathfrak{B}(\mathcal{H})|(I-P)TP=0(\forall P\in N)\}$

により定義して、 $\mathfrak{D}=\mathrm{a}\int’\mathrm{n}(\mathrm{a}N)*$ を nest 環 $aN$ の diagonal と呼ぶ。

このとき、 まず次の定理を得た。

定理 3.1 $\mathfrak{U}$ を単位元を含む At の部分環で、 $\mathfrak{U}+\mathfrak{U}^{*}=\mathcal{M}$ を満たすものとする。 このと

き、 $\mathfrak{U}$ は von Neumann 環 $\mathcal{M}$ の nest 環になる。

この定理の証明には、幾つかの補題が必要である。

補題 32 定理 3.1の仮定のもとで、 $\mathfrak{U}_{\neq}^{\subset}\mathcal{M}$ が成り立つとき、 自明でない $\mathcal{M}$ の Pro-

jection $P$ が存在して $P\in lat\mathfrak{U}$ を満たす。 ここで、 $Iat\mathfrak{U}$ は $\mathcal{H}$ の U-不変な部分空間全体

の閉束である。

証明 $\mathcal{M}$ が factor でなければ、 $\mathcal{M}$ の自明でない中心 projection $P$ が存在するので、 $\mathcal{M}$

が factor の場合だけを考えればよい。仮定より、 $\mathcal{H}$ は有限次元であるから、ある
.

$k$ に対し

て、 $\mathcal{M}$ は $I_{k}$ factor である。 [5] の Theorem 661より $\mathcal{M}$ から $B(\mathcal{K})$ の上への $*-$同型写像

$0$ が存在する。 (ここで $\mathcal{K}$ は $dim\mathcal{K}=k$ をみたすヒルベルト空間とする。) $\Theta(\mathfrak{U})$ は $B(\mathcal{K})$

の真部苧環であるので、 [2] の Proposition 212より自明でない $B(\mathcal{K})$ の projection $Q$ が

存在して $Q\in 1\mathrm{a}\mathrm{t}\Theta(\mathfrak{U})$ を満たす。そこで $P=\Theta^{-1}(Q)$ と置けば $P$ が求める projection で

ある。 よって示された。

$\blacksquare$

補題 3.3 定理 3.1の仮定のもとで、 $P\in \mathcal{M}\cap Lat\mathfrak{U}$ とすれば $P$ は $\mathfrak{U}$ の元である。
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証明 $P\in \mathcal{M}$ かつ $\mathfrak{U}+\mathfrak{U}^{*}=\mathcal{M}$ より $\mathfrak{U}$ の元 $C$ が存在して $P=C+c*$ を満たす。そこ

で $\mathcal{H}=P\mathcal{H}\oplus P^{\perp}\mathcal{H}$ を考えれば $C$ の行列表現

$C=$
が得られる。いま $P=P^{*}$ であったので $C_{12}=0,$ $C_{11}+C_{11}^{*}=I_{PH},$ $C_{22}+C_{22}^{*}=0$ より、

ある自己共役作用素 $I\mathrm{f}_{1}\in g(P\mathcal{H}),$ $\kappa_{\in}\in B(P^{\perp}\mathcal{H})$ が存在して、

$C_{11}= \frac{1}{2}I_{P\mathcal{H}}+iI\iota_{1}^{\nearrow}$ , $C_{22}=iIC_{2}$

と表すことができる。 よって $C$ はスペクトルが $\sigma(C)=\sigma(c_{1}1)\cup\sigma(C_{2}2)$ を満たす $\mathfrak{U}$ の

正規作用素であり $\sigma(C_{11})\subset\{\frac{1}{2}+i\lambda|\lambda\in \mathbb{R}\}$ かつ $\sigma(C_{22})\subset\{i\lambda|\lambda\in \mathbb{R}\}$ であるので

$\sigma(C_{11})\mathrm{n}\sigma(c_{22})=\emptyset$ となる。 よって $\mathbb{C}$ のある有界な開部分集合 $\Omega_{1},$ $\Omega_{2}$ が存在して次の

条件をみたす。

(1) $\sigma(C_{11})\subset\Omega 1$ , $\sigma(C_{22})\subset\Omega 2$

(2) $\overline{\Omega}_{1}\cap\overline{\Omega}2=\emptyset$

(3) $(\overline{\Omega}_{1}\cup\overline{\Omega}_{2})c$ は連結である。

よって $f=\chi_{\Omega_{1}}$ を $\Omega_{1}$ の特性関数とすれば functional calculus と [9] の Theorem 13.7か

ら $f(C)=P\in \mathfrak{U}$ を得る。 よって示された。

$\blacksquare$

定理 31 の証明 $\mathfrak{U}\neq \mathcal{M}$ と仮定してよいので Lemma 32より、ある $\lambda 4\cap \mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathfrak{U}$ の

maximal nest $\Lambda’$ が存在する。そこで $N=\{Q_{k}\}_{k=0}^{n}$ を

$0=Q_{0}<Q1<Q_{2}<\ldots<Qn=I$

をみたす projection の列とする。このとき補題 3.3より $N\subset \mathfrak{U}$ であるので、$\mathfrak{U}=\mathcal{M}\cap \mathrm{a}N$

を示せばよい。明らかに $\mathfrak{U}\subseteq \mathcal{M}\cap \mathrm{a}N$ であるので逆向きを示す。 $E_{k}=Q_{k}-Q_{k-1}(k=$

$1,2,$
$\ldots,$

$n)$ とおくと $N$ の極大性と補題 3.2から $E_{k}\in \mathfrak{U},$ $E_{k}\mathfrak{U}E_{k}=E_{k}\mathcal{M}E_{k}$ を得る。

$T\in \mathcal{M}\cap \mathrm{a}N$ をとれば任意の $k>j$ に対して $E_{k}TE_{j}=0$ となる。 いま、 $\mathfrak{U}+\mathfrak{U}^{*}=\mathcal{M}$
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であったので $\mathfrak{U}$ の元 $A,$ $B$ が存在して $A+B^{*}=T$ と表せる。 よって、簡単な計算より

$E_{k}TE_{j}\in \mathfrak{U}(k,j=1,2,\ldots, n)$ となり $T\in \mathfrak{U}$ を得る。 よって示された。

$\blacksquare$

$\mathfrak{U}$ を $\mathcal{M}$ の $\Phi$ に関する subdiagonal 環とする。 このとき定理 3.1の証明からある finite

nest $\Lambda^{r}=\{Q_{k}\}_{k=1}^{n}$ が $\mathcal{M}$ の中に存在して $\mathfrak{U}=\mathcal{M}\cap \mathrm{a}\Lambda$’を満たす。更に、任意の $X\in \mathcal{M}$

に対して $\Phi(X)=\sum_{k=1}E_{k}XE_{k}n$ かつ $\mathfrak{U}_{0}^{n}=0$ が簡単に示されるので、定理の系として次の結

果をえる。

系 34 $\mathfrak{U}$ を $\mathcal{M}$ の $\Phi$ に関する subdiagonal 環とすれば、 $\mathfrak{U}$ は $\mathcal{M}$ の finite nest を持つ

nest 環である。特に、 このとき $\mathfrak{U}$ は定義 1.1の意味で pure である。

斎藤綿谷は [10] において有限次元 factor $\mathcal{M}$ の subfactor のを diagonal にもつ $\mathcal{M}$ の

極大 subdiagonal 環は $\mathfrak{D}=\mathcal{M}$ の場合を除いて存在しないことを示した。 ここではより

一般に次の系を得ることができた。

系 35 $\mathcal{M}$ を有限次元 von Neumann 環としのをその subfactor とする。 このときの

を diagonal にもつ $\mathcal{M}$ の subdiagonal 環はの $=\mathcal{M}$ を除いて存在しない。

証明 $\mathfrak{U}$ を分を diagonal にもつ $\mathcal{M}$ の subdiagonal 環とすれば、定理 3.1より $\mathfrak{U}$ はの

の center の元からなる nest $N$ をもつ $\mathcal{M}$ の nest 環である。 いま $\mathfrak{D}$ は $\mathcal{M}$ の subfactor

であるので $N=\{0, I\}$ となり $\mathfrak{D}=\mathfrak{U}=\mathcal{M}$ を得る。よって示された。

$\blacksquare$

4 pure subdiagonal 環

この節では無限次元ヒルベルト空間上の subdiagonal 環の purity について考える。–

節で定義したように、 $P_{n}$ を $\mathcal{H}$ から $\mathcal{H}_{n}$ の上への projection としたとき、 まず、次の結

果を得た。
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命題 41 任意の $n\in \mathrm{N}\cup\{0, \infty\}$ に対して $P_{n}$ は $\mathfrak{D}$ の central projection である。

証明 明らかに $\{P_{n} : 0\leq n\leq\infty\}\subseteq 1\mathrm{a}\mathrm{t}\mathfrak{U}\subseteq \mathfrak{D}’$ であるので $\{P_{n} : 0\leq n\leq\infty\}\subseteq$ 分を示

せば証明は終る。そのためには $\Phi(P_{n})=P_{n},$ $(n=0,1,2, \ldots, \infty)$ を示せばよい。そこで

$E_{n}=P_{n}\ominus P_{n+1}(n\geq 0)$ とおくと、

$I=( \sum_{n=0}^{\infty}\oplus E_{n})\oplus P_{\infty}$

が成り立つ。 $\mathfrak{U}_{0}\mathcal{H}_{n}\subseteq \mathcal{H}_{n+1}$ より $E_{n}\mathfrak{U}_{0}E_{n}=0$ であり、 $\mathfrak{U}+\mathfrak{U}^{*}$ は $\mathcal{M}$ で \mbox{\boldmath $\sigma$}-弱稠密より、

$\Phi(E_{k})$ $=$ $\sum_{n=0}^{\infty}E_{n}\Phi(Ek)+P\infty\Phi(E_{k})$

$=$ $\sum_{n=0}^{\infty}En\Phi(Ek)En+P\infty\Phi(E_{k})P\infty$

$=$ $E_{k}+P_{\infty}\Phi(E_{k})P_{\infty}$ .

である。よって $\Phi(E_{k})\geq E_{k}(k\geq 0)$ となり $\Phi$ は faithful かつ idempotent $(\mathrm{i}.\mathrm{e}., \Phi^{2}=\Phi)$ よ

り $\Phi(E_{k})=E_{k}(k\geq 0)$ となり $\Phi(P_{k})=P_{k}(k\geq 0)$ を得る。 よって示された。

$\blacksquare$

定理 4.2 $\mathfrak{U}$ を $\mathcal{M}$ の subdiagonal 環すれば、 $\mathfrak{U}$ が pure であるための必要十分条件は、あ

る有限または無限個の $\mathcal{M}$ の projection の減少列からなる nest $N=\{Q_{n} : 0\leq n\leq\infty\}$

が存在して $\mathfrak{U}=\mathcal{M}\cap a\iota_{g}N$ をみたすことである。

証明 $(\Rightarrow)\mathfrak{U}$ を pure と仮定する。 このとき $Q_{n}=P_{n}(n\geq 0)$ とおけば、 $P_{\infty}=0$ であ

るので命題 4.1の証明から任意の $n\geq 0$ に対して $E_{n}\mathcal{M}E_{n}\in \mathfrak{D}\text{、}$ 更に

$\Phi(X)=\sum_{n=0}ExE_{n}\infty n$ $(X\in \mathcal{M})$

を得る。故に $\mathfrak{U}=\mathcal{M}\cap aN$ となり示された。

$(\Leftarrow)M$ の prejection の減少列からなる nest $N=\{Q_{n} : 0\leq n\leq\infty\}$ に対して

$\mathfrak{U}=\mathcal{M}\cap a\Lambda r$ とする。 このときの $=N’\cap \mathcal{M}$ かつ鑑 $=Q_{n}\ominus Q_{n+1}(n\geq 0)$ に対して
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$\Phi(X)=\sum_{n=0}^{\infty}FnxF_{n}$ を得る。今、 $\mathfrak{U}_{0}$ は $\mathcal{M}$ の元から成る strictly 下三角行列環とみなせ

るので $\mathfrak{U}$ は pure である。 よって示された。

$\blacksquare$

5 subdiagonal 環の分解

この節では subdiagonal 環の分解について考えて行くことにする。いま $\text{、}$ projection

$E\in$ のをとれば、 $\Phi_{E}(ExE)=E\Phi(X)E$ により $E\mathcal{M}E$ から $E\mathfrak{D}E$ の上への faithful

normal expectation $\Phi_{E}$ が得られる。 よって $E\mathfrak{U}E$ は $E\mathcal{M}E$ の $\Phi_{E}$ に関する subdiagonal

環である。 もし、 $P_{\infty}\neq 0$ であれば $[\mathfrak{U}_{0}P_{\infty}\mathcal{H}]=P_{\infty}\mathcal{H}$ であり、 $P_{\infty}\in$ 分より $P_{\infty}\mathfrak{U}P_{\infty}$

は $P_{\infty}\Lambda 4P_{\infty}$ の \Phi P\infty 。に関する non-degenerate subdiagonal 環である。 -方、 $P_{\infty}^{\perp}\mathfrak{U}P_{\infty}\perp$ は

$P_{\infty}^{\perp}\mathcal{M}P_{\infty}^{\perp}$ の $\Phi_{P_{\infty}^{\perp}}$ に関する pure subdiagonal 環である。 よって、次の結果を得る。

補題 51 $\mathfrak{D}\cap lai\mathfrak{U}$ の projection $E$ に対して次の $(i)_{r}(ii)$ が成立する。

(i) $E\mathfrak{U}E$ が non-degenerate であれば、 $E\leq P_{\infty}$ である。

(ii) $E^{\perp}\mathfrak{U}E^{\perp}$ が pure であれば $E\geq P_{\infty}$ である。

この補題より次の結果を得る。

命題 52 $\mathfrak{U}$ を $\mathcal{M}$ の $\Phi$ に関する subdiagonal 環とする。 このとき次の条件を満たす

$\mathfrak{D}\cap lat\mathfrak{U}$ の projection $E$ が–意に存在する。

(i) $E\mathfrak{U}E$ は non-degenerate subdiagonal 環である。

(ii) $E^{\perp}\mathfrak{U}E^{\perp}$ は pure subdiagonal 環である。

(iii) $E\mathfrak{U}E^{\perp}=E\mathcal{M}E^{\perp}$

$P_{\infty}\mathfrak{U}^{*}P_{\infty}$ はまた $P_{\infty}\mathcal{M}P_{\infty}$ の subdiagonal 環であるので、命題 4.2をふたたび $P_{\infty}\mathfrak{U}^{*}P_{\infty}$

に適応することで次の分解定理を得る。
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定理 53 $\mathfrak{U}$ を $\mathcal{M}$ の $\Phi$ に関する subdiagonal環とする。 このとき、のの互いに直交する

射影作用素 $E_{1},$ $E_{2},$ $E_{3}(E_{1}\oplus E_{2}\oplus E_{3}=I)$ が存在して、 $\mathfrak{U}$ は次の matrix decomposition

を持つ。

$\mathfrak{U}=$

ここで、 $\mathfrak{U}_{11}^{*}$ (resp $.\mathfrak{U}_{33}$ ) は $E_{1}\mathcal{M}E_{1}$ (resp$.E_{3}\mathcal{M}E_{3}$ ) の pure subdiagonal 環、 $\mathfrak{U}_{22\text{、}}\mathfrak{U}_{22}^{*}$ は

$E_{2}\mathcal{M}E_{2}$ の non-degenerate subdiagonal 環、 そして $\mathfrak{U}_{jk}=E_{j}\mathcal{M}E_{k}(j<k)$ である。
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