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次の最適制御問題を考える。
Minimize $J(x, u)=l(x(T))+ \int_{0}^{\mathrm{J}}L(t, x(t),$ $u(t))dt$

$(C)$ subject to $\dot{x}(t)=f(t, X(t),$ $u(t)),$ $X(\mathrm{O})=x_{0},$ $k(x(T))=0$
$u\in U=\{u|g(u)\leq 0, h(u)=0\}$ ,
$x\in AC([0, T];Rn)$ , $u\in L_{\infty}([0, T];Rm)$

但し、 $U\subset R^{m},$ $L:[0,1]\cross R^{n}\cross R^{m}arrow R$ , $f$ : $[0,1]\cross R^{n}\cross R^{m}arrow R^{n}$

$f(t, \cdot, \cdot)$ , $L(t, \cdot, \cdot)$ は $\{(x, u)| ||x-\overline{X}(t)||<\mathcal{E}, ||u-\overline{u}(t)||<\in\}$ 上で $(x, u)$ に関し 2回

連続微分可能。 $g(\cdot),$ $h(\cdot)$ は、 $\{u| ||u-\overline{u}(t)||<\epsilon\}$ 上 2回連族微分可能。 $k:R^{n}arrow R^{r_{\text{、}}}$

$l$ : $R^{n}arrow R$ は $\{x| ||x-\overline{x}(T)||<\in\}$ 上 $C^{2}- \mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{S}_{0}g:R^{m}arrow R^{s},$ $h:R^{m}arrow R^{s}$ は

$\{u| ||u-\overline{u}(t)||<\epsilon\}$ 上 $C^{2}- \mathrm{c}18\mathrm{S}\mathrm{s}$。また、 $x_{0}$ は与えられた点、 $T$ は fix point とする。

$(\overline{x},\overline{u})$ 上のある近傍上で $J(x, u)\geq J(\overline{x},\overline{u})$ が成立する許容曲線 $(\overline{x},\overline{u})$ を最適制御問題

$(C)$ の弱極値という。 ここでは $(C)$ の弱極値に対する最適性必要条件を与える。

以下簡単のため、解 $(\overline{x},\overline{u})$ に対し L(t) $=L(t,\overline{X}(t),\overline{u}(t)),\overline{h}(t)=h(t,\overline{u}(t))$ etc. と書く

こととする。
このような問題の解 $(\overline{x},\overline{u})\in PWS([\mathrm{o}, T];R^{n})\cross PWC([\mathrm{o}, \tau];R^{m})$ に対し、 Zeidan ら

は conjugate point に関する最適性必要条件を与えている [$2|$。しかしながらそこで与え
られた最適性条件は、次の非常に強い三つの仮定を満たす事が前提となっている。
l.strengthened Legendre condition

$v\overline{H}_{uu}(t)v>0\forall_{v}$ satisfying $\overline{h}_{u}(t)v=0,\overline{g}_{ju}(t)v\leq 0(j\in I(t))$

但し、 $I(t):=\{j\in\{1,2, \cdots,m\}|\overline{g}_{j}(t)=0\}$

$2.[0, t](^{\forall_{t}}\in[0, T])-\llcorner$ strengthened normality condition

$\{$

$-\dot{p}=\overline{f}_{x}^{*}p$

$p^{*}\overline{f}_{u}v=0\forall_{v}$ satisfying $\overline{h}_{u}v=0,\overline{g}_{ju}v\leq 0(j\in I(t))$ on $[0, t]$ $\Rightarrow p\equiv 0$

$3.[t, T](^{\forall}t\in[0, T])$ -\llcorner strengthened normality condition

$\{$

$-\dot{p}=\overline{f}_{x}^{*}p$

$p(T)=\nabla\overline{k}(\tau)^{\exists_{\mathcal{U}}}$ $\Rightarrow p\equiv 0$

$p^{*}\overline{f}_{u}v=0^{\forall}v$ satisfying $\overline{h}_{u}v=0,\overline{g}_{ju}v\leq 0(j\in I(t))$ on $[t,T]$
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しかし、 これらの仮定 1, 2, 3は非常に強い条件であるので $U=R^{m}$ の場合ですら満た

さない事が多い。

Example 1

Minimize $\int_{0}^{1}\sqrt{\alpha^{2}(t)+\beta^{2}(t)\cos 2\alpha(t)}dt$

subject to $\alpha(0)=0,$ $\beta(0)=0,$ $\alpha(1)=0,$ $\beta(1)=\frac{3}{2}\pi$

この例は球 $x^{2}+y^{2}+z^{2}=1$ 上の曲線の中で、二点 $(1, 0,0)_{\text{、}}(0, -1,0)$ を通る最短曲

線を求める問題である。例えば、 以下の図の曲線 $a(t)$ は Euler $\mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\text{、}$ Legendre

condition を満たしている。 しかしながら、最適解ではない。例えば、曲線 $b(t)$ は、Euler

equation は満たしていないが、 曲線 $a(t)$ より二点閻の距離は短い。

$a(t)=\{$
$\alpha(t)\equiv 0$

$\beta(t)=\frac{3}{2}\pi t$

$b(t)=\{$
$\alpha(t)=\pi t$

$\beta(t)=\frac{1}{2}\pi t$

$\bullet$ Euler-equation $( \frac{d}{dt}\overline{L}_{\dot{\alpha}}=\overline{L}_{\alpha}, \frac{d}{dt}\overline{L}_{\dot{\beta}}=\overline{L}_{\beta})$

$\overline{L}_{\alpha}=\frac{-\dot{\beta}^{2}(t)\cos\alpha\sin\alpha}{\sqrt{\alpha^{2}(t)+\beta^{2}(t)\cos 2\alpha(t)}}$, $\overline{L}_{\dot{\alpha}}(t)=\frac{\dot{\alpha}(t)}{\sqrt{\alpha^{2}(t)+\beta^{2}(t)\cos 2\alpha(t)}}$ ,

$\overline{L}_{\beta}(t)=0$ , $\overline{L}_{\dot{\beta}}(t)=\frac{\beta(t)\cos 2\alpha(t)}{\sqrt{\alpha^{2}(t)\sin^{2}\beta(t)+\beta(t)^{2}}}$

より、 曲線 $a(t)$ に対しては

$\overline{L}_{\dot{\alpha}}=\overline{L}_{\alpha}=\overline{L}_{\beta}=0$, $\overline{L}_{\dot{\beta}}\equiv 1$

であるので Euler-equation を満たしている。 曲線 $b(t)$ に対しては

$\overline{L}_{\beta}=0$ , $\overline{L}_{\dot{\beta}}=\frac{\cos^{2}\pi t}{\sqrt{4+\cos^{2}\pi t}}$

であるので、
$\frac{d}{dt}\overline{L}_{\dot{\beta}}(\frac{1}{4})\neq\overline{L}_{\beta}(\frac{1}{4})$
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は満たさない。

dre condition $((\xi, \eta)\nabla_{(\dot{\alpha},\dot{\beta})^{L}}^{2}\geq 0$ for all $(\xi, \eta)\in R^{2})$

$\overline{L}_{\dot{\alpha}\dot{\alpha}}=\frac{\dot{\beta}^{2}(t)\cos 2\alpha(t)}{\sqrt{\alpha^{2}(t)+\beta^{2}(t)\cos 2\alpha(t)}^{3}}$ , $\overline{L}_{\dot{\alpha}\dot{\beta}}=\frac{\dot{\alpha}(t)\dot{\beta}(t)\cos 2\alpha(t)}{\sqrt{\alpha^{2}(t)+\beta^{2}(t)\cos 2\alpha(t)}^{3}}$

$\overline{L}_{\dot{\beta}\dot{\beta}}=\frac{\dot{\alpha}^{2}(t)\cos 2\alpha(t)}{\sqrt{\alpha^{2}(t)+\beta(t)^{2}\cos^{2}\alpha(t)}^{3}}$

であるので、 曲線 $a(t),$ $b(t)$ に対する Legendre condition はそれぞれ次の式で与えら
れる。

$( \xi, \eta)=\frac{2}{3\pi}\xi^{2}$ , :

$( \xi, \eta)(\frac{}{\sqrt{4+\cos^{2}\pi t}^{3}}\frac{z\cos^{-}\pi t}{\sqrt{4+\cos\pi t2}^{3},4\cos^{2}\pi t}$ $\frac{}{\sqrt{4+\cos\pi t2}^{3}}\frac{*\cos-\pi \mathrm{r}}{\sqrt{4+\cos\pi t2}^{3},8\cos^{2}\pi t})=\frac{2(\xi+2\eta)^{2}\cos^{2}\pi t}{\sqrt{4+\cos^{2}\pi t}^{3}}\geq 0$

よって、 曲線 $a(t),$ $b(b)$ {は Legendre condition を満た洗 しかしながら、 曲線 $a(t)$ に

対し

$(0,1)=0$
であるので、条件 1の strengthened Legendre condition は満たしていない。それゆえ、
曲線 $a(t)$ に対しこれ以上の判定は出来なかった。

特に strengthened normality conditions は非常に強い仮定であるにもかかわらず、 そ

れらの–つでも欠くことはできない事を Zeidan らは示している [4]。最近、 Loewen ら

が「 $\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{d}$ conjugate $\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}$ 」 を定義し、 [1] において control 領域 $U$ が凸で与えら

れる最適制御問題の解 $(x, u)\in PWS([0, T];R^{n})\cross PWC([0,\tau];Rm)$ に対し generalized

conjugate point に関する最適性必要条件を与えられている。この generalized conjugate

point はそれらの 3つの強い仮定 (strengthened Legendre condition, strengthened nor-

mality conditions) を満たさなくても取り扱うことができる。勿論、 それらの仮定の元

では conjugate point は generalized conjugate point である。即ち、従来の conjugate

point の定義が特殊な点を表すものであったために強い仮定をせざるをえなかったとい

える。 しかしながら Loewen らは generalized conjugate point を定義する際にある条件
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を加えていない。 これは、 それらの強い仮定のもとでは自動的に満たしている条件であ

る。 ここで、次の仮定をする。

Assumption A

$\overline{g}_{ju}(t)(j\in I(t)),\overline{h}_{u}(t)$ tは $[0, T]$ 上 full rank を持つ。

但し、 $I(t)=\{j|\overline{g}j(t)=0\}$

Theorem 1 (Pontryagin’s $p\dot{n}ncip\iota e$ ) Assumption $A$ を満たす $(C)$ の弱極値 $(\overline{x},\overline{u})$ に

対し次の条件を満たす

$(p, \lambda, \lambda_{0}, \gamma)\in AC([\mathrm{o}, 1];R^{n})\cross L_{\infty}([\mathrm{o}, 11;R^{S})\cross R\cross R^{r}$ が存在する。

$(a)$ $\lambda_{0}\geq 0,$ $\lambda 0+||\gamma||+||\lambda||\infty\neq 0$

$(b)$ $-\dot{p}=\overline{H}_{x}$ , $\overline{x}$

.
$=\overline{H}_{p}$

(c) $p(T)^{**}=\gamma\nabla\overline{k}(\tau)+\lambda 0\nabla\overline{\iota}(T)$

$(d)$ ${\rm Min}\{\lambda_{0}L(t,\overline{x}, u)+p^{*}f(t,\overline{X}, u)|u\in U, ||u-\overline{u}(t)||<\epsilon\}$

$=\lambda_{0}\overline{L}+p\overline{f}*$ on $[0, T]$

但し、 $H=\lambda_{0}L(t, x, u)+p(t)^{*}f(t, x, u)+\mu(t)^{*}h(u)+\lambda(t)^{*}g(u)$

この $\lambda$ に対し、 $D(t):=\{j\in I(t)|\lambda(t)>0\}^{\exists},\overline{I}(t)\subset I(X)$ とし、 次の admissible
direction を考える。

$V(t)$$:=$
$\mathcal{V}:=\{\alpha v|\alpha\geq 0, v(t)\in V(t)\}$

ここで、 $\mathcal{V}$ は $\overline{I}(t)$ のとりかたによるが、例えば区分的に定数値をとる $u$ に対しては、

$\overline{I}(t)=I(t)$ ととれる。 [1]

Theorem 1の (d) より、 次の条件を得ることができる。

$(d’)$ $\overline{H}_{u}=0a.e.[0, T]$

$w^{T}\overline{H}_{uu}(t)w\geq 0$ for all $w$ satisfying $\overline{h}_{u}(t)w=0,\overline{g}_{ju}(t)v\leq 0(j\in I(t))$

Definition 1Theoreml の条件 $(a),$ $(b),$ $(c),$ $(d’)$ を満たす\mbox{\boldmath $\lambda$}0, $p,$ $\gamma,$
$\lambda$ が存在する許容曲

線 $(\overline{x},\overline{u})$ を e#oemal と呼ぶ。
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Definition 2次の条件を満たす関数 $p$ は $p\equiv 0$ だけであるとき e#remal $(\overline{x},\overline{u})$ は

$[0, T]$ 上 $\nabla\overline{k}(T)$ -controllable( $[0,$ $T]$ 上 strongly normal) であるという。

$-\dot{p}(t)=\overline{f}_{x}(t)*(pt)$

$p(T)=\nabla\overline{k}(\tau)^{*}r,$ $\exists_{r\in R^{r}}$

$p(t)^{*}\overline{f}_{u}(t)v(t)=0$ for all $v$ satisfying $v\in \mathcal{V}$ on $[$’, $\mathcal{T}]$

特に問題 $(C)$ の解 $(\overline{x},\overline{u})$ が $[0, T]$ 上 $\nabla\overline{k}(T)$-controllable であれば Theorem 1におい

て $\lambda_{0}\neq 0$ とできる。

Definition 3 以下の条件を満たす関数が存在するとき $\tau\in[0, T)$ を $T$ の generalized

conjugate point と呼ぶ。
(i) $\exists(y, q, v)\in AC\cross AC\cross \mathcal{V}$ , $y\not\equiv 0$ on $[\tau, T]$

$s.t$ . $\dot{y}=\overline{f}_{x}y+\overline{f}_{u}v$ , $y(\tau)=\nabla\overline{k}(T)y(T)=0$ ,
$-\dot{q}=f_{x}^{*}q+H_{x}yx+Hvxu$

$q(\tau)\neq 0$ , $q(T)=\{\nabla^{2}\overline{l}(\tau)+\gamma^{*}\nabla^{2}\overline{k}(T)\}y(T)+^{\exists}l^{*}\nabla\overline{k}(T)$

$<\overline{f}_{u}^{*}q+\overline{H}_{xu}y+\overline{H}_{uu}v,$ $v>\leq 0$ on $[\tau, T]$

(ii) (i) で存在する関数 $(y, q, v)$ に対し次のいずれかの条件を満たす。
$(a)$ $\exists_{M\subset[0,T]},$ $\mu(M)>0$

$s.t$ . $<f_{u}^{*}q+H_{xu}y+H_{uu}v,$ $v><0$ on $M$

$(b)$ $\exists(\overline{y},\overline{v})\in AC\cross \mathcal{V}$

$s.t.\overline{y}=\overline{f}x\overline{y}+\overline{f}_{u}\overline{v},\overline{y}(0)=\nabla\overline{k}(T)\overline{y}(T)=0,\overline{y}(\tau)^{*}q(\tau)<0$

$<\overline{f}_{u}^{*}q+\overline{H}_{xu}y+\overline{H}_{uu}v,\overline{v}>\leq 0$ on $[0, T]$

Theorem 2 コントロール領域 $U$が凸で与えられているとする。 このとき区分的に滑ら

かな\hslash 靴、区分的に連続な解 $\overline{u}$ が、Assumption $A$ を満たし、 [$0,$ $T|$ 上 $\nabla\overline{k}(T)$ -controllable

であれば $(0, T)$ 上 generalized conjugate point が存在しない。

Loewen らは generalized conjugate point を定義する際に、 (i) において条件 $y\not\equiv$

$0$ on $[\tau, T]$ を加えていなかった。 この条件がないと最適解に対しても generalized con-
jugate point が存在することがある。 これは、 3つの強い仮定 (strengthened Legendre
condition, $[0, t],$ $[t, T]$ ( $\in[0,$ $T]$ 上 strengthened normality condition) のもとでは自動的
に満たしている条件である。
Example 2

Minimize $\int_{0^{1}}\{\frac{1}{2}Xu^{2}\}1dt$

subject to $\dot{x}=-u_{1}+u_{2}$ ,
$x(0)=0,$ $u_{2}\geq u_{1}$
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$\dot{x}=u_{2}-u_{1}\geq 0$ より $x$ は単調増加であり、かつ $x(0)=0$ であるので $x\geq 0$ 即ち

$\int_{0}^{1}\{\frac{1}{2}xu_{1}^{2}\}dt\geq 0$

よって $(\overline{u}_{1},\overline{u}_{2},\overline{x})=(1,1,0)$ &は、 この問題の解である。今、 $f=-u_{1}+u_{2},$ $H=p(-u_{1}+$
$u_{2})+ \frac{1}{2}xu^{2}+\lambda(1u_{1}-u2)$ より

$\overline{f}_{x}=0$ , ん $=(-1,1),\overline{H}_{xx}=\overline{H}_{u\cdot u}=0,\overline{H}_{xu}=(1,0)$

ところで この問題の解 $(\overline{u},\overline{x})$ に対し、 $(y, q, v)=(0, t-1, )$ は以下の式を満
たす。

$\dot{y}=\overline{f}_{x}y+\overline{f}_{u}v$ , $y( \frac{1}{2})=0$ , $q( \frac{1}{2})\neq 0$ ,
$-\dot{q}=\overline{f}_{x}^{*}q+\overline{H}xxy+\overline{H}xuv$

$<\overline{f}_{u}^{*}q+\overline{H}_{xu}y+\overline{H}_{uu}v,$ $v>\leq 0$ on $[ \frac{1}{2},1]$

この $q$ に対し、 $(\overline{y},\overline{v})=(t, )$ は以下の式を満たす。

$\overline{y}=\overline{f}_{x}\overline{y}+\overline{f}_{u}\overline{v},\overline{y}(0)=0,\overline{y}(\frac{1}{2})^{*}q(\frac{1}{2})<0$

$<\overline{f}_{u}^{*}q+\overline{H}_{x}y+\overline{H}uuuv,\overline{v}>\leq 0$

この例でもわかる様に、generalized conjugate point の定義の (i) において $y\not\equiv \mathrm{O}$ on $[\tau, T]$

は必要である。即ち、最適解に対しても $y\equiv 0_{\circ}\mathrm{n}[\tau,$ $T|$ なる点 $\tau$ が存在することがある。

再び、 Example 1を考える。 下の図の曲線。(t) は最適解であるが、 曲線 $a(t)$ は最適

解ではない。

曲線 $a(t),$ $b(t)$ は共に Euler equation Legendre condition は満している。 しかしなが

ら、 $a(t)$ は generalized conjugate point $t= \frac{1}{3}$ を持つが、曲線 $c(t)$ は $(0,1)$ 上 generalized

conjugate point は持たない。
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即ち、 曲線 $a(t)$ に対し $x:=(\alpha,\beta),$ $u:=(\dot{\alpha},\dot{\beta})$ とおくと、

$\overline{H}_{xx}=$ , $\overline{H}_{xu}=0$ , $\overline{H}_{uu}=$

より、 次の曲線

$(y, q, v)=( ( \sin\frac{3\pi}{2}(10 - t)), , )$

は以下の式 (generalized conjugate point の条件 $(\mathrm{i})$ ) を満たす。

$\dot{y}=\overline{f}_{x}y+\overline{f}_{u}v=v$ , $y( \frac{1}{3})=y(1)=0$

$q( \frac{1}{3})=-1\neq 0$ , $q(1)==\nabla\overline{k}(1)$

$-\dot{q}=\overline{f}_{x}^{*}q+\overline{H}xxy+\overline{H}_{xu}v$

$q^{T} \overline{f}_{u}v+v^{T}\overline{H}_{xu}y+v^{T}\overline{H}_{uu}v=q1v_{1}+q_{2}v_{2}+\frac{v_{1}^{2}(t)\sin\beta 2(t)}{\dot{\beta}(t)}$

$=v_{1} \{\frac{2}{3\pi}v_{1}+q1\}=0$

この関数 $q$ に対し曲線 $(\overline{y},\overline{v})=(, (-\pi\cos\pi(10 - t)$ ) $)$ は以下の式

(generalized conjugate point の条件 (ii) の $(\mathrm{b})$ ) を満たす。

$\overline{y}=\overline{f}_{x}\overline{y}+\overline{f}_{u}\overline{v}=\overline{v}$ , $\mathit{9}(0)=\overline{y}(1)=0$ , $y.( \frac{1}{3})^{*}q(\frac{1}{3})=-\frac{\sqrt{3}}{2}<0$

$< \overline{f}_{u}^{*}q+\overline{H}_{xu}y+\overline{H}_{uu}v,\overline{v}>=\overline{v}_{1}\{q_{1}+\frac{2}{3\pi}v_{1}\}=0$ on $[0,1]$

よって、 曲線 $a(t)$ は Example 1の最適解ではない。

もし、 control 領域が等式 $U=\{u|h(t)=0\}$ により与えられた最適制御問題 $(C)$ の弱

極値 $(\overline{x},\overline{u})\in AC([0, \tau];Rn)\cross L_{\infty}([0, T];Rn)$ に対しは、次のより弱い仮定 Assrunption

$\mathrm{B}$ のもとで generalized conjugate point に関する最適性必要条件を与える事ができる。

Assumption $\mathrm{B}$

(i) $\nabla\overline{k}(T)$ : は full rank を持つ
(ii) $\overline{h}_{u}(t)\overline{h}_{u}(t)^{*}:$ $[0, T]$ 上正貝 1L

Theorem 3 コントロール領域が等式 $U=\{u|h(u)=0\}$ により与えられたとする。 こ

のとき $(C)$ の解 $(\overline{x},\overline{u})$ において Assumption $B$ を満たし、 $[0, T]$ 上 $\nabla\overline{k}(T)$ -controllable

であるとする。 このとき、 $(0, T)$ 上 generalized conjugate point が存在しない。
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Example 3

Minimize $\int_{0}^{1}\{u_{1}+xu_{2}\}dt$

subject to $\dot{x}=u_{1}+u_{2}$ ,
$x( \mathrm{O})=\frac{1}{2},$ $x(1)= \frac{3}{2},$ $u_{1}u_{2}=0$

$\overline{u}_{1}=\{01$ $\mathrm{o}\mathrm{n}(\frac{1}{2}\mathrm{o}\mathrm{n}[\mathrm{o},, \frac{1}{2}]1]$ , $\overline{u}_{2}=\{$ $01$ $\mathrm{o}\mathrm{n}(\frac{1}{2}\mathrm{o}\mathrm{n}[\mathrm{o},, \frac{1}{2}]1]’\overline{x}=t+\frac{1}{2}$

に対し、

$\overline{h}_{u}=(\overline{u}_{2},\overline{u}_{1})=\{$

$(0,1)$ on $[0, \frac{1}{2}]$

$(1, 0)$ on $( \frac{1}{2},1]$

であるので

$\overline{h}_{u}\overline{h}_{u}^{*}=|(1, 0(\mathrm{o},1))=1=1$ $\mathrm{o}\mathrm{n}(\frac{1}{2}\mathrm{o}\mathrm{n}[\mathrm{o},,\frac{1}{2}]1]$

即ち、 $[0,1]$ 上 $\overline{h}_{u}\overline{h}_{u}^{*}$ は正則。 また、 この問題のハミルトン関数は

$H=p(u_{1}+u_{2})+u_{1}+xu_{2}+\lambda u_{1}u_{2}$

また、 関数

$p=\{$ $-t- \frac{1}{2}-1$ $\mathrm{o}\mathrm{n}(\mathrm{o}\mathrm{n}[0,\frac{1}{2}]\frac{1}{2},1]$ , $\lambda=\{$

$-t+ \frac{1}{2}$ on
$[0, \frac{1}{2}]$ , $\nu=-\frac{3}{2}$

$t- \frac{1}{2}$ on $( \frac{1}{2},1]$

は以下の式を満たすので、 $(\overline{x},\overline{u})$ は extremal。

$\{$

$-\dot{p}^{=}\overline{H}_{x}=\overline{u}_{2}$, $p(1)=\iota \text{ノ}$

$0=\overline{H}_{u_{1}}=p+1+\lambda\overline{u}_{2}$

$0=\overline{H}_{u}=p2+X+\lambda\overline{u}_{1}$

しかしながら generalized conjugate point が存在するので、 $(\overline{x},\overline{u})$ は解ではない。即ち、

$\overline{f}_{x}=0,\overline{f}_{u}=(1,1),\overline{H}_{xx}=\overline{H}_{uu}=0,\overline{H}_{xu}=(0,1)$

より、

$y=\{$
$2t- \frac{1}{2}$ on

$[ \frac{1}{4}, \frac{1}{2}]$ , $q=\{$
$-t+1$ on $( \frac{1}{2},1]$

$- \frac{1}{2}$ on $[ \frac{1}{4}, \frac{1}{2}]$

$t-1$ on $( \frac{1}{2},1]$

$v_{1}=\{02$ $\mathrm{o}\mathrm{n}(,1]\mathrm{o}\mathrm{n}[\frac{1}{\frac{41}{2}},\frac{1}{2}]$ , $v_{2}=\{$

$0$ on $[ \frac{1}{4}, \frac{1}{2}]$

$-1$ on $( \frac{1}{2},1]$
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は以下の式 (generalized conjugate point の (i) 及び (ii) の $(\mathrm{a})$ ) を満たすので、 $t= \frac{1}{4}$ は

generalized conjugate point

$\dot{y}=\overline{f}_{x}y+\overline{f}_{u}v$ , $y( \frac{1}{4})=0$ , $q( \frac{1}{4}).\neq 0$ ,
$-\dot{q}=\overline{f}_{x}^{*}q+\overline{H}_{xx}y+\overline{H}xuv$

$<\overline{f}_{u}^{*}q+\overline{H}xuy+\overline{H}uuv,$ $v>\{$

.
$<0$ on $[ \frac{1}{4}, \frac{1}{2}]$

$=0$ on ( $\frac{1}{2}$ , 月

generalized conjugate point $t= \frac{1}{4}$ が存在するので、 $(\overline{x},\overline{u})$ は解ではない。
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