
On characterizations of $\mathrm{K}$ -weakly precompact sets in Banach spaces

静岡大学 理 松田 稔 (Minoru Matsuda)

51. 序. 我々は、最近の論文 [11], [12] において、 「バナッハ空間の共役空間の

弱*コンパクト集合 $\mathrm{K}$ が与えられた時、 バナッハ空間の有界集合 A が $\mathrm{K}$ に関して弱プレ

コンパクトである (これを、 A は K-weakly precompact set であるという) ための種々

の必要十分条件」 を与えた。本報告は “K-weakly precompact set $\mathrm{A}$

” の紹介とともに、

我々の視点、方法の活用によりこれらの中で得られた “K-weakly precompact set $\mathrm{A}$

”
の

様々な特徴付けを述べることを目的として構成されたものである。

この報告を通して X を実バナッハ空間、 その位相的共役を $\mathrm{X}^{*}$ とし、 $\mathrm{B}(\mathrm{X})$ は X の閉
単位球とする。 (I, $\Lambda,$ $\lambda$ ) は I $(–[0,1])$ 上のルベーグ測度空間とし、 $\Lambda^{+}--\{\mathrm{A}\in$ A
: $\lambda(\mathrm{A})>0$ $\}$ であり、 $\mathrm{L}_{1}--\mathrm{L}_{1}(\mathrm{I}, \Lambda, \lambda),$ $\mathrm{L}_{\infty}--\mathrm{L}_{\infty}(\mathrm{I}, \Lambda, \lambda)$ とする。各 $\mathrm{E}\in\Lambda^{+}$ に対

して $\Delta_{\mathrm{E}}--\{ \chi_{\mathrm{F}}/\lambda(\mathrm{F}) : \mathrm{F}\subset \mathrm{E}, \mathrm{F}\in\Lambda^{+} \}$ とする。我々は以後、 I 上には A と

$\lambda$ が備わっているものと考える。 $\mathrm{X}^{**}$ (: $\mathrm{X}^{*}$ の位相的共役、 topological bidual of X)

の部分集合 $\mathrm{C}$ に対して、 関数 $\mathrm{f}$ : $\mathrm{I}arrow \mathrm{X}^{*}$ が C-可測であるとは、各 $\mathrm{x}^{**}\in \mathrm{C}$ について

$(\mathrm{x}^{**}, \mathrm{f}(\mathrm{t}))$ が $\lambda$ に関して可測 (即ち、 $\lambda-$可測) であることをいい、特に $\mathrm{C}--\mathrm{X}$

(resp. $\mathrm{C}--\mathrm{X}^{**}$ ) である時、 $\mathrm{f}$ は弱*可測 (resp. 弱可測) であるという。 $\mathrm{f}$ : I $arrow \mathrm{X}^{*}$

が weak* scalarly null とは、 各 $\mathrm{x}\in \mathrm{X}$ に対して $(\mathrm{x}, \mathrm{f}(\mathrm{t}))--0\lambda-\mathrm{a}$. $\mathrm{e}$. であること
をいい、 $\mathrm{f}$ : I $arrow \mathrm{X}^{*}$ が C-可測関数 $\mathrm{g}$ : $\mathrm{I}arrow \mathrm{X}^{*}$ と weak’-equivalent であるとは、

$\mathrm{f}-\mathrm{g}$ が weak* scalarly null であることをいう。有界な値域を持つ弱*可測関数 $\mathrm{f}$ :
$\mathrm{I}arrow \mathrm{X}^{*}$ が与えられた時、我々は $\mathrm{T}_{\mathrm{f}}(\mathrm{x})--\mathrm{x}\circ \mathrm{f}(\mathrm{x}\in \mathrm{X})$ により定義される有界線形写像

$\mathrm{T}_{\mathrm{f}}$ : $\mathrm{X}arrow \mathrm{L}_{1}$ を持つ。 その時、 この共役作用素を $\mathrm{T}_{\mathrm{f}^{*}}$ $(: \mathrm{L}_{\infty}arrow \mathrm{X}^{*})$ と表す。 X の有界

集合 A について、 $\overline{\mathrm{A}}^{\mathrm{x}}$ は A の $\mathrm{X}^{**}$ における $\sigma(\mathrm{X}^{**}, \mathrm{X}^{*})-\mathrm{c}1_{0}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e}$ (即ち、弱*閉包) を

表す。 又、 $\mathrm{X}^{*}$ の部分集合 $\mathrm{H}$ に対して、 $\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}^{*}(\mathrm{H})$ は $\mathrm{H}$ の弱*閉凸包を表す。以後、 $\mathrm{X}^{*}$ の

弱*コンパクト集合上には常に、 弱 8位相 $\sigma$ ($\mathrm{X}^{*}$ , X) が備わっているものと考える。

さて過去において我々は、N. $\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}[16]$ により以下のように定義され、その基本

的特徴付けが与えられたペッティス集合 (Pettis set) に関して、 さらなる –連の特徴付

けを与えてきた (例えば、 [7], [8], [9], [10] 等を参照) 。

定義 1. $\mathrm{X}^{*}$ の弱 8コンパクト集合 $\mathrm{K}$ がペッティス集合であるとは、恒等写像 $\mathrm{i}$ : $\mathrm{K}arrow$

$\mathrm{X}^{*}$ が universally scalarly measurable である時をいう。

即ち、 $\mathrm{B}(\mathrm{X}^{**})(--\sigma(\mathrm{X}^{**}, \mathrm{X}^{*})-\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e}$ of $\mathrm{B}(\mathrm{X}))$ の各元 $\mathrm{x}^{**}$ 毎に定義される実数値関
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数 $(\mathrm{x}^{**}, \mathrm{x}^{*})$ が、 $\mathrm{K}$ 上の関数として universal ly measurable である時、 $\mathrm{K}$ をペッティ
ス集合というのである。その時、 M. Talagrand[16] (あるいは、 L. H. Riddle and E.
$\mathrm{S}\mathrm{a}\mathrm{a}\mathrm{b}[13])$ により与えられたペッティス集合に関する基本的特徴付けを、ここで注意しよ
う。 それは、 $\text{「}\mathrm{K}$ がペッティス集合 $0$ $\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}^{*}(\mathrm{K})$ が弱ラドンーニコディム集合 (weak
Radon-Nikodym set) $0$ $\mathrm{B}(\mathrm{X})$ の任意の点列 $\{\mathrm{x}_{\mathrm{n}}\}$

。$\geq\iota$ は $\mathrm{K}$ 上の各点で収束する部分列
$\{\mathrm{x}_{\mathrm{n}}(\mathrm{k})\}_{\mathrm{k}\geq\iota}$ を持つ $0$ $\forall \mathrm{x}^{**}\in \mathrm{B}(\mathrm{X}^{**})$ と $\forall \mathrm{N}$ : weak* compact subset of $\mathrm{K}$ につ

いて $\mathrm{x}^{**}|\mathrm{M}$ ( $\mathrm{x}^{**}$ の $\mathrm{M}$ 上への制限) は連続点を持つ」である。
これから示唆され、我々は実バナッハ空間における局所化された弱プレコンパクト性の

概念を次のように定義する ([6] あるいは [1] を参照)。

定義 2. $\mathrm{X}^{*}$ の弱*コンパクト集合 $\mathrm{K}$ について、 X の有界集合 A が K-weakly
precompact (あるいは、 A が $\mathrm{K}$ に関して weakly precompact) であるとは、 A の任意の
点列 $\{\mathrm{x}_{\text{。}}\}$

。$\geq\iota$ が $\mathrm{K}$ 上の各藩で収束する部分列 $\{\mathrm{x}_{\mathrm{n}}(\mathrm{k})\}_{\mathrm{k}}$

al を持つ時をいう。

特に、 $\mathrm{K}--\mathrm{B}(\mathrm{X}^{*})$ であるならば、 このような集合 A は (単に) weakly $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{P}^{\mathrm{a}}\mathrm{C}}\mathrm{t}$ と

いわれ、 これは H. Rosenthal[14] により、 $1_{1}$ を含まない実バナッハ空間を特徴付ける
べく考察された概念である。又、 上述のペッティス集合に関する特徴付けから、 $\mathrm{X}^{*}$ の弱*
コンパクト集合 $\mathrm{K}$ について [ $\mathrm{K}$ がペッティス集合 $\Leftrightarrow$ $\mathrm{B}(\mathrm{X})$ が K-weakly $\mathrm{P}^{\mathrm{r}\ominus}\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{P}^{\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{t}\rfloor}$

である。 その上、本質的にはこのことから「摩の各元 $\mathrm{x}^{**}$ 毎に定義される実数値関数
$(\mathrm{x}^{**}, \mathrm{x}^{*})$ が、 $\mathrm{K}$ 上の関数として universally measurable である $\mathrm{c}\rangle$ A が K-weakly

$\mathrm{P}^{\mathrm{r}\ominus \mathrm{c}\mathrm{o}}\mathrm{m}_{\mathrm{P}}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}\rfloor$ であることが得られることを注意しよう。
この概念 (これは今注意したように、 –方では weakly precompact set の–般化であ

り、 他方では Pettis set の–般化にあたる概念である) について、 E. M. Bator and
P. N. Lewi $\mathrm{s}[1]$ は系統的な研究を行い、 S. P. $\mathrm{F}\mathrm{i}$ tzpatr $\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{k}[2]$ , E. Saab and P. Saab[15]
等との類似性 (その方法や、得られた結果) の中で、 $\mathrm{K}$ が非凸の場合や、凸の場合のこの
“K-weakly precompact set $\mathrm{A}$

” の様々な特徴付けを与えた。 ところで我々は、 [7] で得
られた関数を活用することで (先に述べたように) –連のペッティス集合に関する特徴付
けを与えてきた。 その際いつも実感したことは、非ペッティス集合 $\mathrm{K}$ について得られた

K-山関数があらゆる場合に重要な役割を演じていることであった。従って、 “K-weakly
precompact set $\mathrm{A}$

” の解析においても又、 これと同様の視点が採り得るのではないかと期
待するのは自然であろう。実にこのことが、以下において具体化され得る。即ち、我々は
“

$\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}-\mathrm{K}$-weakly precompact set $\mathrm{A}$

” において、非ペッティス集合 $\mathrm{K}$ の場合と同様の役割
を演じる、 或る K-値関数を獲得し、その性質を適切、効果的に調べることにより
“K-weakly precompact set $\mathrm{A}$

” の–連の具体的解析を可能とするのである。
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$方我々は、 “K-weakly precompact set $\mathrm{A}$

” の解析には E. M. Bator and P. N. Lewis
[1] で導入された次の概念 ( $\mathrm{X}^{*}$ の部分集合に関する 1つの幾何的性質) も、 M. Girardi
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and J. J. Uhl [4] と同等の視点で眺めることにより、 さらに非常に有用なものであること

に気付く。

定義 3. $\mathrm{X}^{*}$ の有界集合 $\mathrm{H}$ について、 $\mathrm{H}$ の $\mathrm{w}.\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{k}^{*}$-open slice (resp. weak’ slice)

であるとは次の形の集合をいう。

$\mathrm{S}$ ( $\mathrm{x},$ $\alpha$ , H) $=$
$\{ \mathrm{x}^{*}\in \mathrm{H} : (\mathrm{x}, \mathrm{x}^{*})\rangle \mathrm{y}\mathrm{s}_{\#\xi_{\mathrm{K}}}(\mathrm{x}, \mathrm{y}^{*})- \alpha \}$ .

(resp. $\overline{\mathrm{S}}(\mathrm{x},$
$\alpha$ , H) $–$ { $\mathrm{x}^{*}\in \mathrm{H}$ : $(\mathrm{x},$

$\mathrm{x}^{*})\geqq \mathrm{y}^{*\xi_{\mathrm{K}}}\mathrm{s}\mathrm{u}(\mathrm{x},$

$\mathrm{y}^{*})$ -
$\alpha$ })

但し、 $\mathrm{x}\in \mathrm{X}$, $\alpha>0$ .
次に、 $\mathrm{C}$ を $\mathrm{X}^{**}$ の部分集合とする時、 $\mathrm{H}$ が $\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{k}^{*}-\mathrm{c}$-dentable であるとは、任意の正数

$\epsilon$ と任意の $\mathrm{x}^{**}\in \mathrm{C}$ について、 $\mathrm{H}$ の weak’-open slice $\mathrm{S}(--\mathrm{S}(\mathrm{x}, \alpha, \mathrm{H}))$ を適当にと

れば

$\mathrm{O}(\mathrm{x}^{**}|\mathrm{S})(--\sup\{|(\mathrm{x}^{**}, \mathrm{x}^{*}) - (\mathrm{x}^{*}’, \mathrm{y}^{*})| : \mathrm{x}^{*}, \mathrm{y}^{*}\in \mathrm{S} \}$ , the oscillation

of $\mathrm{x}^{**}$ on S) $\langle$
$\epsilon$

とできる時をいう。

特に、 $\mathrm{C}--\mathrm{B}(\mathrm{X}^{**})$ である時、 このような性質を持つ集合 $\mathrm{H}$ は $\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{k}^{*}-\mathrm{s}\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{l}\mathrm{y}$

dentable であるといわれる。

この定義から容易に生じる次のことを注意しよう。 「集合 $\mathrm{H}$ が weak’ $-\mathrm{C}-\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}\Leftrightarrow$

任意の正数 $\epsilon$ と任意の $\mathrm{x}^{**}\in \mathrm{C}$ について、 $\mathrm{H}$ の weak* slice $\overline{\mathrm{S}}$ $(– \overline{\mathrm{S}}(\mathrm{x}, \alpha, \mathrm{H}))$ を

適当にとれば

$0( \mathrm{x}^{**}|\overline{\mathrm{S}})(--\sup\{|(\mathrm{x}^{**}, \mathrm{x}^{*}) -(\mathrm{x}^{**}, \mathrm{y}^{*})| : \mathrm{x}^{*}, \mathrm{y}^{*}\in\overline{\mathrm{S}}\}$ , the oscillation

of $\mathrm{x}^{**}$ on S) $<\epsilon$

とできる」 $(. \overline{\mathrm{S}}(\mathrm{x}, \alpha/2, \mathrm{H})\subset \mathrm{S}(\mathrm{x}, \alpha, \mathrm{H}) \subset\overline{\mathrm{S}}(\mathrm{x}, \alpha, \mathrm{H}), \forall \mathrm{x}\in \mathrm{X}, \forall\alpha\rangle 0)$
。

さらに、 “K-weakly precompact set $\mathrm{A}$

” を特徴付けるために必要とされる概念 (測度

論的性質) を定義しよう ([12] を参照のこと)
。

定義 4. $\mathrm{C}$ を $\mathrm{X}^{**}$ の部分集合 (但し、X3C) とし、 $\mathrm{f}$ : $\mathrm{I}arrow \mathrm{X}^{*}$ は有界弱 8可測関

数とする。その時、 $\mathrm{f}$ が C-Pettis integrable であるとは、次の 2つの条件が満たさ
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れる時をいう。
(1) $\mathrm{f}$ は C-可測である。
(2) 各 $\mathrm{E}\in$ A について

$( \mathrm{x}^{**}, \mathrm{T}_{\mathrm{f}^{*}}(x_{\mathrm{E}}))--\int_{\mathrm{E}}(\mathrm{x}^{**}, \mathrm{f}(\mathrm{t}))\mathrm{d}\lambda(\mathrm{t})$

が、 任意の $\mathrm{x}^{**}\in \mathrm{C}$ について成り立つ。

特に、 $\mathrm{C}--\mathrm{B}(\mathrm{X}^{**})$ である時、 このような性質を持つ有界な弱*可測関数 $\mathrm{f}$ : $\mathrm{I}arrow \mathrm{X}^{*}$

は Pettis integrable (ペッティス積分可能) な関数といわれる。即ち、 次の性質を持つ
ものである。

(3) $\mathrm{f}$ は弱可測である。

(4) 各 $\mathrm{E}\in$ A について、 $\mathrm{X}^{*}$ の元 $\mathrm{x}_{\mathrm{E}^{*}}$ が唯 1つ存在し

$( \mathrm{x}^{**}, \mathrm{x}_{\mathrm{E}^{*}})--\int_{\mathrm{E}}$ (X可 $\mathrm{f}(\mathrm{t})$ ) $\mathrm{d}\chi(\mathrm{t})$

が、 任意の $\mathrm{x}^{**}\in \mathrm{X}^{**}$ について成り立つ。

これを用いて、有界な弱*可測関数 $\mathrm{f}$ : $\mathrm{I}arrow \mathrm{X}^{*}$ の C-Pettis decomposability を次の
ように定義しよう。

定義 5. $\mathrm{C}$ を $\mathrm{X}^{**}$ の部分集合 (但し、 X $\Sigma \mathrm{C}$ ) とし、 $\mathrm{f}$ : $\mathrm{I}arrow \mathrm{X}^{*}$ は有界弱*可測関
数とする。 その時、 $\mathrm{f}$ が C-Pettis decomposable (C-ペッティス分解可能)であるとは、 $\mathrm{f}$

が C-Pettis integrable である有界弱*可測関数 $\mathrm{g}$ と weak* scalarly null である関数
$\mathrm{h}$ との和、即ち. $\mathrm{f}=\mathrm{g}+\mathrm{h}$ と表され得る時をいう。

最後に、 もう 1 つの幾何的性質 (tree に関わる) として、 $\delta-\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{e}\Gamma$ tree の

一般化である次の概念を定義しよう。

定義 6. $\mathrm{X}^{*}$ の 1つの系 $\{\mathrm{x}^{*}(\mathrm{n}, \mathrm{k}) : \mathrm{n}=0,1, , \mathrm{k}--1, , 2^{\mathrm{n}} \}$ が tree で

あるとは、 $\mathrm{x}^{*}(\mathrm{n}, \mathrm{k})=\{\mathrm{x}^{*}(0+1,2\mathrm{k}-1)+\mathrm{x}’(\mathrm{n}+1,2\mathrm{k})\}/2$ が、 $\mathrm{n}=0,1$ , $\cdot$ .. , $\mathrm{k}--$

1, , 2 $\mathrm{n}$ に対して満たされることをいう。
X の有界集合 A について、 $\mathrm{X}$ ’の tree { $\mathrm{x}^{*}(\mathrm{n}, \mathrm{k})$ : $\mathrm{n}=0,1$ , $\cdot$ .. , $\mathrm{k}--1$ , $\cdot$ .. ,

2 $\mathrm{n}$ } が $\mathrm{A}-\delta-\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}$ tree であるとは

$\mathrm{x}\in\#\mathrm{s}\mathrm{u}|(\mathrm{x},$

$2_{\Sigma,\mathrm{k}_{-}^{-1}}^{\mathrm{n}-}1(\mathrm{x}’(\mathrm{n}, 2\mathrm{k}-1)$ - $\mathrm{x}^{*}(\mathrm{n}, 2\mathrm{k}))|$

$\geqq 2^{\mathrm{n}}\delta$
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が、 任意の自然数 $\mathrm{n}$ に対して満たされることをいう。

特に、 A $–\mathrm{B}(\mathrm{X})$ である時、 この性質を満たす tree は $\delta-\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{e}.\mathrm{r}$ tre.e であると
いわれる。

さて、以上の概念を用いて “K-weakly precompact set $\mathrm{A}$

” の種々の特徴付けを与える

次の定理を示そう。その際、 lifting theory ([5]), $\bm{\mathrm{w}}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{k}^{*}-\overline{\mathrm{A}}^{\mathrm{X}}$-dentabi lity, 及び $[\mathrm{A}$

が $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}-\mathrm{K}^{-_{\mathrm{w}}}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{l}\mathrm{y}$ precompact である時得られる K-値弱*可測関数」が非常に効果的に利

用される。

定理. A を X の有界集合とし、 $\mathrm{K}$ を $\mathrm{X}^{*}$ の弱 8コンパクト集合とする時、次の A と $\mathrm{K}$

に関する各陳述は同値である。

(a) 集合 A は K-weakly precompact である。

(b) 任意の弱*可測関数 $\mathrm{f}$ : $\mathrm{I}arrow \mathrm{K}$ と任意の $\mathrm{E}\in\Lambda^{+}$ について、集合 $\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}^{*}(\mathrm{T}_{\mathrm{f}^{*}}(\triangle_{\mathrm{E}}))$

は weak* $-_{\overline{\mathrm{f}\mathrm{l}}^{\mathrm{x}_{-\mathrm{d}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{a}}}\mathrm{b}1}\mathrm{e}\mathrm{e}$ である。

(c) 任意の弱*可測関数 $\mathrm{f}$ : $\mathrm{I}arrow \mathrm{K}$ は、 Q’-Pettis decomposable である。
(d) 任意の弱*可測関数 $\mathrm{f}$ : I $arrow \mathrm{K}$ は、 或る A8-可測関数 $\mathrm{g}$ : I $arrow\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}^{*}(\mathrm{K})$ と

$\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{k}^{*}-\mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{i}$valent である。
(e) 任意の弱*可測関数 $\mathrm{f}$ : $\mathrm{I}arrow \mathrm{K}$ について、集合 $\mathrm{T}_{\mathrm{f}}(\mathrm{A})$ は relatively norm

compact である。

(f) 任意の弱 8可測関数 $\mathrm{f}$ : $\mathrm{I}arrow \mathrm{K}$ について、

$\inf_{\mathrm{n}\geqq 1}\{\mathrm{S}\mathrm{X}\in\#\mathrm{u}|(\mathrm{x}, \mathrm{T}_{\mathrm{f}^{*}}(\mathrm{r}_{\mathrm{n}}))|\}--0$

が成り立つ。但し、 ここで $\mathrm{r}_{\mathrm{n}}$ は nth Rademacher function である。
(g) 任意の弱*可測関数 $\mathrm{f}$ : $\mathrm{I}arrow \mathrm{K}$ について、 $\mathrm{T}_{\mathrm{f}^{*}}(\triangle_{1})$ は $\mathrm{A}-\delta-\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}$ tree を

含まない。

この定理において強調したい点は、陳述 (a), (b), (c), (d) の同値性である (特に

(b) $\supset$ (C), (d) $\supset(\mathrm{a})$ である)。 $\text{「}(\mathrm{b})\supset(\mathrm{c})$ 」 の証明は自然であり、 その際、Girardi
and Uhl と同様の視点及び、 lifting theory が効果的に用いられる。 又、 証明 $\text{「}(\mathrm{d})\supset$

$(\mathrm{a})\rfloor$ は、 A が $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}-\mathrm{K}^{-_{\mathrm{w}}}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{l}\mathrm{y}$ precompact である時構成される K-値弱*可測関数 $\mathrm{h}$ の性

質の解析から得られる。即ち、 ここで構成される弱 8可測関数 $\mathrm{h}$ : $\mathrm{I}arrow \mathrm{K}$ は、 どんな

A0-可測関数 $\mathrm{g}$ : $\mathrm{I}arrow \mathrm{X}^{*}$ とも $\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{k}^{*}$-equivalent とはなり得ないことが、 その構成のプ

ロセスの故に具体的かつ直接的に示されるのである。 さらにこの関数 $\mathrm{h}$ は、 その他の次

の性質を持った関数であることも、その関数の具体性の故に容易に示されるのである。
$(\alpha)$ 集合 $\mathrm{T}_{\mathrm{h}}(\mathrm{A})$ は relatively norm compact ではない。
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$(\beta)\mathrm{n}\geqq 1\mathrm{X}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}\{\mathrm{s}\mathrm{u}\in\#|(\mathrm{x}, \mathrm{T}_{\mathrm{h}^{*}}(\mathrm{r}_{\mathrm{n}}))|\}>0$ .
$(\gamma)$ 集合 $\mathrm{T}_{\mathrm{h}^{*}}(\Delta_{1})$ は、 或る適当な正数 $\delta$ に対して、 $\mathrm{A}-\delta-\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}$ tree を含

む。

以下 32, 33で、我々の強調したい定理の主要部分の証明を与えよう (その他の部分

の証明については [11] を参照のこと)
。

\S 2. 準備. ここでは、定理の証明の過程で必要とされる概念や事実を準備しよう。
まず $\mathrm{L}_{\infty}$ 上の lifting 豆の定義と lifting theory から生じる基本的な事柄について思
い起こそう ([5])。 $\mathrm{L}_{\infty}$ 上の lifting 旦 とは、 $\mathrm{L}_{\infty}$ から $\mathrm{M}(\mathrm{I}, \Lambda, \lambda)$ (the set of all
bounded Lebesgue measurable functions on I) への線形、乗法的、正値写像で A(1) $–$

$1$ , 且つ、各 $\mathrm{f}\in \mathrm{L}_{\infty}$ に対し 旦 (f) $—\mathrm{f}$ (即ち、 A(f) $–\mathrm{f}\lambda-\mathrm{a}$ . $\mathrm{e}$. ) を満たすもので、
$(\mathrm{I}, \Lambda, \lambda)$ 上には、そのような lifting 旦が存在する。各 A $\in$ A について、 A $(\chi_{\mathrm{A}})$

は A に属する唯–つの集合の特性関数になるから、 その集合を又 A(A) と表すことに

する。 即ち、 $\chi_{\mathrm{A}\mathrm{t}\mathrm{A})}$
$=$ A $(\chi_{\mathrm{A}})$ が各 A $\in$ A について成り立つ。 このようにして得られ

た写像 旦 (これも $1\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{t}\mathrm{i}_{\text{�}}$ と言われる) : $\Lambdaarrow$ A は、 (1) 9 (A) $—\mathrm{A}$ , (2) A(A) $–$

A(B) if A $\equiv \mathrm{B}$ , (3) A(I) $–\mathrm{I}$ , A $(\phi)--\phi$ , (4) A $(\mathrm{A}\cap \mathrm{B})=1(\mathrm{A})\cap \mathrm{P}(\mathrm{B})$ , 且つ

(5) A(AUB) $=\mathit{9}(\mathrm{A})\cup$ A(B) を満たす。

さて、 $\mathrm{X}^{*}$ の弱 8コンパクト集合 $\mathrm{K}$ と弱 8可測関数 $\mathrm{f}$ : $\mathrm{I}arrow \mathrm{K}$ が与えられた時
( $||\mathrm{f}(\mathrm{t})||$ $\leqq \mathrm{L}$, $\forall \mathrm{t}\in$ I とする) 、 我々は lifting theory の利用により、弱*可測関数
$\Theta(\mathrm{f})$ : I $arrow\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}^{*}(\mathrm{K})$ で各 $\mathrm{x}\in \mathrm{X}$ と $\mathrm{t}\in$ I について $(\mathrm{x}, \theta(\mathrm{f})(\mathrm{t}))--\mathit{9}(\mathrm{x}\circ \mathrm{f})(\mathrm{t})$ を

満たすものを得る。従って、 $||\theta(\mathrm{f})(\mathrm{t})||$ $\leqq \mathrm{L}(\forall \mathrm{t}\in \mathrm{I})$ であり、 $\mathrm{f}-\theta(\mathrm{f})$ は

weak’ scalarly null である。 しかも 旦 (E) $–\mathrm{E}$ を満たす $\mathrm{E}\in\Lambda^{+}$ について

$\mathrm{t}\in\#\mathrm{s}\mathrm{u}$

$(\mathrm{x}, \Theta(\mathrm{f})(\mathrm{t}))--\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}-_{\mathrm{s},\mathrm{t}\in^{-}\#}\mathrm{u}(\mathrm{x}, \mathrm{f}(\mathrm{t}))$

が成り立つ。次にコンパクトハウスドルフ空間 $\mathrm{Y}$ と $\mathrm{g}$ : $\mathrm{I}arrow \mathrm{Y}$ について、 $\mathrm{g}$ が性質 :
$\mathrm{f}\circ \mathrm{g}$ is $\lambda-\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ for every $\mathrm{f}\in \mathrm{C}(\mathrm{Y})$ , を満たす関数とする。 その時、 lifting
theory を用いれば、次が得られる。

命題 1. $\mathrm{g}$ : $\mathrm{I}arrow \mathrm{Y}$ が、 性質 :9 $(\mathrm{f}\circ \mathrm{g})--\mathrm{f}\circ \mathrm{g}$ for every $\mathrm{f}\in \mathrm{C}(\mathrm{Y})$ , を満たすな
らば、 $\mathrm{g}$ は $\Lambda-\mathrm{B}(\mathrm{Y})$ (: the Borel $\sigma-\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{a}$ of Y) 可測であり、 $\lambda$ の $\mathrm{g}$ による像測

度 $\mathrm{g}(\lambda)$ は Radon measure on $\mathrm{Y}$ である。

更に、関数の可測性に関する基本的な 2つの結果を注意しよう。先ず、形式的な手順
により次が得られる。
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命題 2. $\mathrm{Y},$
$\mathrm{Z}$ をコンパクトハウスドルフ空間、 $\alpha$ を $\mathrm{Y}$ 上のボレル測度とし、 $\mathrm{f}$ : $\mathrm{Y}$

$arrow \mathrm{Z}$ を $\mathrm{B}(\mathrm{Y})-\mathrm{B}(\mathrm{Z})$ 可測関数とする。 $\mathrm{Z}$ 上で定義された実数値関数 $\mathrm{g}$ が f(\alpha )-可測

ならば、 $\mathrm{g}\circ \mathrm{f}$ は \alpha -可測である。

又、 “exhaustion argument” を用いることで

命題 3. $\mathrm{f}$ : $\mathrm{I}arrow \mathrm{R}$ について、 $\mathrm{f}$ が \mbox{\boldmath $\lambda$}-可測であるための必要十分条件は $\mathrm{f}$ が次の

条件 $(*)$ を満たすことである。
$(*)$ 任意の正数 $\epsilon$ と任意の $\mathrm{E}\in\Lambda^{+}$ に対して、 $\mathrm{E}$ の部分集合 $\mathrm{F}(\in\Lambda^{+})$ で

$\mathrm{O}(\mathrm{f}|\mathrm{F})$ $\langle$
$\epsilon$ を満たすものが存在する。

を得る。

53. 定理の証明. 我々は次の順序で主要部分 (即ち、 (a), (b), (c), (d) の同値性

と、 (e) $\supset(\mathrm{a})$ , (f) $\supset(\mathrm{a})$ , (g) $\supset(\mathrm{a}))$ の証明を与える。 まず (c) $\supset(\mathrm{d})$ は明らか

にいえる。 次に、 (d) $=(\mathrm{a})$ , (e) $\supset(\mathrm{a}),$ $(\mathrm{f})\supset(\mathrm{a})$ , (g) $=>(\mathrm{a})$ , (b) $\supset(\mathrm{c})$ , (a)

$\supset(\mathrm{b})$ である。

(I) (d) $\supset(\mathrm{a})$ , (e) $\supset(\mathrm{a})$ , (f) $\supset(\mathrm{a})$ , (g) $\supset(\mathrm{a})$ について。 そのために (a)

を否定しよう。即ち、 A は $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}-\mathrm{K}^{-_{\mathrm{w}}}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{l}\mathrm{y}$ precompact set であると仮定する。 その時、

弱*可測関数 $\mathrm{h}$ : $\mathrm{I}arrow \mathrm{K}$ であって、 どんな fl8-可測関数 $\mathrm{g}$
$(: \mathrm{I}arrow \mathrm{X}^{*})$ に対しても

$\mathrm{W}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{k}^{*}-_{\mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{n}\mathrm{t}}\mathrm{u}\mathrm{i}\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{e}$ とはなり得ないような関数 $\mathrm{h}$ が存在することを示そう。 この関数 $\mathrm{h}$

の構成は、 A $–\mathrm{B}(\mathrm{X})$ (即ち、 $\mathrm{K}$ が non-Pettis set) の場合に与えたと同様の論法による

ものである。 その概略を、 この場合によりふさわしい形で、以下に述べよう (詳細につい

ては [7], Ell] を参照のこと)
。

(1) [関数 $\mathrm{h}$ の構成]. コンパクトハウスドルフ空間 $\mathrm{Y}$ について、 $\mathrm{Y}$ の互いに素な集

合の対の列 $(\mathrm{A}_{\text{。}}, \mathrm{B}_{\mathrm{n}})_{\mathrm{n}}\geq\uparrow$ が independent であるとは、 $\text{「}\forall \mathrm{n}\geqq 1$ と $\forall\{\epsilon_{\mathrm{j}}\}_{\{\leq}\mathrm{j}\leq \mathrm{n}(\epsilon_{\mathrm{j}}--$

$1$ or $-1,1\leqq \mathrm{j}\leqq \mathrm{n}$ ) について 口 $\{\epsilon_{\mathrm{j}}\mathrm{A}_{\mathrm{j}} : 1 \leqq \mathrm{j}\leqq \mathrm{n}\}$ は non-empty (但し、 $\epsilon_{\mathrm{j}}\mathrm{A}_{\mathrm{j}}--$

$\mathrm{A}_{\mathrm{j}}$ if $\epsilon_{\mathrm{j}}--1$ , $\epsilon_{\mathrm{j}}\mathrm{A}_{\mathrm{j}}--\mathrm{B}_{\mathrm{j}}$ if $\epsilon_{\mathrm{j}}---1$ ) $\lrcorner$ である時をいう。今、 A が $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}^{-}\mathrm{K}$-weakly

precompact set とすれば定義から $\text{「_{}\exists}\{\mathrm{x}_{\mathrm{n}}\}$

。
$\geq 1\subset$ A $\mathrm{s}.\mathrm{t}$. $\{\mathrm{x}_{\text{。}}\}$

。$\geq\iota$ の任意の部分列は $\mathrm{K}$

上で各点収束列ではない」を得る。 このことに Rosenthal[11] の議論を利用すれば、
$\exists\{\mathrm{x}_{\mathrm{n}}(\mathrm{m})\}_{\mathrm{m}\geq\dagger}$ (: a subsequence of $\{\mathrm{x}_{\mathrm{n}}\}_{\mathrm{n}\geq\iota}$ ), $\exists \mathrm{r}$ (: a real number) and $\exists\delta(>0)$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\mathrm{A}_{\mathrm{m}}=\{\mathrm{x}^{*}\in \mathrm{H} : (\mathrm{x}^{*}, \mathrm{x}_{\mathrm{n}}(\mathrm{m}))\leqq \mathrm{r}\},$ $\mathrm{B}_{\mathrm{m}}=\{\mathrm{x}^{*}\in \mathrm{H}:(\mathrm{x}^{*}, \mathrm{x}_{\mathrm{n}}(\mathrm{m}))\geqq \mathrm{r}+\delta\}\mathrm{F}_{\sim}^{-}$

ついて $(\mathrm{A}_{\mathrm{m}}, \mathrm{B}_{\mathrm{m}})_{\mathrm{m}\geq 1}$ は $\mathrm{K}$ の閉集合からなる independent sequence である。従って、 こ

の互いに素な閉集合の対の列で independent なもの $(\mathrm{A}_{\mathrm{m}}, \mathrm{B}_{\mathrm{m}})_{\mathrm{m}\geq\iota}$ に対して、 $\Gamma--$

$\bigcap_{\mathrm{m}\geq 1}(\mathrm{A}_{\mathrm{m}}\mathrm{U}\mathrm{B}_{\mathrm{m}})$ とおくことによって、我々は $\mathrm{K}$ の空でないコンパクト部分集合 $\Gamma$ を得

る。 その時、 $\phi$ : $\Gammaarrow\prime \mathrm{p}(\mathrm{N})$ (: Cantor space with its usual compact metric
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topology) を $\phi(\mathrm{x}^{*})=$ $\{ \mathrm{p} : (\mathrm{x}_{\mathrm{n}}(\mathrm{p}), \mathrm{x}^{*})\leqq \mathrm{r} \}$ $(– \{ \mathrm{P} : \mathrm{A}_{\mathrm{p}}\ni \mathrm{x}^{*} \})$ $\in\prime \mathrm{p}(\mathrm{N})$ , によ
り定義すれば、 $\phi$ は連続全射である。写像 $\phi$ が連続全射であることから、Talagrand
の結果 ( $1-2^{-}5$ in [16]) を用いることで、 $\Gamma$ 上の Radon probability measure $\gamma$ で
$\phi(\gamma)$ ( $\gamma$ の $\phi$ による像測度) $=\mathrm{v}$ (: $\mathrm{P}(\mathrm{N})$ を $\{0,1\}^{\mathrm{N}}$ と視た時の正規化されたハ
-)1 測度) 且つ $\{\mathrm{f}\circ\phi :\mathrm{f}\in \mathrm{L}_{1}(\mathrm{P}(\mathrm{N}), \Sigma_{\iota\prime}. \nu)\}--\mathrm{L}_{1}(\Gamma, \Sigma_{\gamma}, \gamma)$ (ここで、 $\Sigma_{\iota\prime}$ ,
$\Sigma_{\gamma}$ は各々 $\mathrm{v}$ , $\gamma$ に関して可測な集合全体を表す) を満たすものを得る。更に、 $\rho$ :

$\mathrm{P}(\mathrm{N})arrow \mathrm{I}$ を $\rho(\mathrm{B})--\Sigma\{1/2^{\mathrm{m}} : \mathrm{m}\in \mathrm{B}\}(\mathrm{B}\in J\mathrm{P} (\mathrm{N}))$ で定義すれば、 $\rho$ は $\rho(\nu)--$

$\lambda_{\text{、}}$ 且つ $\{\mathrm{u}\circ\rho : \mathrm{u}\in \mathrm{L}_{1} \}$ $–\mathrm{L}_{1}(\mathrm{P}(\mathrm{N}), \Sigma_{\nu}. \mathrm{v})$ を満たす連続全射である。
この時、次の補題を得るのは容易 (Lemma in [7] を参照) で、 本質的には、M.

Talagrand[16] の Theorem $(7-3^{-7})$ の門中でも示唆されている。

補題. $\mathrm{S}$ を $\mathrm{S}(\mathrm{u})=\mathrm{u}\circ\rho\circ\phi$ $(\forall \mathrm{u}\in \mathrm{L}_{1})$ で定義される線形写像とすれば次の事柄が
成り立つ。

(a) $\mathrm{S}$ は $\mathrm{L}_{1}$ から $\mathrm{L}_{1}(\Gamma, \Sigma_{\gamma}, \gamma)$ への全射距離同型写像。
(b) 任意の $\mathrm{g}\in \mathrm{L}_{\infty}(\Gamma, \Sigma_{\gamma}, \gamma)$ について、 $\mathrm{S}^{*}(\mathrm{g})(\rho(\phi(\mathrm{x}^{*})))=\mathrm{g}(\mathrm{x}^{*})$ , $\gamma-\mathrm{a}$. $\mathrm{e}$.

(但し、 $\mathrm{S}^{*}$ は $\mathrm{S}$ の共役作用素)。

(C) 任意の $\mathrm{g}_{1}$ , g2 $\in \mathrm{L}_{\infty}(\Gamma, \Sigma_{\gamma}. \gamma)$ について、 $\mathrm{S}^{*}(\mathrm{g}_{1}\cdot \mathrm{g}_{2})=\mathrm{S}^{*}(\mathrm{g}_{1})\cdot \mathrm{S}^{*}(\mathrm{g}_{2})$ in
$\mathrm{L}_{\infty}(\Gamma, \Sigma_{\gamma^{P}}, \gamma)$

。

さて、 各 $\mathrm{x}\in \mathrm{X}$ について $\mathrm{f}_{\mathrm{x}}(\mathrm{x}^{*})=(\mathrm{x}, \mathrm{x}^{*})(\mathrm{x}^{*}\in\Gamma)$ で定義される $\Gamma$ 上の連続関
数を考える。又、 皇を前述の $1\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{t}\mathrm{i}_{\text{�}}$ とし、 各 $\mathrm{t}\in$ I について $\mathrm{C}(\Gamma)$ (: $\Gamma$ 上で定義
された実数値連続関数の作るバナッハ空間) 上で定義される有界線形汎関数 $\mathrm{L}_{\mathrm{t}}$ $(\mathrm{f})--$

9 $(\mathrm{S}^{*}(\mathrm{f}))(\mathrm{t})(\forall \mathrm{f}\in \mathrm{C}(\Gamma))$ を考えよ。 その時、補題から $\mathrm{L}_{\mathrm{t}}$ は multiplicative であ
るから、 $\mathrm{L}_{\mathrm{t}}(\mathrm{f})=\mathrm{f}(\mathrm{x}^{*}),$ $\forall \mathrm{f}\in \mathrm{C}(\Gamma)$ , を満たす $\Gamma$ の点 $\mathrm{x}^{*}$ が唯–つ存在する。従って

$\mathrm{h}$ : $\mathrm{I}arrow\Gamma$ を $\mathrm{h}(\mathrm{t})=\mathrm{x}^{*}(\mathrm{t}\in \mathrm{I})$ で定義すれば、 $\mathrm{h}$ は K-値関数であり、 $\mathrm{f}(\mathrm{h}(\mathrm{t})_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\backslash --$

9 $(\mathrm{S}^{*}(\mathrm{f}))(\mathrm{t}),$ $\forall \mathrm{f}\in \mathrm{C}(\Gamma)$ , が成り立つ。 よって、特に、 $\mathrm{f}_{\mathrm{x}}(\mathrm{h}(\mathrm{t}))--$ A $(\mathrm{S}^{*}(\mathrm{f}_{\mathrm{x}}))(\mathrm{t})$ ,
$\forall \mathrm{x}\in \mathrm{X}$ , であるから $(\mathrm{x}, \mathrm{h}(\mathrm{t}))--\mathit{9}(\mathrm{S}^{*}(\mathrm{f}_{\mathrm{X}}))(\mathrm{t}),$ $\forall \mathrm{t}\in \mathrm{I}$ , が成り立ち、 $\mathrm{h}$ は弱*可測関
数であることがわかる。 このようにして、K-値弱*可測関数 $\mathrm{h}$ が構成された。
次に、 この関数 $\mathrm{h}$ が [どんな fl8-可測関数 $\mathrm{g}$

$(: \mathrm{I}arrow \mathrm{X}^{*})$ とも weak’-equivalent と

はなり得ない」 ことを、 その “構成のプロセス” の利用で直接的に示そう。そのために、
$\mathrm{h}$ が A8-可測関数でないこと、即ち、 $\mathrm{h}$ の非 A8-可測性を直接的に示そう。

(2) [ $\mathrm{h}$ の非 A8-可胃性]. 先ず 9 $(\mathrm{f}\circ \mathrm{h})(\mathrm{t})=$ A $(\mathrm{S}^{*}(\mathrm{f}))(\mathrm{t})--(\mathrm{f}\text{。}\mathrm{h})(\mathrm{t})(\forall \mathrm{t}\in \mathrm{I}$,
$\forall \mathrm{f}\in \mathrm{C}(\Gamma))$ に注意する。その時、命題 1 より 関数 $\mathrm{h}$ は $\Lambda-\mathrm{B}(\Gamma)$ 可測であり、

$\mathrm{h}(\lambda)$ は $\Gamma$ 上の Radon measure である。 それ故、 $\mathrm{h}(\lambda)=\gamma$ が容易に判る。更に、
$\mathrm{S}^{*}(\mathrm{f})(\mathrm{t})=(\mathrm{f}\circ \mathrm{h})(\mathrm{t})\lambda-\mathrm{a}$ . $\mathrm{e}$. on I (各 $\mathrm{f}\in \mathrm{C}(\Gamma)$ ) であるから、
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$(\mathrm{f}\circ \mathrm{h}\circ\rho\circ\phi)(\mathrm{x}^{*})--\mathrm{S}^{*}(\mathrm{f})(\rho(\phi(\mathrm{x}^{*})))--\mathrm{f}(\mathrm{x}^{*})$ $\gamma-\mathrm{a}$. $\mathrm{e}$. on $\Gamma$ $(\delta \mathrm{f}\in \mathrm{C}(\Gamma))$

が成り立つ。 それ故、各 $\mathrm{m}$ 毎に $\gamma(\mathrm{E}_{\mathrm{m}})--0$ で、 $\Gamma\backslash \mathrm{E}_{\mathrm{m}}$ の点 $\mathrm{x}^{*}$ では

$(\mathrm{x}_{\mathrm{n}}(\mathrm{m}). (\mathrm{h}\text{。}p\iota\phi)(_{\mathrm{X}^{*}}))=(\mathrm{x}_{\mathrm{n}}(\mathrm{m}). \mathrm{x}^{*})$

が成り立つような $\mathrm{E}_{\mathrm{m}}\in \mathrm{B}(\Gamma)$ が存在する。但し、 $\{\mathrm{x}$

。
$\langle \mathrm{m})\}_{\mathrm{m}\geq\uparrow}$ は $\{\mathrm{x}_{\text{。}}\}$

。$2\uparrow$ の部分列と

して前述で得られたものである。 従って、 $\gamma(\mathrm{E})--0$ であり、 $\Gamma\backslash \mathrm{E}$ の点 $\mathrm{x}^{*}$ では

$(\mathrm{x}_{\mathrm{n}(\mathrm{m}\rangle}. (\mathrm{h}\circ p\circ\phi)(\mathrm{x}^{*}))=(_{\mathrm{X}_{\mathrm{n}(\mathrm{m}})}, \mathrm{x}^{*})$

が任意の $\mathrm{m}$ で成り立つような、 $\mathrm{E}\in \mathrm{B}(\Gamma)$ が存在する。 それ故、 $\{\mathrm{x}_{\mathrm{n}}(\mathrm{m})\}_{\mathrm{m}\geq\dagger}$ の

任意の $\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{k}^{*}-\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}$ point $\mathrm{x}^{**}(\in\overline{h}^{\mathrm{x}})$ について、 $\Gamma\backslash \mathrm{E}$ の点 $\mathrm{x}^{*}$ では

$(\mathrm{x}^{*}’, (\mathrm{h}\circ\rho\circ\phi)(\mathrm{x}^{*}))--(\mathrm{x}^{**}, \mathrm{x}^{*})$

が成り立つ。 ところが、 $\mathrm{x}^{**}$ を $\{\mathrm{x}_{\mathrm{n}}(\mathrm{m})\}_{\mathrm{m}\geq 1}$ の $-$つの weak’-cluster point で、 適当な
$\mathrm{N}$ 上の non-principal ultrafilter $\exists^{\mathrm{i}}$ により $\mathrm{x}^{**}|\Gamma--\lim \mathrm{m}arrow\ni$

.
$\mathrm{x}$

。 (m) $|\Gamma$ と表さ

れ得るものとすれば、 $\mathrm{x}^{*}\in\Gamma$ について

$(\mathrm{x}^{**}, \mathrm{x}^{*})\leqq \mathrm{r}\mathrm{C}3$ { $\mathrm{m}$ : $(\mathrm{x}$

。 (m),
$\mathrm{x}^{*})\leqq \mathrm{r}$ } $\in\exists^{\mathrm{i}}0\phi(\mathrm{x}^{*})\in\exists^{\mathrm{i}}$ ,

即ち、 $\{\mathrm{x}^{*} : (\mathrm{x}^{**}, \mathrm{x}^{*})\leqq \mathrm{r}\}--\phi^{-1}(\ni^{\mathrm{i}})$ が成り立つ。 ところが、良く知られている

ように $\exists^{\mathrm{i}}$ は $\mathrm{v}-$可測集合ではなく、 $\phi(\gamma)--\mathrm{v}$ であるから、 $\phi^{-1}(F)$ は \mbox{\boldmath $\gamma$}-可測集

合ではない。従って、 $\mathrm{x}^{**}$ は \mbox{\boldmath $\gamma$}-可測ではない。 それ故、 $\mathrm{x}^{**}\circ \mathrm{h}\circ\rho\circ\phi$ は \mbox{\boldmath $\gamma$}-可測で

はない。従って 命題 2から、 $\mathrm{x}^{*\}\circ \mathrm{h}$ は $\rho(\phi(\gamma))(-- \lambda)$ -可測ではない。即ち、 $\mathrm{h}$

は非 バー可測である。

このことから、 $[(\mathrm{d})\supset(\mathrm{a})]$ の証明を完結するのは容易である。実際、 $\mathrm{h}$ が或る $\mathrm{f}\overline{\mathrm{l}}^{\mathrm{z}_{-}}$

可測関数 $\mathrm{g}$ : $\mathrm{I}arrow \mathrm{X}^{*}$ と $\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{k}^{*}$ -equivalent (即ち、各 $\mathrm{x}\in \mathrm{X}$ 毎に、 (X, $\mathrm{h}(\mathrm{t})$ ) $–$

$(\mathrm{x}, \mathrm{g}(\mathrm{t}))\lambda-\mathrm{a}$. $\mathrm{e}$. on I) とすれば、前述と同じ議論により $(\mathrm{x}^{**}, \mathrm{h}(\mathrm{t}))--$

$\langle$ $\mathrm{x}^{**},$ $\mathrm{g}(\mathrm{t}))$ $\lambda-\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . on I が得られ、今示した $\mathrm{h}$ の非 A8-可測性より $\mathrm{g}$ が非 A8-可測関

数となり矛盾が生じる。以上により、 (d) $\supset(\mathrm{a})$ の証明が完結した。

(3) (f) $=(\mathrm{a})$ を示そう。そのためには、 (1) で得られた K-値弱*可測関数 $\mathrm{h}$ につ

いて

$\mathrm{n}\geqq 1\mathrm{x}\in\#\inf\{\mathrm{s}\mathrm{u}|(\mathrm{x}, \mathrm{T}_{\mathrm{h}^{*}}(\mathrm{r}_{\mathrm{n}}))|\}\rangle 0$
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を示そう。次のことを、 まず注意する。任意の $\mathrm{E}\in$ A と任意の $\mathrm{f}\in \mathrm{C}(\Gamma)$ について

$\int_{\mathrm{E}}\mathrm{f}(\mathrm{h}(\mathrm{t}))\mathrm{d}\lambda(\mathrm{t})--\int_{\mathrm{E}}$ A $( \mathrm{S}^{*}(\mathrm{f}))(\mathrm{t})\mathrm{d}\lambda(\mathrm{t})--\int_{\mathrm{E}}\mathrm{S}^{*}(\mathrm{f})(\mathrm{t})\mathrm{d}\lambda(\mathrm{t})$

$– \int_{\mathrm{E}}\mathrm{S}^{*}(\mathrm{f})(\mathrm{t})\mathrm{d}(\rho(\emptyset(\gamma)))(\mathrm{t})--\int_{1}\phi^{-1}(\rho(-\mathrm{E}))^{\mathrm{s}}*(\mathrm{f})(\rho(\psi((\mathrm{X})*))\mathrm{d}\gamma(\mathrm{x})*$

$– \int_{-1}\emptyset(\rho^{-1}(\mathrm{E}))^{\mathrm{f}}(\mathrm{x})*\mathrm{d}\gamma(_{\mathrm{X}}*)$

が成り立つ。

さて、 { I $(\mathrm{m},$ $\mathrm{k})$ : $\mathrm{m}=0,1$ , ; $\mathrm{k}--1$ , , $2^{\mathrm{m}}$ } を次のようにして定められた I
の区間列とする。 I(m, k) $–[(\mathrm{k}-1)/2^{\mathrm{m}},$ $\mathrm{k}/2^{\mathrm{m}})(\mathrm{m}\geqq 1,1\leqq \mathrm{k}\leqq 2^{\mathrm{m}} - 1)$, $\mathrm{I}(\mathrm{m}, 2^{\mathrm{m}})--$

$[(2^{\mathrm{m}}-1)/2^{\mathrm{m}}, 1](\mathrm{m}\geqq 0)$ . その時、容易に我々は 「 $\phi^{-1}$ ( $\rho^{-1}$ (I $(\mathrm{m},$ $2\mathrm{k}-1)$ )) $\subset \mathrm{B}_{\mathrm{m}}$ ,
$\phi^{-1}(\rho^{-1}(\mathrm{I}(\mathrm{m}, 2\mathrm{k})))\subset \mathrm{A}_{\mathrm{m}}$ , $(\mathrm{m}--1,2, , \mathrm{k}--1, , 2^{\mathrm{m}-1})\rfloor$ を得る。 (1) で得ら

れた点列 $\{\mathrm{x}_{\mathrm{n}}(\mathrm{m})\}_{\mathrm{m}\geq 1}(\subset \mathrm{A})$ をとれ。 その時、
$2^{\mathrm{m}}$

$\mathrm{r}_{\mathrm{m}}(\mathrm{t})--$

$\Sigma(-1)\mathrm{k}_{--}1\mathrm{k}-1x\mathrm{I}(\mathrm{m}, \mathrm{k})(\mathrm{t})$

を用いれば、各 $\mathrm{m}$ に対して

( $\mathrm{x}$

。 (m).
$\mathrm{T}_{\mathrm{h}^{*}}(\mathrm{r}_{\mathrm{m}})$ ) $=$ ( $\mathrm{T}_{\mathrm{h}}(\mathrm{x}$

。
$(\mathrm{m})),$

$\mathrm{r}_{\mathrm{m}}$)

$– \int_{\mathrm{I}}(\mathrm{x}_{\text{。}}(\mathrm{m}). \mathrm{h}(\mathrm{t}))\cdot \mathrm{r}_{\mathrm{m}}(\mathrm{t})\mathrm{d}\lambda(\mathrm{t})$

$–$ $\Sigma \mathrm{k}--12^{\mathrm{m}}(-1)^{\mathrm{k}-1}\cdot\int_{\mathrm{I}(\mathrm{m},\mathrm{k})}(\mathrm{x}_{\mathrm{n}(\mathrm{m}\rangle}, \mathrm{h}(\mathrm{t}))\mathrm{d}\lambda(\mathrm{t})$

$–2_{\Sigma}^{\mathrm{m}-1} \int$

$(\mathrm{x}_{\mathrm{n}}(\mathrm{m}), \mathrm{h}(\mathrm{t}))\mathrm{d}\chi(\mathrm{t})$

$\mathrm{k}--1$ $\mathrm{I}(\mathrm{m}, 2\mathrm{k}-1)$

$2_{\Sigma}^{\mathrm{m}-1} \int$

$(\mathrm{x}_{\mathrm{n}(_{\mathrm{m}})}. \mathrm{h}(\mathrm{t}))\mathrm{d}\lambda(\mathrm{t})$

$\mathrm{k}_{-}^{-}1$ $\mathrm{I}(\mathrm{m}, 2\mathrm{k})$

$–2_{\Sigma\{}^{\mathrm{m}-1} \int$ $(\mathrm{x}_{\mathrm{n}}(\mathrm{m}), \mathrm{x}^{*})\mathrm{d}\gamma(\mathrm{x}^{*})$

$\mathrm{k}--1$ $\phi^{-1}$ ( $\rho^{-1}$ (I $(\mathrm{m},$ $2\mathrm{k}-1))$ )

$\int_{\phi^{-1}(\rho^{-1}}$

(I $(\mathrm{m},$ $2\mathrm{k})$ )
$)(_{\mathrm{X}_{\mathrm{n}}}(\mathrm{m}), \mathrm{x}^{*})\mathrm{d}\gamma(\mathrm{x}^{*})\}$

88



$2^{\mathrm{m}-1}$

$\geqq$

$\Sigma\{\mathrm{k}^{--}1 (\mathrm{r}+\delta)(1/2^{\mathrm{m}})-\mathrm{r}(1/2^{\mathrm{m}})\}--\delta/2$

が得られる。従って、

$\inf_{\mathrm{m}\geqq 1}\{\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{X}\in 8^{1}(\mathrm{x}, \mathrm{T}_{\mathrm{h}^{*}}(\mathrm{r}_{\mathrm{m}}))|\}\geqq\delta/2$

が成り立ち、 この K-碧弱*可測関数 $\mathrm{h}$ は先に述べた性質 $(\beta)$ を持つ。 このことから
$[(\mathrm{f})\supset(\mathrm{a})]$ がわかる。又、 $[(\mathrm{e})\supset(\mathrm{a})]$ , $[(\mathrm{g})\supset(\mathrm{a})]$ も、 関数 $\mathrm{h}$ が性質 $(\alpha)$ ,

$(\gamma)$ を持つことを、今と同様な具体的計算により示すことで立証される (詳細は [11]

を参照のこと)。

(IF) (b) $=>(\mathrm{c})$ について。任意の弱*可測関数 $\mathrm{f}$ : $\mathrm{I}arrow \mathrm{K}$ をとれ。 その時、 \S 2で

述べた注意により、 $\Theta(\mathrm{f})$ : $\mathrm{I}arrow\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}^{*}(\mathrm{K})$ で 9 $(\mathrm{x}\circ \mathrm{f})=\mathrm{x}\circ\Theta(\mathrm{f})(\forall \mathrm{x}\in \mathrm{X})$ を満たす

ものが存在する。それ故、 $\mathrm{f}$ は $\theta(\mathrm{f})$ に weak’-equivalent である。 従って、 この部分

の証明のためには、 [各 $\mathrm{x}^{**}\in\overline{\mathrm{h}}^{\mathrm{x}}$ について $\mathrm{x}^{**}\circ\Theta(\mathrm{f})$ が \mbox{\boldmath $\lambda$}-可測関数であること」 及

び、 次の等式 【E】 である。 (以後、 $\theta(\mathrm{f})--\mathrm{g}$ と書く)

$( \mathrm{x}^{**}, \mathrm{T}_{\mathrm{g}}*(\chi_{\mathrm{E}}))=\int_{\bm{\mathrm{E}}}$ (X可 $\mathrm{g}(\mathrm{t})$ ) $\mathrm{d}\chi(\mathrm{t})$ $\text{【}\mathrm{E}\text{】}$

が、 任意の $\mathrm{x}^{**}\in$ 摩と任意の $\mathrm{E}\in$ A について成り立つ。

そのために次のことを示そう。即ち、 [ $\mathrm{x}^{**}\in$ 摩を任意にとれ。その時、 任意の正数
$\epsilon$ と任意の $\mathrm{E}\in\Lambda^{+}$ について、 $\mathrm{E}$ の正測度を持つ部分集合 $\mathrm{F}$ を適当にとれば、

$0(\mathrm{x}^{**}|\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}^{*}(\mathrm{g}(\mathrm{F})))$ $\langle$

$\epsilon$ が成り立つようにできる] である。 実際 $[\cdots]$ が示されれば、

まず、 $0(\mathrm{x}^{*}*\circ \mathrm{g}|\mathrm{F})=0(\mathrm{x}^{**}|\mathrm{g}(\mathrm{F}))\leqq 0(\mathrm{x}^{**}|\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}^{*}(\mathrm{g}(\mathrm{F})))<\epsilon$ と命題 3から、 $\mathrm{x}’\circ*\mathrm{g}$

が \mbox{\boldmath $\lambda$}-可測関数であることが得られる。 さらに、 よく知られた “exhaustion argument”
を用いることで、任意の正数 $\epsilon$ と任意の $\mathrm{E}\in\Lambda^{+}$ について、次の $(*)$ を満たすよう

な $\mathrm{E}$ の互いに素な部分集合の列 $\{\mathrm{E}_{\text{。}}\}_{\text{。}}21\subset\Lambda^{+}$ が存在する。

$(*)$ $\lambda(\mathrm{E}\backslash \mathrm{U}_{\mathrm{n}\geq\iota}\mathrm{E}_{\mathrm{n}})--0$ , $0(\mathrm{x}^{**}|\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}^{*}(\mathrm{g}(\mathrm{E}_{\mathrm{n}})))$ $\langle$
$\epsilon$

$(\forall \mathrm{n})$ .

この時、 等式 【E】 が以下のようにして示される。
$\lambda(\mathrm{E})--0$ の時、 等式 【E】 が成り立つのは明らかであるから、 $\mathrm{E}\in\Lambda^{+}$ の場合でよい。

この時、 $(*)$ から保証される $\{\mathrm{E}_{\mathrm{n}}\}$

。$\geq\iota$

$\subset$ $\Lambda^{+}$ に対して、 $\mathrm{a}_{\mathrm{n}}*=\mathrm{T}_{\mathrm{g}}*(x_{\mathrm{E}_{l}},)/\lambda(\mathrm{E}_{\mathrm{n}})$

$(\forall \mathrm{n})$ とおけば、分離定理から $\mathrm{r}_{\mathrm{a}_{\mathrm{n}}}*\in\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}^{*}(\mathrm{g}(\mathrm{E}_{\mathrm{n}}))(\forall \mathrm{n})$ 」 が容易に得られる。 さらに

各 $\mathrm{x}\in \mathrm{X}$ と $\mathrm{n}\geqq 1$ について

$|$

$(\mathrm{x}, \Sigma\chi \mathrm{k}_{-}^{-}\ln(\mathrm{E}\mathrm{k})\cdot \mathrm{a}_{\mathrm{k}}*-\mathrm{T}_{\mathrm{g}}*(\chi_{\mathrm{E}}))|$
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$–1 \Sigma \mathrm{k}_{-}^{-}\ln\int_{\mathrm{E}_{\mathrm{k}}}(\mathrm{x}, \mathrm{g}(\mathrm{t}))\mathrm{d}\chi(\mathrm{t})-\int_{\mathrm{E}}(\mathrm{x}, \mathrm{g}(\mathrm{t}))\mathrm{d}\chi(\mathrm{t})|$

$\leqq \mathrm{L}||\mathrm{x}||\cdot\lambda(\mathrm{E}\backslash \cup \mathrm{k}_{-}^{-}\mathrm{n}_{1^{\mathrm{E}_{\mathrm{k}}}})$

が成り立つから、
$\infty$

$\Sigma\lambda(\mathrm{E}_{\mathrm{k}})\cdot \mathrm{a}_{\mathrm{k}}*--\mathrm{T}_{\mathrm{g}}*(\chi_{\mathrm{E}})$

$\mathrm{k}--1$

が得られる。従って、 $\mathrm{x}^{**}\in$ 摩について

$(\mathrm{x}^{**}, \mathrm{T}_{\mathrm{g}}*(\chi_{\mathrm{E}}))=(\mathrm{x}^{**}, \Sigma\infty\lambda(\mathrm{E}_{\mathrm{k}})\cdot \mathrm{a}_{\mathrm{k}})*--$ $\Sigma\infty\lambda(\mathrm{E}_{\mathrm{k}})\cdot(\mathrm{x}^{*}*, \mathrm{a}_{\mathrm{k}^{*}})$

$\mathrm{k}^{--}1$ $\mathrm{k}_{-}^{-}1$

が得られる。–方、優越収束定理から

$\int_{\mathrm{E}}(\mathrm{x}^{**}, \mathrm{g}(\mathrm{t}))\mathrm{d}\chi(\mathrm{t})--\Sigma \mathrm{k}_{-1}^{-}\infty\int_{\mathrm{n}}(_{\mathrm{X}}**\mathrm{g}_{\mathrm{k}}’ \mathrm{g}(\mathrm{t}))\mathrm{d}\lambda(\mathrm{t})$

が得られる。 それ故、

$|( \mathrm{x}^{**}, \mathrm{T}_{\mathrm{g}}*(\chi_{\mathrm{E}}))-\int_{\bm{\mathrm{E}}}(\mathrm{x}^{**}, \mathrm{g}(\mathrm{t}))\mathrm{d}\lambda(\mathrm{t})|$

$\leqq$
$\Sigma 1\lambda(\mathrm{k}--1\infty \mathrm{E}\mathrm{k})$ .(X可 $\mathrm{a}_{\mathrm{k}^{*}}$ ) $- \int_{\mathrm{E}_{\mathrm{k}}}(\mathrm{x}^{**}, \mathrm{g}(\mathrm{t}))\mathrm{d}\lambda(\mathrm{t})|$

$\leqq$

$\Sigma\infty\int|(\mathrm{x}^{**}, \mathrm{a}_{\mathrm{k}^{*}})-(\mathrm{x}^{**}, \mathrm{g}(\mathrm{t}))|\mathrm{d}\lambda(\mathrm{t})$

$\mathrm{k}--1$ $\mathrm{E}_{\mathrm{k}}$

$\leqq$

$\Sigma\infty\int 0(\mathrm{x}^{**}|\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}^{*}(\mathrm{g}(\mathrm{E}_{\mathrm{k}})))\mathrm{d}\lambda(\mathrm{t})$

$\mathrm{k}--1$ $\mathrm{E}_{\mathrm{k}}$

$\infty$

$\leqq\epsilon\cdot\Sigma x(\mathrm{E}_{\mathrm{k}})\mathrm{k}^{--}1=\epsilon\cdot\lambda(\mathrm{E})$

が得られる。 ここで $\epsilon$ は任意であるから、

$( \mathrm{x}^{**}, \mathrm{T}_{g}*(\chi_{\mathrm{E}}))=\int_{\mathrm{E}}(\mathrm{x}^{**}, \mathrm{g}(\mathrm{t}))\mathrm{d}\chi(\mathrm{t})$

が得られ、等式 【E】 が示された。従って、 $[\cdots]$ を示そう。 そのために、任意の $\mathrm{x}^{**}\in$

$\overline{h}^{\mathrm{x}}$, 正数 $\epsilon$ と $\mathrm{E}\in\Lambda^{+}$ をとれ。 そして $\mathrm{D}=\mathit{9}(\mathrm{E})(\in\Lambda^{+})$ とおけ。 その時、仮定 (b)

から $\mathrm{M}(--\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}^{*}(\mathrm{T}_{\mathrm{f}^{*}}(\triangle_{\mathrm{D}})))$ は $\mathrm{W}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{k}^{*}-\overline{\mathrm{A}}^{\mathrm{x}}-_{\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{n}}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ である。従って、 $\mathrm{M}$ の weak* slice
$\overline{\mathrm{S}}$ $(– \overline{\mathrm{S}}(\mathrm{x}, \alpha, \mathrm{M}))$ が存在して $\mathrm{O}(\mathrm{x}^{**}1\overline{\mathrm{s}})$ $\langle$

$\epsilon$ が成り立つ。その時、 9 (D) $–\mathrm{D}$ を用
いれば
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$\overline{\mathrm{S}}$ $(–$ $\overline{\mathrm{S}}(\mathrm{x}, \alpha, \mathrm{M})^{\backslash },\}$

$–\{\mathrm{x}’\in \mathrm{M} : (\mathrm{x}, \mathrm{x}^{*})\geqq \mathrm{y}\mathrm{M}\mathrm{s}_{\#\not\in}(\mathrm{x}, \mathrm{y}^{*})-\alpha\}$

$–$
$\{ \mathrm{x}^{*}\in \mathrm{M} : (\mathrm{x}, \mathrm{x}^{*})\geqq \mathrm{y}^{*}\in \mathrm{T}_{\mathrm{f}}^{\mathrm{s}\mathrm{u}}*\rho\triangle_{\mathrm{D}})(_{\mathrm{X}}, \mathrm{y}^{*})-\alpha\}$

$=\{\mathrm{x}^{*}\in \mathrm{M}$ : $(\mathrm{x}, \mathrm{x}^{*})\geqq$

$\sup$
$( \int_{\mathrm{G}}(\mathrm{x}, \mathrm{f}(\mathrm{t}))\mathrm{d}\chi(\mathrm{t})/\lambda(\mathrm{G})$ : $\mathrm{G}\subset \mathrm{D},$ $\mathrm{G}\in\Lambda^{+}$ ) -

$\alpha$ }

$–\{\mathrm{x}^{*}\in \mathrm{M} : (\mathrm{x}, \mathrm{x}^{*})\geqq \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}-\mathrm{s}\mathrm{t}\in \mathrm{u}\mathrm{B}(\mathrm{x}, \mathrm{f}(\mathrm{t})) - \alpha \}$

$–\{\mathrm{x}^{*}\in \mathrm{M} : (\mathrm{x}, \mathrm{x}^{*})\geqq \mathrm{t}\in \mathrm{B}\mathrm{s}\mathrm{u}(\mathrm{x}, \mathrm{g}(\mathrm{t}))-\alpha\}$

が成り立つ。従って、 $\mathrm{F}_{0}$ $=$ { $\mathrm{s}\in \mathrm{D}$ : (X,
$\mathrm{g}(\mathrm{s}\rangle)\geqq \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{t}\in\#(\mathrm{x},$

$\mathrm{g}(\mathrm{t}))-\alpha$ } とおけ

ば、 $\mathrm{s}\mathrm{u}_{8}\mathrm{t}\in(\mathrm{x}, \mathrm{g}(\mathrm{t}))--\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}-\mathrm{s}\mathrm{t}\in \mathrm{u}\#(\mathrm{x}, \mathrm{g}(\mathrm{t}))$
であるから Fo $\in\Lambda^{+}$ が判る。更に、 $\mathrm{g}(\mathrm{F}_{0})$

$\subset \mathrm{M}$ である。 実際、 $\exists \mathrm{S}\in$ Fo $\mathrm{s}$ . $\mathrm{t}$ . $\mathrm{g}(\mathrm{s})\overline{\in}$ $\mathrm{M}$ とせよ。 その時、分離定理より X の元

a で

$(\mathrm{a}, \mathrm{g}(\mathrm{s}))>\beta=\mathrm{x}\mathrm{s}_{\mathrm{R}\xi_{\mathrm{M}}}(\mathrm{a}, \mathrm{x}^{*})$

を満たすものが存在する。 即ち、

$(\mathrm{a}, \mathrm{g}(\mathrm{s}))\rangle\beta--\mathrm{x}^{*\mathrm{E}^{(}}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{a},$ $\mathrm{x}^{*})=\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}-\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{t}\in \mathrm{B}(\mathrm{a}, \mathrm{f}(\mathrm{t}))--\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{t}\in \mathrm{B}(\mathrm{a}, \mathrm{g}(\mathrm{t}))$

が成り立つことになり矛盾が生じる。従って、 $\mathrm{g}(\mathrm{F}_{0})\subset$ $\overline{\mathrm{S}}$ が得られる。それ故、
$\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}^{*}$

. ( $\mathrm{g}$ (Fo)) $\subset$ $\overline{\mathrm{S}}$ である (. $\overline{\mathrm{S}}$ は弱*コンパクト凸集合)。従って、

$\mathrm{o}(\mathrm{x}’|*\overline{\mathrm{C}0}^{*}(\mathrm{g}(\mathrm{F}0)))\leqq 0(\mathrm{x}^{**}|\overline{\mathrm{s}})$ $\langle$
$\epsilon$

が成り立つ。 よって、結局 $\mathrm{F}--\mathrm{F}_{0}$ $\cap \mathrm{E}$ ととれば (9 (E) $\equiv \mathrm{E}$ であるから) $\mathrm{F}$ が求める

集合であることがわかる。 これで、 この部分の証明が完結した。

(m) (a) $=(\mathrm{b})$ について。先ず仮定 (a) から、 A が $\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}^{*}$ $(\mathrm{K})$ -weakly precompact set
であることを注意する。 さて (b) を否定しよう。 その時、弱*可測関数 $\mathrm{f}$ : $\mathrm{I}arrow \mathrm{K}$ と

$\mathrm{E}\in\Lambda^{+}$ が存在して 集合 $\mathrm{M}(--\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}^{*}(\mathrm{T}_{\mathrm{f}^{*}}(\Delta_{\mathrm{E}}))\subset\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}^{*}(\mathrm{K}))$ は weak’ $-\overline{\mathrm{H}}^{\mathrm{x}_{-}}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ では

ない。 それ故、或る正数 $\epsilon$ と $\mathrm{x}^{**}\in\overline{\mathrm{A}}^{\mathrm{x}}$ が存在して、胚の任意の $\mathrm{W}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{k}^{*}$-open slice. $\mathrm{S}$
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に対して $0(\mathrm{x}^{**}|\mathrm{S})\geqq\epsilon$ が成り立つ。 その時、 これは $\text{「}0(\mathrm{x}^{*} ’ |\mathrm{V}\cap \mathrm{M})\geqq\epsilon$ for every
weak*-open subset V of $\mathrm{X}$

’ with V $\cap \mathrm{M}\neq\phi\rfloor$ を意味することになる。実際、任意の
weak’-open subset V of $\mathrm{X}$

’ with V 口 $\mathrm{M}\neq\phi$ , をとれ。 その時、 [3] の Lemma II. 1
より、総和が 1 である有限個の非負数 $\alpha_{1}$ ,

$\cdot$ .. , $\alpha_{\mathrm{p}}$ 及び $\mathrm{M}$ の $\mathrm{W}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{k}^{*}-_{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{n}}$ slice の組
$\mathrm{S}_{1}$ , , $S_{\mathrm{p}}$ が存在して

$\not\simeq\alpha_{\mathrm{i}}\mathrm{S}_{\mathrm{i}}\subset \mathrm{V}\cap \mathrm{M}$

$\mathrm{i}_{-}^{-}1$

が成り立つ。従って、

$\epsilon\leqq$
$\mathrm{g}\alpha_{\mathrm{j}}\mathrm{o}(_{\mathrm{X}}**\mathrm{i}^{--}1|S_{\mathrm{i}})=0(\mathrm{x}^{**}|\mathrm{g}\mathrm{i}^{--}1\alpha_{\mathrm{i}}S_{\mathrm{i}})\leqq 0(\mathrm{x}^{**}|\mathrm{V}\cap \mathrm{N})$

が成り立つ。 よって、 $\text{「}\ldots$

」 が得られる。 このことは、 $\mathrm{x}^{**}|\mathrm{M}$ が $N\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{k}^{*}-\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{t}$ set $\mathrm{M}$

$(\subset\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}^{*}(\mathrm{K}))$ 上で連続点を持たないことになり、 これは A が $\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}^{*}$ $(\mathrm{K})$ -weakly precompact
set であることに矛盾する。実際、 91 で述べたペッティス集合の特徴付けと同様にして

$\text{「}\mathrm{A}$ が co*(K)-weakly precompact set く》 $\forall \mathrm{x}^{**}\in\overline{\mathrm{h}}^{\mathrm{x}}$ と $\forall \mathrm{M}$ : $\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{k}^{*}-\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{t}$ subset
of $\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}^{*}(\mathrm{K})$ に対して、 $\mathrm{x}’*|\mathrm{M}$ は $\mathrm{M}$ 上で連続点を持つ」が示されるからである。
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