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Abstract. 昨年は Puiseux 級数 (係数体が Puiseux級数体でもよい) の四則演算及
び、幕乗、指数関数などの初等演算を行なうための算法の紹介を行なったが、今回は
その証明の修正および発展させた応用についても考察する。 なお実際に実装する上で
は当然無限級数は扱えないので途中で打ち切った打ち切り Puiseux 級数を用いる。

1. 記法
$\mathrm{K}$ . .. 標数 $0$ の体。

$\overline{\mathrm{K}}$ ... $\mathrm{K}$ の代数的閉体。
$\mathrm{K}\langle\cdot\rangle$ . .. 体 $\mathrm{K}$ 上の Puiseux級数体。

即ち $\sum_{k=-k0}^{\infty}a_{k}.(\cdot\frac{1}{m})^{k}$, $a_{k}\in \mathrm{K}$ , $0<m\in \mathbb{Z}$ , $m$ , k。は有界

なる級数、つまり Puiseux 級数の全体がなす体。
$\mathrm{K}[\cdot]$ ... 体 $\mathrm{K}$ 上の多項式環。
$\mathrm{K}\{\cdot\}$ 体 $\mathrm{K}$ 上の罧級数環。
$\mathrm{K}\langle x, y\rangle$ Puiseux級数体 $\mathrm{K}\langle x\rangle$ 上の Puiseux級数体 $\mathrm{K}\langle x\rangle\langle y\rangle$

$\mathrm{O}(f)$ Puiseux級数 $f$ の最低次の次数。但し $f=0$ ならば $\infty$ とする。

2. 多変数 Puiseux 級数の単純な演算について

$\bullet$ $\mathrm{K}\{x\}$ なる罧級数の演算については $\mathrm{K}$ 上の演算により計算可能である事がよく知られ
ているので省略する。

$\bullet$ $\mathrm{K}\langle x\rangle$ なる Puiseux 級数の演算については単純な式変形 (例えば $xarrow x^{n}$ など) により
罧級数の演算に帰着させる事により計算可能である。

$\bullet$ $\mathrm{K}\langle x, y\rangle$ なる 2変数 Puiseux 級数の演算については単純な式変形により $\mathrm{K}\langle X\rangle\{y\}$ の演
算に帰着できる。 この演算は上述したように $\mathrm{K}$

.
$\langle x\rangle$ 上の演算に帰着できるので計算可

能である。
$\bullet$ $\mathrm{K}\langle x_{1,\ldots,n}X\rangle$ の場合も同様にして最終的には $\mathrm{K}$ 上の演算に帰着させて計算する事が
出来る。
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3. 代数方程式の求根
$-$ :.

3.1. 単変数の場合 .:.. . $\cdot$

$...\nu.\cdot$
’ .. . . $\cdot$ ,

単変数代数方程式の根は 5次以上ならば–般解が存在しないがそのような場合も数値解
ならば DKA 算法 ([1] 参照) などを用いて容易に求める事が出来る。 . .

32. 二変数の場合
.

二変数代数方程式の Puiseux 級数解は、よく知られている古典的 Newton-Puiseux 法 ([2]
参照) によって求める事が出来る。また、 より効率的な算法として、佐々木加古によって
提案された拡張 Hensel構成 ([3] 参照) がある。 この算法は係数を浮動小数として扱っても
問題がを生じないので正確な代数的数を必要としない場合などは係数を浮動小数として扱
う事により、 より高速に計算が出来る。
一般の二変数代数方程式、即ち $\mathrm{K}[x, y]\ni F(x, y)=0$ ではなく、

$\overline{\mathrm{K}}\langle X\rangle[y]\ni F(x, y)=f_{n}(x)y^{n}+\cdots+f_{1}(x)y+f_{0}(x)(f_{i}(x)\in\overline{\mathrm{K}}\langle x\rangle, i=0, \wedge.\cdot. , n)$ ,
$f_{0}(x)\neq 0,$ $f_{n}(_{X})\neq 0$ (1)

の場合も $y\text{に^{つい}ての解を古典的}$ Newton-Puiseux 法を用いて同様に、解く事が出来る。
この場合、 $\overline{\mathrm{K}}\langle x\rangle\iota y]$ の根を–K[c] の根の計算に帰着さ出ている事に注目して頂きたい。

3.2.1. Newton-Puiseux 法について
ここでは、古典的 Newton-Puiseux 法を簡潔に紹介することにする。式 (1) について、

$.g(x)=c_{1^{X}}\gamma 1+C2X^{\gamma 2}+\cdots$ , $c_{1}\# 0,$ $\gamma_{i}\in \mathbb{Q},$ $\gamma 1<\gamma_{2}<\cdots$

が $F(x, g(X))=0$ を満たすとする。この時 o(fi(x)) $=\alpha_{i}$ と置き、その係数部をそれぞれ $a_{i}$

とする (即ちゐ $(x)=a_{i^{X_{i}^{\alpha}}}+\cdots$ )。さらに $g(x)=c1X^{\gamma_{1}}+g_{1}(x)$ と置くと. .

$F(x, g(x))=f_{n}(x)(c_{1}X^{\gamma_{1}}+g_{1}(X))n+\cdots+f_{1}(x)(c_{1^{X^{\gamma}}}1+g_{1}(X))+f_{0}(x)$

$=c_{1}^{n}f_{n}(X)X^{n\gamma_{1}}+\cdots+c_{1}f_{1}(x)x^{\gamma}1+f_{0}\langle_{X})+h(x, g1(x))$

となる。 $F(x,g(\prime x))=0$ より少なくとも形式的な最低次の項の和が $0$ にならなければなら
ない。 $\mathrm{O}(g_{1})--\gamma 2>\gamma_{1}$

.
であるから最低次の項は $c_{1}^{n}f_{n}(X)X^{n\gamma_{1}}+\cdots+c_{1}f1(x)_{X^{\gamma_{1}}}+f_{0}(x)$ の

中に含まれる。非零の要素の和が $0$ にならなければいけないので形式的な最低次数の項の
数は少なくとも二つはなくてはならない。 この事から以下の条件が要求される。

1. ある $j$ と $k(j\neq k)$ が存在して

$\alpha_{j}+j\gamma_{1}=\alpha_{k}+k\gamma_{1}\leq\alpha_{i}+i\gamma_{i}$ $(.i=0,1, \ldots, n)$

2. 上記の $j$ に対して $\Lambda=\{h|\alpha_{h}+k\gamma_{1}=\alpha_{j}+j\gamma_{1}\}$ と置くと

$\sum_{h\in\Lambda}a_{h}c_{1}=0h$ .

101



これらの条件を満たすように $\gamma_{1},$ $c_{1}$ を決定すればよい。 $\gamma_{1}$ を決定するには Newton 多角
形と呼ばれる図形を利用する。平面上に点 $P_{i}=(i, \alpha_{i})(i=0,1, \ldots, n)$ を $\alpha_{i}=\infty$ なもの

を除いて描き、それらの点を含む下に凸な最小の閉領域を考える。この閉領域を Newton
多角形という。ここで条件.1はある直線 $L$ を考えた時にすべての君が $L$ 上あるいは $L$ の

上方にあって、 さらに少なくとも二つの点が $L$ 上になければならないことを示している。
であるから Newton 多角形の境界をみることにより、 このような直線が決定でき、 この直
線の傾きが一\mbox{\boldmath $\gamma$}1となる。 このように $\gamma_{1}$ を決めた時に直線 $L$ 上にのっている疏をすべて
考え、条件 2を満たすように $c_{1}$ を決定すればよい。 (即ち $\overline{\mathrm{K}.}[c_{1}]\ni f(c_{1})=0$ を解けばよ
い。 ) このようにして $\gamma_{1},$ $c_{1}$ が定まつたので次に

$y_{1}=y-C_{1}x^{\gamma}1$

とおいて $F_{1}(x, y1)=F(x, y_{1}+c_{1}x_{1}^{\gamma})$ に対して Newton 多角形を作り同様の操作により、
$\gamma_{2},$ $c_{2}$ を求める事が出来る。以下この操作を順次繰り返す事により、$F(x, y)=0$ の根 $g(x)$

を Puiseux級数の形で求める事が出来る。

33. 多変数の場合
$n$ 変数方程式 $(\in\overline{\mathrm{K}}\langle_{X_{1,\ldots,n-}}x1\rangle[xn])$ の $x_{n}$ に関する根を $n-1$ 変数 Puiseux 級数

$(\in\overline{\mathrm{K}}\langle x_{1}, \ldots, X_{n-}1\rangle)$ で表せる事を帰納法を用いて示す。
$n=2$ の場合、即ち $\overline{\mathrm{K}}\langle x_{1}\rangle[X2]$ なる方程式の $x_{2}$ に関する根は前節で述べた様に $\overline{\mathrm{K}}\langle x_{1}\rangle$ で

表せる。 .

$n$ 変数方程式 $(\in\overline{\mathrm{K}}\langle_{X_{1,\ldots,n-}}x1\rangle[xn])$ の $x_{n}$ に関する根を $.n-1$ 変数 Puiseux 級数
$(\in\overline{\mathrm{K}}\langle X_{1}, \ldots, X_{n-1}\rangle)$ で表せる時に $n+1$ 変数方程式 $(\in\overline{\mathrm{K}}\langle_{X_{1}}, \ldots, X_{n}\rangle[xn+1])$ の $x_{n+1}$ に関す
る根を $n$ 変数 Puiseux 級数 $(\in\overline{\mathrm{K}}\langle_{X_{1},\ldots,x_{n}}\rangle)$で表せる事を示す。 .

$n+1$ 変数方程式 $f(x_{1}, \ldots , x_{n}, x_{n+}1)=0$ の根を求めるには、 まず $f(x_{1,n}\mathrm{v}\cdot\cdot. , x, x_{n+1})=$

$g(x_{n}, x_{n+}1)\in\overline{\mathrm{K}}\langle x_{1},.\cdots , x_{n-}1\rangle\langle_{X}n\rangle.[x]n+1$ 即ち、体 $\overline{\mathrm{K}}\langle_{X_{1,\ldots,n-1}}x\rangle$ 上の 2変数方程式だと考
える事にする。するとこの方程式の根の計算は上述の 2変数の場合と同様に古典的 Newton-
Puiseux 法を用いる事により、Newton多角形より導かれる方程式 $(\in\overline{\mathrm{K}}\langle_{X_{1}}, \ldots, x_{n}-1\rangle[C])$ を

解く事に帰着される。 -方、この方程式は帰納法の仮定より解く事ができるので結果とし
て、求める方程式の根を–K$\langle$xb. . . , $x_{n-1}\rangle$ $\langle X_{n}\rangle=\overline{\mathrm{K}}\langle x_{1}$ , :.. , $x_{n}\rangle$ の形で表す事が出来る。
これによって任意の多変数の場合も根を Puiseux 級数で表せる事が示せた。

例 3..1 (3変数多項式の例)

$F(x, y, z)=x^{3}+y^{2}x^{2}-(y+y^{4}+z^{2})x+2y^{3}+y^{2}+z$

$F(x, y, z)\in \mathbb{C}\langle y\rangle[x, z]$ として考えると Newton多角形より得られる方程式は $F(c_{1}, y, 0)=0$

の形になるのでこの根を求める。

$\{$

$f_{10}(y)=y+3y^{2}+10_{y^{3}}+62y^{4}+\cdots$

$f_{20}(y)=y^{\frac{1}{2}}- \frac{1}{2}y-\frac{3}{8}y^{\frac{3}{2}}-2y^{2}-\cdots$

$f_{30}(y)=-y^{\frac{1}{2}}- \frac{1}{2}y+\frac{3}{8}y^{\frac{3}{2}}-2y^{2}+\cdots$
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次に $F_{1}(x_{1}, y, z)=F(x1+f_{i0}(y), y, Z)$ についても同様に Newton 多角形から得られる以下
の方程式

$\{$

$(-y+3y^{2}+20y^{3}+92y^{4}+\cdots)C_{2}+1=0$

$(2y-3y^{\frac{3}{2}}- \frac{3}{2}y^{2}-\frac{71}{8}y^{\frac{5}{2}}-10_{y^{3}-}\cdots)C_{2}+1=0$

$(2y+3y^{\frac{3}{2}}- \frac{3}{2}y^{2}+\frac{71}{8}y^{\frac{5}{2}}-10y^{3}+\cdots)c_{2}+1=0$

をそれぞれ c2について解く事により、次の結果を得る。

$\{$

$f_{11}(y)=y^{-1}+3+29y+239y+22145y3\ldots$
$f_{21}(y)=- \frac{1}{2}y^{-1}-\frac{3}{4}y^{-\frac{1}{2}}-\frac{3}{2}-\frac{161}{32}y^{\frac{1}{2}}-\frac{29}{2}y-\cdots$

$f_{31}(y)=- \frac{1}{2}y^{-1}+\frac{3}{4}y-\frac{1}{2}-\frac{3}{2}+\frac{161}{32}y^{\frac{1}{2}}-\frac{29}{2}y+\cdots$

同様にして $F_{2}(x_{2}, y, z)=F_{1}(x_{2}+f_{i1}(y), y, z)$ の Newton 多角形から導かれる式を解く事
により

$\{$

$f_{12}(y)=3y^{-2}+37y^{-1}+461+5388y+59835y^{2}+\cdot.$ .
$f_{22}(y)=- \frac{3}{8}y^{-\frac{5}{2}}-\frac{3}{2}y^{-2}-\frac{315}{64}y^{-\frac{3}{2}}-\frac{37}{2}y^{-1}-\frac{68053}{1024}y^{-\frac{1}{2}}-\frac{461}{2}-\cdots$

$f_{32}.(y)= \frac{3}{8}y^{-\frac{5}{2}}-\frac{3}{2}y^{-2}+\frac{315}{64}y^{-\frac{3}{2}}-\frac{37}{2}y^{-1}+\frac{68053}{1024}y^{-\frac{1}{2}}-\frac{461}{2}$ –. . .

を得る。
よって $F(x, y, z)=0$ の根は

$\{$

$G_{1}(Z)=f_{10}(y)+f_{11}(y)z+f_{1}2(y)Z^{2}+\cdots$

$G_{2}(Z)=f_{20}(y)+f_{21}(y)z+f_{2}2(y)\mathcal{Z}^{2}+\cdots$

$G_{3}(Z)=f_{30}(y)+f_{31}(y)z+f_{3}2(y)Z^{2}+\cdots$
.

と表現出来る。

4. 応用
このように単純な演算や代数方程式の求根などを Puiseux級数体上で行なう事が出来る

ので複素数斗酒などの算法がそのまま Puiseux級数体上の算法に適用出来る場合が多いの
で応用範囲はかなり広いと考えられる。

4.1. 行列
行列に対する算法では基本的なガウスの消去法、 $\mathrm{L}\mathrm{U}$ 分解などは、そのまま Puiseux 級

数軸上で、即ち行列の要素が多変数 Puiseux 級数であっても適用可能である。 $\mathrm{L}\mathrm{U}$ 分解の

結果を用いて行列式などを求め、 その結果を元にして固有値を求める事も出来る。 さらに

は与えられた行列 $A$ に対して $e^{At}$ を固有値を元にして計算する事も可能である。

例 4. 1(2変数多項式行列の演算例) 二変数多項式行列 $A(x, y)$ を以下の様に与える。

$A(x, y)=$
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すると特性多項式は $\det(sI-A(x))=s^{2}-(x^{2}+2y)s+y^{2}-xy^{2}$ となる。 これを $s$ につい

て解くと

$\{$

$\lambda_{1}(x, y)=y-yx^{\frac{1}{2}}-\frac{1}{2}x^{\frac{3}{2}}+\frac{1}{2}x^{2}+8y^{-1}x^{\frac{5}{2}}$ –. . .
$\lambda_{2}(x, y)=y+yx^{\frac{1}{2}}+\frac{1}{2}x^{\frac{3}{2}}+\frac{1}{2}x^{2}-- 8y^{-}x^{\frac{\mathrm{s}}{2}}1+\cdots$

となる。 これを元に Sylvester の補間公式を用いて $e^{A(x,y}$ ) $t$ を以下の様に計算する事がで
きる。

$e \equiv A(x)tA1e(y-yx\frac{1}{2}-\frac{1}{2}x\frac{3}{2}+\frac{1}{2}x^{2})t(y+yx^{\frac{1}{2}}+\frac{1}{2}x\frac{3}{2}+\frac{1}{2}x2)+A2et(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} X^{\frac{2}{5}})$

但し、

$A_{1}=($ $- \frac{1}{2}x^{\frac{1}{2}}\frac{1}{8}\frac{1}{2}-\frac{1}{+4}y.-1y^{-2}X\frac{3}{2}X^{\frac{3}{2}}\frac{1}{16,\prime}+\frac{1}{+8}y^{-2_{X^{\frac{5}{2}}}}y^{-3_{X^{\frac{5}{2}}}}$
$- \frac{1}{\frac{21}{2}}x^{\frac{1}{2}}+4y^{-1\frac{3}{2}}X-\frac{1}{8,-}yx^{\frac{5}{2}}+\frac{1}{4}y-1\frac{3}{2}-x\frac{1}{8}y2\frac{5}{2}arrow 2X$ ),

$A_{2}=($
$\frac{1}{2}$ x-ヲ

$+ \frac{1}{4}y^{-}x^{\frac{1}{2}}-\frac{1}{8}y^{-\frac{3}{2}}x+\frac{1}{2}+\frac{1}{4,1}y-1\frac{3}{2}X-8^{y^{-2}}X^{\frac{5}{2}}\frac{1}{16}y-3x\frac{5}{2}$

)
$x^{\frac{1}{2}}- \frac{1}{y4}y-1\frac{1}{y8}y-X^{\frac{3}{2}}+2\frac{5}{2}\frac{1}{2}-\frac{1}{4}-1X^{\frac{3}{2}}+\frac{1}{8}-2_{X^{\frac{5}{2}}}X)$

5. まとめ
本稿では多変数 Puiseux 級数を Puiseux級数体を係数体とする Puiseux級数として考え
ることにより、各種の演算が容易に多変数 Puiseux級数に拡張されるという事と、一般の
多変数多項式の根を Puiseux級数で表せる事を示せた。 この多変数多項式の Puiseux級数
根を用いる事により、複数のパラメータを含んだ線形微分方程式なども解け、多方面に応
用できると期待出来る。
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