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1 はじめに

いわゆる” 良い離散化” の指標として、元の方程式の可積分性を保つかどうかという
ものがあるが、 この” 良い離散化’ の Ansatz により、 近年数々の可積分方程式の非自明
な可積分性を保存する離散化スキームが研究されてきてた。なかでもこの研究会の $1\vee\supset$

の探求テーマである” そのような可積性を保存する離散化はなんらかの良い計算アルゴ
リズムになっているのではないか” というテーゼ [5] は、本質的に新しい視点であり、今
まで発見法的にアルゴリズムを研究してきた計算機科学サイドのアルゴリズム屋にとっ
ては、重要な挑戦と受けとって良い。本稿では、この可積分性に着目するだけではなく、
ある非可積分 (カオス) でかつ不変測度を保存する離散時間力学系である解けるカオス
を構成することにより、有効な計算アルゴリズムを構築できることを示す。 この結果と
Integrable $ScienCes[5]$ の上記テーゼを合わせると、 “力学系と有機的関係を持つ良いアル
ゴリズムとは、力学系の何らかの対称性 (保存量、保測性, 可逆性等) を保存する離散化
と関係する” というより広い意味のテーゼが示唆される。

2 不変測度を保存する離散化と可積分性
“不変測度” という概念は、力学系のほとんどすべての問題と関わってくる。ハミル

トン系では、不変測度はリュービル測度であり、その不変測度を計算し、種々の物理量を
計算することは、統計力学の中心テーマといってよい。近年そのリュービル測度のもつ
不変性である Symplectic 性を保存するような数値スキーム (離散化法) が多くの研究者
によって開発されてきた $[21]_{\text{。}}$ さてこの Sympclectic Diffference Schemes は可積分、非
可積分を問わず有効であるが、その可積分性との関係で次ことが Ge と Marsden により
わかっている $[2, 16]$ “エネルギーを保存すべき非可積分ハミルトン系では、Symplectic
な時間の離散化をおこなった場合、必ずエネルギー保存則が敗れる.” このエネルギー
保存則と Sympclectic 性は、物理系の満たさねばならぬ特徴でありその意味するところ
は、 非可積分系の数値シュミレーシ $-=\sqrt[\backslash ]{}$ は、 実質上不可能であるということである。 こ

の Sympclectic 性と非可積分系のシュミレ $-\grave{\backslash }\equiv\sqrt[\backslash ]{}$ との関係は、ユニタリー性と量子非
可積分系のシュミレーシ $\equiv\sqrt[\backslash ]{}$ との関係に自然に拡張でき [18], ユニタリー性を保存するよ
うな離散時間機械系とは、Feynmann, Deutsch の量子コンピュータに他ならないので、 こ

の結果は–種の量子コンピュータの計算 (不) 可能性と (非) 可積分性との関わりを示すも
のである [17]。このように古典系、量子系を問わず、アルゴリズムの世界の概念である計
算可能性と力学系の複雑さの指標である可積分性との問に–般的な関係が成立すること
が分かる [19]。また計算可能性か否かの決定問題は、積分可能か否かの決定問題と同様
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に–般に非自明となる $[9, 11]$。そしてその関係は、 中村氏の言う Integrable $Scie.n\mathcal{L}es[\mathit{5}1$

が力学系との関係を持つアルゴリズムの中で、ある重要なクラスを形成していることの
根拠を与えると思われる。では、 もう $-$つの極である非可積分性に起因する良いアルゴ
リズムは、 ないのだろうか。それによって、 Non-integrable Sciences と称されるような
アルゴリズムのクラスはないだろうか ‘. ここでは保存量を持つという性質を保つ離散化
(可積分系離散化) を考える代わりに、保存量がまったくない非可積分な力学系のみ持つ
エルゴード性に着目し、 そのエルゴード的な不変測度を保存する離散力学系を考え、 カ

オス (非可積分系) と良いアルゴリズムとの接点を探る。

3 エルゴード性とアルゴリズム

ある決定論的方程式
$x_{n+1}=F(x_{n})$ (1)

に従う物理量 $x_{n}$ $\in M$に対し、不変測度\mu (dのが存在し、 次式

$\lim_{Narrow\infty}\frac{1}{N}\sum_{i=1}^{N}Q(xi)=\int_{M}Q(X)\mu(dX)$ (2)

が成立する時、. その決定論方程式はエルゴード性を持つという。 これは、相空間 M上

の不変測度\mu (dx) に関する関数 $Q(x)$ の積分が、Q(勾の時間積分に等しいことを意味す
る。 このエルゴード性をうまく使った計算アルゴリズムの重要な例としては、 物理量の
期待値等を計算するのに欠かせないアルゴリズムであるモンテカルロ法 [4] があるが、そ
れは主に式 (2) の右辺にでてくる空間積分の評価を、考えている問題の不変測度を生成
する確率ダイナミクスを構成し、計算が比較的易しい時間積分に置き換えることによっ
て成功した計算アルゴリズムである。そのようなアルゴリズムでは、不変測度が陽に式
で表現されていないと、式 (2) の右辺の空間積分が何を計算していることになるのかが
不明で意味なさない。
そこで、 ここでは力学系と不変測度の関係を陽に求めることができる力学系のクラ

スを構成し、又そのクラスがどこまで拡張可能であるかを探る。 ここではそのようなク
ラスを解けるカオスと呼ぶ。、以下では、最近著者によって与えられた最大限一般化し
た解けるカオス [16] のクラスをまず紹介し、次にその陽なエルゴード性 (2) を使った単
位区間上の任意の関数を積分する新しい計算アルゴリズムを紹介する。

4 陽な不変測度を持つエルゴード写像
この論文では簡単のため、相空間を単位区間M $=[0,1]\equiv I$ とする。」r上の解け

るカオスとして有名なのは、 自明な例である –様分布を与えるテント写像を除いて、
Ulam$=\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}$ 写像 [6]

$x_{n+1}=F(x_{n})=4X_{n}(1-X_{n})$ (3)

がある。
上記の写像は、

$x_{n}= \sin^{2}(\frac{\pi}{2}\theta_{n}),$ $x_{n+}1= \sin^{2}(\frac{\pi}{2}\theta_{n+1})$ (4)
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のように変数変換すると sin 関数の加法定理より、次式

$\sin^{2}(\frac{\pi}{2}\theta_{n}+1)=\sin(2\frac{\pi}{2}2\theta n)$ (5)

が成立し、 これは\theta nにテントマップ

$\theta_{n+1}=2\theta_{n}$ , $0 \leq\theta_{n}\leq\frac{1}{2}$

$\theta_{n+1}=2-2\theta_{n}$ , $\frac{1}{2}\leq\theta_{n}\leq 1$

(6)

を施したものが\theta n+lに等しいことを意味する。このテントマップの不変測度は $I\equiv[0,1]$

上のルベーグ測度そのものである。つまり、確立密度関数\rho T。nt(\theta ) $=1,$ $\theta\in I$となる。 $X$

と $\theta$ には

$\theta=\frac{2}{\pi}\mathrm{s}.\mathrm{n}^{-1}\sqrt{X}$ $(7)$

という \theta が $X$ に対して 1対 1に対応し、又微分可能であるという関係があるので、ルベー
グ測度に絶対連続な不変測度\rho (x) が良く知られた次式

$\rho(x)=\rho\tau_{e}nt(\theta)\frac{d\theta}{dx}=\frac{d\theta}{dx}=\frac{1}{\pi\sqrt{x(1-x)}}$ (8)

で陽に与えられることがわかる。 この Ulam $=\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}$ 写像以外にも、桂と福 によっ
て与えられたエルゴード写像の 1 パラメータ族

$F(x)= \frac{4x(1-x)(1-k2x)}{(1-k^{2}x2)^{2}}$ (9)

がある [3]. その不変測度は最近になって

$\rho(x)=\frac{d\theta}{dx}=\frac{1}{2I\mathrm{i}^{r}(k)\sqrt{x(1-X)(1-k2x)}}$, (10)

の様に得られた [10] のでこの力学系のクラスも解けるカオスである。但し、 $0\leq k<1$

で $K(k)$ は次式

$K(k)= \int_{0}^{1}\frac{du}{\sqrt{(1-u^{2})(1-k^{2}u^{2})}}$ (11)

で与えられる。明らかに $k=0$ は、 Ulam $=\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}$ 写像に相当する。

著者は上述の Ulam$=\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}(1947)$ , 桂=福田 (1985) の写像を特殊な例として含
む、 更に–般化したエルゴード写像とその陽な不変測度を持つ力学系のクラス (2 パラ
メータ族) を発見した [12, 13, 14, 16]。その時間発展を決める式は次式

$F(x)= \frac{4x(1-X)(1-lx)(1-mX)}{1-2(l+m+lm)X+82lmX\mathrm{s}+(l2+m^{2}-2lm-2l^{2}m-2lm+2l22)_{X}m4}$

(12)
で与えられる [16]。但し、 $-\infty<l,$ $m<1$ . 明らかに $m=0$ の場合、

$F(x)= \frac{4x(1-x)(1-lx)}{(1-lx)^{2}2}$ (13)
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となるので桂 $=$福田写像となり $k^{\mathit{2}}=\mathit{1}_{\text{、}}$ 更に $l=m=0$ の場合 Ulam $=\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}$ 写像と
なるので、 この力学系は Ulam$=\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}(1947)$ , 桂=福田 (1985) の写像を–般化した
ものとなっている。更にこの–般化された Ulam$=\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}$ 写像の不変測度は

$\rho(x)=\frac{d\theta}{dx}=\frac{1}{2Ii’(l,m)\sqrt{X(1-X)(1-lx)(1-mX)}}$ (14)

の様に陽に 2個の数 $l,$ $m$ でパラメトライズされた形で求めることができる [10] ので、 こ

の–般化は解けるカオスのクラスの–般化ともなっている。但し、 $K(l, m)$ は、

$K(l,m)= \int_{0}^{1}\frac{du}{\sqrt{(1-u^{2})(1-lu)2(1-mu^{2})}}$ (15)

で与えられる実数である。 これらの解けるカオスはリアプノブ指数が $\log 2$ で、 記号力
学によって定まる力学系のゼータ関数そのものは Neumann $=\mathrm{U}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{m}$ 写像のもの [7] と同
じであることから非一様な不変測度の滑らかさは同–のものと考えてよい。重要なこと
は、 このリアプノブ指数が log2で, かつ $F(x)$ が変数 $x$ の有理式で与えられる解けるカ
オスのクラスは, それが有理写像のクラスの場合これ以上一般化不可能であることが示
された [16] ことである。以下に簡単に説明しよう。

Ulam$=\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}$写像が解けるカオスであった鍵は $\sin$ 関数の加法公式と $\sin$ 関数の
周期性にあった。 $\sin$ 関数の逆関数が次式

$\sin^{-1}(X)=\int_{0}^{x}\frac{du}{\sqrt{1-u^{\mathit{2}}}}$ (16)

で与えられることに着目し、そのヤコビの楕円関数、genus $(=g\geq 2)$ の超楕円関数への
一般化を、次の逆関数

$sn^{-1}(x)= \int_{0}^{x}\frac{du}{\sqrt{(1-u^{2})(1-k^{2}u^{2})}}$ , (17)

$S^{-1}(x)= \int_{0}^{x}\frac{du}{\sqrt{(1-u^{2})(1-lu)2(1-mu^{2})}}$ , (18)

により考えることができる。桂 $=$福田写像は, $sn(x)$ の 2倍角の公式 [20]

$sn(2 \theta)=\frac{2sn(\theta)\sqrt{(1-Sn^{2}(\theta))(1-k^{\mathit{2}}Sn2(\theta))}}{1-k^{2_{Sn}4}(\theta)}$ (19)

において、
$x_{n}=sn^{2}(K(k)\theta)\text{、}x_{n+}1=sn^{\mathit{2}}(2K(k)\theta)$ (20)

の様に変数変換することによって再現する。 ところが、 関数 fが、 ある有理整関数 $G$ に
対して、常に

$G(f(\theta_{1}+\theta \mathit{2}), f(\theta 1),$ $f(\theta 2))=0$ (21)

なる関係式を満足する時、 $f$は代数的加法性を持つというが、 この代数的加法性を持つ
必要十分条件は、 $f(x)$ 自身が変数 $x$ の有理式、 $\sin$ 関数などの $e^{ix}$の有理式、又は楕円関
数のうちどれかに限るという Weierstrass の定理がある。 これが、 この加法公式を用い

122



5 任意の積分を評価するカオス計算

て解けるカオスを求める方法の限界を与える。この限界がどのクラスかを探るため、 ま
ず任意の楕円関数が次で与えられる Weierstrass の楕円関数\wp (x)

$( \frac{d\wp(x)}{dx})^{2}=4\wp^{3}(x)-g2\wp(_{X)g3}-$ (22)

の有理式でかけることに着目する。つまり、Weierstrass の楕円関数\wp (x) は楕円関数の
標準系を与えていると考えてよい。楕円関数は 2つの基本周期を持つが、今は実の基本
周期を持つクラスを考えているので、 (22) の右辺が

$4\wp^{3}(X)-g\mathit{2}\wp(_{X})-g_{3}=4(\wp(x)-e_{1})(\wp(x)-e\mathit{2})(\wp(X)-e_{3})$ (23)
の様に、 実数である $e_{1},$ $e_{\mathit{2}},$ esに対して分解できることが必要である [2O]。但し、 ここで
は $e_{3}<e_{\mathit{2}}<e_{1}$ とする。 又、 常に、

$e_{1}+e_{2}+e_{3}=0$ (24)

が成立するので、 この Weierstrass の楕円関数\wp (x) は、 実質上実数である 2 パラメータ
$g_{\mathit{2}},g_{3}$で特徴づけられる。 この時、

$\triangle\equiv g_{2}^{3}-27g_{2}^{\mathit{2}}=16(e_{1}-e_{2})^{2}(e_{2}-e_{3})^{2}(e3-e1)^{2}>0$ (25)

という条件がつく。 さて、 一見超楕円関数に見える (18) が、 変数変換 $u^{\mathit{2}}\equiv v$によって、

$s^{-1}(x)= \int_{0}^{x}\frac{du}{\sqrt{(1-u^{\mathit{2}})(1-lu)2(1-rnu^{2})}}=\int_{0}^{x^{2}}\frac{dv}{2\sqrt{v(1-v)(1-lv)(1-mv)}},$ (26)

のように変数 $v$にとっては、楕円関数になる。これは 19世紀によく調べられた超楕円関数の
楕円関数への縮退という現象であるが、そのことによって、上の $s(x)$ が代数的加法性を持
つことがわかる。更に、Weierstrass の楕円関数\wp (x) のパラメータの $e_{1},$ $e_{2},$ $e_{3}(=-\mathrm{e}_{1}-\mathrm{e}_{2})$

と $\mathit{8}(X)$ のパラメータである $l,$ $m$ は適当な変数変換 [16] を考えることによって、次の様
な 1対 1の関係

$e_{1}= \frac{2-l-m}{3},$ $e_{\mathit{2}}-- \frac{2l-m-1}{3},$ $e_{3}= \frac{2m-l-1}{3}$ (27)

で結ばれている。但し、 $1>l>m$ の時に、 $e_{1}>e_{\mathit{2}}>e_{3}$ となる。 よってこの $s(x)$ の
加法公式を考えることは、全ての実基本周期を持つ楕円関数の加法公式を考えることと
等価である。 よっていままでの議論から、 この $s(x)$ の加法公式を求めて作られた、解
けるカオスのクラス (12) は、 これ以上一般化できない最大のものであることがわかった
[16]。この議論により、 より –般の量子化されたリアプノブ指数\mbox{\boldmath $\lambda$} $=\log p(p:2$ 以上の自
然数) を持つ Chebyshev 多項式に対応する写像 [1](例えば\mbox{\boldmath $\lambda$} $=\log 3$ の場合は、 Cubic 写
像 $Y=X(3-4x)^{2})$ に対して、それを 2 パラメータ $l,$ $m$ で変形させたより -般の写像
(Cubic 写像に対してはその deformation である –般化された Cubic 写像 $\mathrm{Y}=F_{l,m}^{3}(X)$ )
が、上の $s(x)$ の $P$ 倍角の公式により得られる。$Y=F_{l,m}^{3}(X)$ に対応する詳細の式は、付
録 1. に載せる。

5 任意の積分を評価するカオス計算
さて、Weierstrass の楕円関数\wp (x) は、 実の基本周期

$\omega_{1}(g_{\mathit{2}},g3)=Ie_{1}\infty\frac{dz}{\sqrt{4z^{3}-g2z-g3}}$ (28)
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を持つが、実..は不変測度 (15) の係数に現われる $K(l, m)$ に–致する。エルゴード性の帰
結である

$\lim_{Narrow\infty}\frac{1}{N}\sum_{i=1}N\delta(X-x_{n})=\rho(x)$ (29)

を用いると、経験測度 (式 (29) の左辺) から、 測度 $0$ の例外集合以外のほとんどすべて
の初期値から、不変測度\rho (x)dx の係数 $K(l, m)$ がこの解けるカオス (12) を用いて

$\lim_{Narrow\infty}\frac{1}{N}\sum_{1i=}c(x_{i})N=\int_{0}^{1}G(x)\rho(X)dx=\frac{1}{2\mathrm{A}’(l,m)}$ (30)

のように計算できることになる $[13, 15]$。但し、 $G(x)$ は次式

$G(x)= \sqrt{X(1-X)(1-lx)(1-mX)}=\frac{1}{2\rho(x)I_{1^{\mathit{7}}}(l,m)}$ (31)

を満たす代数式とする。 この $K(l, m)$ は、Weierstrass の楕円関数\wp (x) の実の基本周期
に等しいので、パラメータ $l,$ $m$ を動かすことによって、実の基本周期を持つ全ての楕円
関数の実の基本周期\mbox{\boldmath $\omega$}1を計算することが可能となる。

さてこの–般の式 $A(x)$ の単位区間上の積分を $I(A)$ とすると、 この積分は

$I(A)=2K(l, m) \cdot\int_{0}^{1}A(x)G(x)\rho(X)dX=\frac{\langle AG\rangle_{\rho}}{\langle G\rangle_{\rho}}$ (32)

とこの不変測度\rho (x)dx によって求めることができる。但し、任意の関数 $B(x)$ に対して、

$\langle B\rangle_{\rho}=\int_{0}^{1}B(x)\rho(x)dx=\lim_{Narrow\infty}\frac{1}{N}\sum_{i=1}^{N}B(xi)$ (33)

であり、実際に計算する時には、 $N$を有限にとめることになる。 $\mu\backslash \backslash 1$ .-図 4. は、 解ける
カオスであり、その不変測度は図 5の様になる。そのような解けるカオスを使った上記
計算アルゴリズムとモンテカルロ法とを比較したのが叉 6.-図 7. である。 どちらもモン
テカルロ法より、収束が早く、 もちろん計算スピードも 1 ステップごとに乱数を発生し
なければならないモンテカルロ法よい、有理式で書き表さられるカオスを使った方が早
いので、スピ一ト ‘、誤差の両方から良いアルゴリズムと考えることができる $[13, 15]$。以
上の結果により、非線形非可積分系 (解けるカオス) においても、陽なエルゴード不変測
度を保存する離散力学系を考えると、それに対応する良いアルゴリズムが考えられるこ
とが分かった。
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$|=0.0$

$0$

$\backslash d$ 1:一般化 Ulam-Neumann 写像 (12) 但し $(l, m)=(\mathrm{O}, 0),$ $(0, -10),$ $\cdots,$ $(0, -100)$ .
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$1=0.5$

ス 2: 一般化 Ulam-Neumann 写像 (12) 但し $(l, m)=(0.5,0),$ $(0.5,0.1),$ $\cdots,$ $(0.\mathit{5},0.9)$ .

$0$

$\backslash i3$ : 一般化 Cubic 写像 (付録 1), 但し $(l, m)=(\mathrm{O}, 0),$ $(0, -1),$ $\cdots,$ $(0, -10)$ .
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$0$

ス 4: 一般化 Cubic 写像 (付録 1), 但し $(l, 7n)=(0.98, \mathrm{o}),$ $(0.98, -10),$ $\cdots,$ $(0.98, -100)$ .

$\backslash A^{\backslash }5$ : シミュレーシ $\equiv\sqrt[\backslash ]{}$ による経験測度と不変測度の解耕解 (14) との比戦。
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$. \cdot \mathrm{D}\circ\sim\underline{\mathrm{o}\subset\omega}\Phi \mathrm{q})\frac{\varpi}{>}$

コ

の

$\Xi\Phi\varpi\subset$

ツ 6: モンテカルロ法とカオス計算 (32) による積分 $I(X^{z})= \frac{1}{3}$の辞 l曲m差 (Mean Squared
Deviations) と時間 N. 良い l#頁番で、Generalized Cubic Map for $(l, m)=(0.5,0.3)$ , Cubic
Map, Ulam$=\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}$ Map, Generalized Ulam $=\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}$ Map for $(l, m)=(0.\mathit{5},0.3)$ ,
一様乱数を使った Monte Carlo Method となる。誤差評価は $P=100$ 個の独立な試行に
対し、平均した。
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7: モンテカルロ法とカオス計算 (32) による積分 $I(x^{3})= \frac{1}{4}$の評価誤差 (Mean Squared
Deviations) と時間 N. 良い順番で、Generalized Cubic Map for $(l, m)=(0.5,0.3)$ , Cubic
Map, Ulam $=\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}$ Map, Generalized Ulam $=\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}$ Map for $(l, m)=(0.\mathit{5},0.3)$ ,
一様乱数を使った Monte Carlo Method となる。誤差評価は $P=100$ 個の独立な試行に
対し、平均した。
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2 2 2$\mathrm{O}\mathrm{u}\mathrm{t}[22]=$ $($

$\mathrm{U}\mathrm{P}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{r}[-3+4\mathrm{u}+41\mathrm{u}+4\mathrm{m}\mathrm{u} - 61\mathrm{u} -6\mathrm{m}\mathrm{u} -6]_{-}\dot{\mathrm{I}}\mathrm{n}\mathrm{u}$
$+$

$3$ 2 4 4 2 4 2 4 2 412 1 $\mathrm{m}\mathrm{u}$ $+1$ $\mathrm{u}$ - 2 1 $\mathrm{m}\mathrm{u}$ $-$ $2$ $1$ $\mathrm{m}\mathrm{u}$ $+\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$. - 2 1 rrt $\mathrm{u}$ .}

2 2 4
1 $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ 2]) /

2 2 2 3 2 3 3(1 – 12 1 $\mathrm{u}$ – 12 $\mathrm{m}\mathrm{u}$ - 12 1 $\mathrm{m}\mathrm{u}$ $+8$ $1\mathrm{u}$ $+81$ $\mathrm{u}$ $\sqrt-$ $8\mathrm{m}\iota 1$ $+$

3 2 3 2 3 2 3 2 4 4120 1 $\mathrm{m}\mathrm{u}$ $+$ $8$ $1$ $\mathrm{m}\mathrm{u}$ $+$ $8\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $+8$ $1\mathrm{m}$
$\mathrm{u}$ $+$ 30 1 $\mathrm{u}$ – 156 1 $\mathrm{m}\mathrm{u}$ -

2 4 2 4 2 4 2 2 4 2 5156 1 $\mathrm{m}\mathrm{u}$ $+$ 30 $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ 156 1 $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $+$ $30$ $1$ $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ – 46 1 $\mathrm{u}$ -

3 5 5 2 5 3 5 2 548 1 $\mathrm{u}$ $+$ $96$ 1 $\mathrm{m}\mathrm{u}$ $+$ $168$ $1$ $\mathrm{m}\mathrm{u}$ $+$ $96$ $1$ $\mathrm{m}\mathrm{u}$ $-$ $48\mathrm{m}$ $\mathrm{c}1$ $\star$ .

2 5 2 2 5 3 2 5 3 5 3 5168 1 $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $+$ $168$ $1$ $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $-$ $48$ $1$
$\mathrm{J}\eta$ $\mathrm{u}$ $-$ $48\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $\sqrt$ 96 -.\lfloor In $\mathrm{t}\mathrm{J}$ $-$

2 3 5 2 6 3 6 4 6 648 1 $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $+$ $16$ $\underline{1}_{-}$

$\mathrm{u}$ $+$ $68$ $1$
$\mathrm{u}$ $+$ $16$ $\overline{1}$

$\mathrm{u}$ $-$ 32 $]_{-}\mathfrak{m}\mathrm{u}$
-.

2 6 3 6 4 6 2 6 2 668 1 $\mathrm{m}\mathrm{u}$ – 68 1 $\mathrm{m}\mathrm{u}$ – 32 1 $\mathrm{m}\mathrm{u}$ $+$ 16 $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $-\cdot$ 68 1 $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ -

2 2 6 3 2 6 4 2 6 3 6 3 6216 1 $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ .- 68 1 $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $+$ $16$ $1$ $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $+$ $68\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ .- 68 1 $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$

2 3 6 3 3 6 4 6 4 6 2 4 668 1 $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $\star$ 68 1 $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $+$ 16 $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ 32 1 $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $+$ 16 1 $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ -

3 7 4 7 2 7 3 7 4 724 1 $\mathrm{u}$ $rightarrow$ $24$ $1$ $\mathrm{u}$ $+$ $24$ $1$ $\mathrm{m}\mathrm{u}$ $-$ $24$ $\perp$
$\mathrm{m}\mathrm{u}$ $+$ $24$ $1$ $\mathrm{m}\mathrm{u}$ $+$

2 7 2 2 7 3 2 7 4 2 7 3 724 1 $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $+$ $96$ $1$ $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $+$ $96$ $1$ $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $+$ $24$ $1$ $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $-$ $24\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ -.

3 7 2 3 7 3 3 7 4 3 7 4 724 1 $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $+$ $96$ $1$ $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $-$ $24$ $1$ $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ -. 24 1 $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $-$ 24 $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $+$

4 7 2 4 7 3 4 7 4 8 $\overline{\mathit{3}}$ 824 1 $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $+$ $24$ $1$ $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $-$ 24 1 $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $+$ 9 1 $\mathrm{u}$ $+$ $12$ $1$
$\mathrm{m}\mathrm{u}$ $+$

4 8 2 2 8 3 2 8 4 2 8 3 812 1 $\mathrm{m}\mathrm{u}$ – 42 1 $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ – 12 1 $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ – 42 1 $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $+121\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ -

2 3 8 3 3 8 4 3 8 4 8 4 812 1 $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ – 12 1 $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $+$ $12$ $1$ $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $+$ $9\mathrm{m}$
$\mathrm{u}$ $+$ $121\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $-$

2 4 8 3 4 8 4 4 8 4 9 3 2 942 1 $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $+$ $121$
$\mathrm{m}.$

.
$\mathrm{u}$ $+$ $9$ $1$ $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $-$ $81$ $\mathrm{m}\mathrm{u}$ $+$ $8$ $1$ $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $+$

4 2 9 2 3 9 3 3 9 4 3 9 4 98 1 $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $+$ $81$ $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ – 16 1 $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $\cdot+8$ $1$ $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ – 8 1 $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $+$

2 4 9 3 4 9 4 4 9
8 1 $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $+81$ $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ $-$ $8$ $1$ $\mathrm{m}$ $\mathrm{u}$ )

イ寸 4肩\mbox{\boldmath $\zeta$} 1. M融 e $w\mathrm{a}\{iCC(- \mathrm{Z}’/\grave{\mathcal{T}}<$ め $\Gamma_{\vee}^{- \mathrm{C}\mathrm{I}}\urcorner e\mathrm{n}en\mathrm{i}\mathrm{z}e\Lambda cb(\mathrm{b}1c\mathrm{H}4\tau$ 弘 (u)
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