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1.ばじめに
本論において 2重非心 F分布のパーセント点の近似式を, 最近, 提案された非心 $t$

分布等のノ $\backslash ^{\mathrm{O}}$一セント点の近似式の考え方 $([\mathrm{A}95])$ [AST95], [To96] $)$ を基に, カイ統
計量の線形結合による統計量の分布の $\mathrm{c}_{\mathrm{o}\mathrm{r}}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{h}_{-}\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}$ 展開によって導出し, 従来
の近似式との比較検討を行う.
まず, 独立な 2つの確率変数 $X_{1}$ , $X_{2}$ の分布をそれぞれ自由度 $\nu_{1)}$ 非心度 $\lambda_{1}$ の

円心 $\chi^{2}$ 分布 $\chi^{2}(\nu_{1)}\lambda_{1})$ , 自由度 $\nu_{2)}$ 可読度 $\lambda_{2}$ の再訂 $\chi^{2}$ 分布 $\chi^{2}(\nu_{2)}\lambda_{2})$ とす
ると

$F_{\iota \text{ノ_{}1},\iota\lambda_{1}} \text{ノ}2,,\lambda_{2}:=\frac{X_{1}/l\text{ノ_{}1}}{X_{2}/\nu_{2}}$

の分布は自由度 $(\nu_{1)}\nu_{2})$ , 非照度 $(\lambda_{1)}\lambda_{2})$ の 2重聾心 $F$ 分布 $F(\nu_{1)}l\ovalbox{\tt\small REJECT}_{2)}\lambda_{1)}\lambda_{2})$

となる. この分布は分散分析の交互作用や誤差因子におけるF検定の検出力を求
めるときや $([\mathrm{M}\mathrm{a}48])$ [S59] $)$ , $\mathrm{S}\mathrm{N}$比を検定する問題を考察するときなどに現れ
る $([\mathrm{M}\mathrm{i}79])$ [Ts82] $)$ .. それから情報理論に基づく工学的な問題に際しても現れる

$([\mathrm{P}62\mathrm{a}])[\mathrm{P}62\mathrm{b}]_{\rangle}[\mathrm{P}62_{\mathrm{C}}])$ . 例えば受信機が通信路を混乱させる多並列雑音 (multiple
$\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{l}-\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{k}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{S}\mathrm{e})$ の状態を知るための特定の 2元信号方式 (binary Signalling
system) のエラーの確率を求めるときにこの 2重感心 $\mathrm{F}$分布は現れる $([\mathrm{P}64])$ .
実際, 2重非心 F分布 F $(\nu 1, \nu_{2)}\lambda_{1)}\lambda_{2})$ の密度関数は

$\infty$ $\infty$

$p_{F}(x;\nu_{1)}\nu_{2)}\lambda_{1)}\lambda_{2})$ $:= \sum\sum(-1)^{r+t}\frac{(\lambda_{1}/2)^{r}}{r!}\frac{(\lambda_{2}/2)^{t}}{t!}$

$r=0t=0$

. $[ \sum_{i=0j0}^{r}\sum(-1)i+=tjPF(X;\frac{\nu_{1}}{2}+i_{)}\frac{\nu_{2}}{2}+j)]$

$(0<X<\infty;\nu_{1)}\nu_{2}=1_{)}2_{)}\ldots ; \lambda_{1)}\lambda_{2}>0)$

になる. ここで, $p_{F}(x, \nu_{1}/2+i, \nu_{2}/2+j)$ は自由度 $(\nu_{1}. +2i, \nu_{2}+2j)$ の中心 $F$

分布の密度関数, すなわち

$p_{F}(x; \frac{\nu_{1}}{2}+i, \frac{\nu_{2}}{2}+j)=\frac{(\nu_{1}/\nu_{2})^{\mathcal{U}_{1}/2}+i}{B(\nu_{1}/2+i,\nu_{2}/2+j)}\overline{(1+(\nu 1/\mathcal{U}_{2})X)^{(\iota \text{ノ}}1+\nu_{2})/2+i+j}$

$X^{l^{\text{ノ}}/}12+i_{-}1$
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とする. 上記から分かるように, 2重非心 $\mathrm{F}$ 分布の密度関数は複雑でノ $\backslash ^{\mathrm{o}}$

$.-$セント点
.等を具体的に求あるためには, 大規模な数値計算を必要とする.
以下の節では最近提案された燈心 t分布等のパーセント点の近似式の考え方 $([\mathrm{A}95])$

を踏まえて, カイ統計量の線形結合などの分布の $\mathrm{C}_{0}\mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{h}_{-}\mathrm{F}\mathrm{i}_{\mathrm{S}}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}$ 展開から新しい
近似式を求め, 従来の近似式と比較検討する.

2. 2重非心 $F$ 分布のパーセント点の近似式
まず従来の近似式を紹介する. ( $F_{\nu_{1},\nu_{2}},\lambda_{1},\lambda_{2}+()/\mathcal{T}$ の分布を 3次以下のモーメント

を等置することによって自由度 $(\nu’, \nu_{2})$ の中心 F分布 $F(\nu’)\nu_{2})$ で近似する. そこで,
$F=F_{l\prime \text{ノ}}1,\iota 2,\lambda_{1},\lambda 2)\mu_{r}’=E(F^{r}))\mu_{r}=E[(F-\mu_{1}’)^{r}](r=1,2_{)}.=.),$ $\beta_{1}=\mu_{\mathrm{s}}^{2}/\mu^{\mathrm{s}}2$

とすると 3次までのモーメントを等置した結丁, $\nu’,$ $\zeta$

)
$\mathcal{T}$ は

$\nu’=\frac{1}{2}(\nu_{2}-1)\lceil-1+\sqrt{\frac{(\nu_{2}-6)^{2}\beta_{1}}{(\nu_{2}-6)^{2}\beta_{1}-32(\mathcal{U}2-4)}}\rceil$ ,

$\mathcal{T}=\frac{1}{4}(\frac{\mu_{3}}{\mu_{2}})\frac{\nu’(\nu_{2}-2)(U_{2}-6)}{\nu_{2}(2\nu^{J}+\nu 2-2)})$ $\zeta=(\frac{\nu_{2}}{\nu_{2}-2})\tau-\mu_{1}’$

になる. 実際に Fの 1次から 3次までのモーメントは次のようになる $([\mathrm{T}\mathrm{i}65])[\mathrm{T}\mathrm{i}72])$ .

$\mu_{1}’.=$. $\frac{\nu_{2}}{\nu_{2}-2}(1+\frac{\lambda_{1}}{\nu_{1}})$

$+ \frac{\lambda_{2}^{4}}{\nu_{2}(\nu_{2}+2)(U_{2}+4)(U_{2}+6)}-\frac{\lambda_{2}^{5}}{\nu_{2}(\nu_{2}+2)(\nu_{2}+4)(\mathcal{U}_{2}+6)(\nu 2+8)}$

$+ \frac{\lambda_{2}^{6}}{\nu_{2}(\nu_{2}+2)(\mathcal{U}2+4)(\mathcal{U}_{2}+6)(\nu_{2}+8)(\nu 2+10)}\})$

’

$\mu_{2}’.=$. $\frac{\nu_{2}^{2}(\nu 1+2)}{\nu_{1}(\nu_{2}-2)(U_{2}-4)}(1+\frac{2\lambda_{1}}{\nu_{1}}+\frac{\lambda_{1}^{2}}{\nu_{1}(\nu_{1}+2)})$

$- \frac{4\lambda_{2}^{3}}{\nu_{2}(\nu_{2}+2)(\mathcal{U}_{2}+4)}+\frac{5\lambda_{2}^{4}}{\nu_{2}(\nu_{2}+2)(\nu_{2}+4)(U_{2}+6)}$

$- \frac{6\lambda_{2}^{5}}{\nu_{2}(\nu_{2}+2)(\nu_{2}+4)(U_{2}+6)(\nu 2+8)}$

$+ \frac{7\lambda_{2}^{6}}{\nu_{2}(\nu_{2}+2)(U_{2}+4)(\mathcal{U}_{2}+6)(U_{2}+8)(\nu 2+10)}\})$

162



$\mu_{3}’.=$. $\frac{\nu_{2}^{3}(U_{1}+2)(_{- U+4)}1}{\nu_{1}^{2}(\nu 2-2)(U2-4)(\nu 2-6)}(1+\frac{3\lambda_{1}}{\nu_{1}}+\frac{3\lambda_{1}^{2}}{\nu_{1}(\nu_{1}+2)}+\frac{\lambda_{1}^{3}}{\nu_{1}(\nu_{1}+2)(\mathcal{U}_{1}+4)})$

$+ \frac{15\lambda_{2}^{4}}{\nu_{2}(\nu_{2}+2)(\nu_{2}+4)(\mathcal{U}_{2}.+6)}-\frac{21\lambda_{2}^{5}}{\nu_{2}(\nu_{2}+2)(\mathcal{U}_{2}+4)(\nu_{2}+6)(\mathcal{U}_{2}+8)}$

$+ \frac{28\lambda_{2}^{6}}{\nu_{2}(\nu_{2}+2)(U2+4)(U_{2}+6)(\nu_{2}+8)(\nu 2+10)}\}$ .

これより次の 2重非心 $\mathrm{F}$ 分布の分布関数の近似式を得る.

$(2.1)$ $P \{F_{U_{1}},\nu_{2},\lambda_{1},\lambda 2<f\}\approx I_{\nu_{0}}’(\frac{1}{2}\nu_{2_{)}}\frac{1}{2}\nu’)$

$= \frac{1}{B(\frac{1}{2}\nu_{2)}\frac{1}{2}\nu’)}\int_{0}^{U^{J}}\mathrm{o}t^{\frac{1}{2}\nu_{2}-1}(1-t)^{\frac{1}{2}\nu^{J}}-1dt$.

但し

とする (Tiku $[\mathrm{T}\mathrm{i}65]$ ) :. .
次に (2.1) より 2つのカイ統計量の線形結合による統計量の分布を $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{h}_{-}\mathrm{F}\mathrm{i}_{\mathrm{S}}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}$

展開して, $F(\nu_{1)}\nu_{2)}\lambda_{1)}\lambda_{2})$ の上側 $100\alpha$ パーセント点 $f_{\alpha}$ の新しい近似式を求め
てみる.

$F_{\nu’,\nu}2$ を自由度 $(\nu’)\nu_{2})$ の中心 $F$ 分布 $F(\nu’)\nu_{2})$ に従う確率変数, $S$ を自由度
$\nu’$ の中心 $\chi^{2}$ 分布 $\chi^{2}(\nu’)$ に従う確率変数とし, $f_{\alpha}’=(f_{\alpha}+\zeta)/\mathcal{T}$ とすると, 近似
式 (2.1) より ;. . $\cdot$ .

(2. 2) $1- \alpha=P\{F_{\nu_{1},\nu_{2}},\lambda_{1},\lambda_{2}<f\}=P\{\frac{F_{\nu_{1},\mathcal{U}_{2}\lambda_{1},\lambda_{2}}+\zeta}{\mathcal{T}},<\frac{f+\zeta}{\mathcal{T}}\}$

$.=$. $P \{F_{\iota \text{ノ}}1,\nu_{2}<f_{\alpha}’\}=P\{\frac{S/\nu’}{X_{2}/\nu_{2}}<f_{\alpha}’\}$

$=P\{\sqrt{\frac{s}{\nu’}}-\sqrt{f_{\alpha}’}\sqrt{\frac{X_{2}}{\nu_{2}}}<0\}$

になる. ここで $s_{\nu’}=\sqrt{s}/\nu’$
)

$s_{\nu_{2}}=\sqrt{X_{2}}/\nu_{2}$ とおくと

$b_{\nu’}:=E(S_{\nu’})= \sqrt{\frac{2}{U}}\frac{\Gamma[(\nu+1)/2]}{\Gamma(\nu/2)}$ , $b_{\nu_{2}}:=E(S_{\nu}’)= \sqrt{\frac{2}{\mathcal{U}}}\frac{\Gamma[(\nu+1)/2]}{\Gamma(\nu/2)}$
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$V(S_{\nu}’)=1-b_{\nu’)}$ $V(s_{\nu_{2}})=1-b_{\nu_{2}}$

となるので, (2.2) は

になる. 従って $W$ を

(2.3) $W= \frac{S_{\nu};-b_{\mathcal{U}}\prime-\sqrt{f_{\alpha}’}(s\nu 2-b_{\nu_{2}})}{\sqrt{1-b_{\nu’}^{2}+f_{\alpha}\prime(1}^{-b_{\nu_{2}}^{2}})}$

によって定義された統計量とすれば $E(W)=0_{)}V(\dot{W})=1$ となる. そこで $W$ の

キュムラントを求め $W$ の分布の Cornish-Fisher展開から新しいを導出する.

補題 2.1 $([\mathrm{A}95])$ . $s_{\nu’}-b_{\nu’}\mathit{0}$) $\mathit{3}$ 次, 4次キュムラントは

$\kappa_{3}(s_{\nu}’-b_{\nu’})=-b_{\nu’}\{2(1-b_{\nu’}^{2})-\frac{1}{\nu’}\})$

$\kappa_{4}(S_{U’}-b_{\nu’})=(1-b_{\nu^{J}}^{2})\{4-6(1-b_{\nu’}^{2})\}+\frac{4}{\mathcal{U}^{J}}(1-b_{\nu’}^{2})-\frac{2}{\nu’}$

$-$

である.

証明の概略 $E(S_{\nu’})=b_{\nu’},$ $E(S_{\nu}^{2}’)=1_{)}E(S_{\nu}^{3}’)=(1+1/\nu’)b_{\nu’}$であるから

$\kappa_{3}(s_{U}’-b_{\nu’})=E[(S_{\nu’}-b_{\nu’})^{3}]$
, $\cdot$ ....

$=E(S_{\nu}^{3},)-3b_{\nu’}E(S_{\mathcal{U}}2;)+3b_{\nu}^{2}\prime E(S_{\nu’})-b_{\nu}^{3}$,

$=-b_{\nu’} \{2(1-b_{\nu’}^{2})-\frac{1}{\nu’}\}$

を得る. また $E(S_{\nu’}^{4})=1+(2/\nu’)$ となるから, 上記と同様にして

$\kappa_{4}(S_{U’}-b_{\nu’})=E[(S_{\nu’}-b_{U’})^{4}]-3(E[(S_{\nu’}-b_{\nu};)^{2}])2$

$= \frac{2}{\nu’}(1-2b_{U’}^{2})+(1-b_{\nu’}^{2})(1+3b_{U’}^{2})-3(1-b_{\nu’}^{2})^{2}$

$=(1-b_{\nu’}^{2}) \{4-6(1-b_{\nu’}^{2})\}+\frac{4}{\mathcal{U}^{J}}(1-b_{\nu’}^{2})-\frac{2}{\nu’}$

を得る. ロ

164



補題 2.2 $([\mathrm{T}\mathrm{o}96])$ . Wの 3次, 4次キュムラントは

$\hslash_{3}(W)=\frac{1}{4\{(1-b_{\nu}2)\prime+f_{\alpha}^{J}(1-b^{2})\nu_{2}\}3/2}$

. $\{(\frac{1}{\nu^{\prime^{2}}}+\frac{1}{4\nu^{\prime^{3}}})-f^{\frac{J3}{\alpha^{2}}}(\frac{1}{\nu_{2}2}+\frac{1}{4\nu_{2}3})\}+O(\frac{1}{\mathcal{U}_{2}5/2})$

$\kappa_{4}(W)=O(\frac{1}{\mathcal{U}_{2}2})$

証明の概略. Stirlingの公式より,

$\Gamma(n)=\sqrt{2\pi}ne^{-}n-1/2n(1+\frac{1}{12n}+\frac{1}{288n^{2}}-\frac{139}{51840n^{3}}+O(\frac{1}{n^{4}}))$

であるから

(2.4) $b_{\nu’}= \sqrt{l\text{ノ^{}\prime}\underline{2}}\Gamma(\frac{\nu’+1}{2})/\Gamma(\frac{\nu’}{2})$

$=1- \frac{1}{4\nu’}+\frac{1}{32\nu’2}+\frac{5}{128\nu’\mathrm{s}}+O(\frac{1}{\nu^{\prime^{4}}})$

となる. またこれより

(2.5) $1-b_{\nu}^{2},$ $= \frac{1}{2\nu’}-\frac{1}{8\nu^{\prime^{2}}}-\frac{1}{16\nu^{\prime^{3}}}+O(\frac{1}{\nu^{\prime^{4}}})$

になる. 従って仮定より, $s_{\nu’}-b_{\nu’}$ と $s_{\nu_{2}}-b_{\nu_{2}}$は独立であるので, 補題 2.1, $(2.4))$

$(2.5)$ より $W$ の 3次キュムラントは

$\kappa_{3}(W)=.\frac{1}{\{(1-b_{\nu}^{2},)+f_{\alpha}’(1-b^{2})\mathcal{U}2\}^{\frac{3}{2}}}\kappa_{3}[(s_{U}’-b_{\nu’})-\sqrt{f_{\alpha}’}(S_{\nu_{2}}-b_{\nu_{2}})]$

$= \frac{1}{\{(1-b^{2}\nu’)+f_{\alpha}’(1-b2)U_{2}\}^{\frac{3}{2}}}(\kappa_{3}(s_{\nu}’-b_{\nu’})-f^{\frac{\prime 3}{\alpha^{2}}}$ X3 $(S_{\nu_{2}}-b_{\nu_{2}}))$

$= \frac{1}{\{(1-b^{2}\nu’)+f_{\alpha}’(.1-b_{\nu_{2}}2)\}^{\frac{3}{2}}}\{(\frac{1}{\nu^{\prime^{2}}}+\frac{1}{4\nu^{\prime^{3}}})-f^{\frac{J3}{\alpha^{2}}}(\frac{1}{\nu_{2}2}+\frac{1}{4\nu_{2}3})\}$

$+O( \frac{1}{\mathcal{U}_{2}5/2})$
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となる. 同様にして $W$ の 4次キュムラントは

$\kappa_{4}(W)=O(\frac{1}{\nu_{2}^{2}})$

となる. 口

定理 2.1. $-2$ 重非心 $\mathrm{F}$分布 $F(\nu_{1)}\nu_{2)}\lambda_{1}, \lambda_{2})$ の上側 $100\alpha$ パーセント点を $f_{\alpha}$ と

するとき, 次の近似式が成り立つ.

$(2.6)- \frac{b_{\nu^{\prime-}}\sqrt{f_{\alpha}’}b_{\nu_{2}}}{\sqrt{1-b_{\nu’}^{2}+f^{J}\alpha(1-b2)\nu_{2}}}$
.. $\cdot$

.

$=u_{\alpha}+ \frac{u_{\alpha}^{2}-1}{24\{1-b^{2}+f_{\alpha}\nu’J(1-b_{U_{2}}2)\}^{3}/2}$ . $\{\frac{1}{\nu^{\prime^{2}}}+\frac{1}{4\nu^{\prime^{3}}}-f_{\alpha(\frac{1}{\mathcal{U}_{2}2}}^{J3/2}+\frac{1}{4\nu_{2}\mathrm{s}})\}$

$- \frac{2u_{\alpha}^{3}-5u_{\alpha}}{576\{1-b_{\nu}2+\prime f_{\alpha};(1-b_{I\text{ノ}}22)\}^{3}}(\frac{1}{\nu^{\prime^{2}}}-\frac{f_{\alpha}’3/2}{\nu_{2}2})^{2}+O(\frac{1}{U_{2}2})$ .

但し $u_{\alpha}$ は $N(0_{)}1)$ の上側 $100\alpha$ パーセント点, $f_{\alpha}’=(f_{\alpha}+\zeta)/\mathcal{T}$ とする.

証明の概略. (2.3) と補題 2.2より, $W$ の分布に関する COrnish-Fisher展開を用
いて,

$- \frac{b_{\nu^{\prime-}}\sqrt{f_{\alpha}’}b_{U}2}{\sqrt{(1-b_{U’}^{2})+f_{\alpha}’(1-b2)\nu_{2}}}$

$=u_{\alpha}+ \frac{1}{6}\kappa_{3}(W)(u_{\alpha}^{2}-1)+\frac{1}{24}\kappa_{4}(W)(u_{\alpha}^{3}-3u_{\alpha})$

$- \frac{1}{36}\kappa_{3}(W)^{2}(2u_{\alpha}^{3}-5u_{\alpha})+O(\frac{1}{\nu_{2}^{2}})$

$=u_{\alpha}+ \frac{u_{\alpha}^{2}-1}{24\{1-b_{\nu}^{2}\prime+f_{\alpha}\prime(1-b_{\nu_{2}}2)\}^{3/2}}$ . $\{\frac{1}{\nu^{\prime^{2}}}+\frac{1^{-}}{4\nu^{\prime^{3}}}-f_{\alpha}^{;\mathrm{s}/2}(\frac{1}{U_{2}2}+\frac{1}{4\nu_{2}\mathrm{s}})\}$

$- \frac{2u_{\alpha}^{3}-5u_{\alpha}}{576\{1-b_{\nu}2+\prime f’\alpha(1-b_{\nu}2)2\}^{\mathrm{s}}}(\frac{1}{\nu^{\prime^{2}}}-\frac{f_{\alpha}’3/2}{\nu_{2}2})^{2}+O(\frac{1}{\mathcal{U}_{2}2})$

を得る. ロ
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3. 数値計算による比較検討
数値計算の結果については表 1\sim 表 4に示した. 近似式が方程式の形で表わされて
いるため, 数式処理ソフトウェア Mathematica を用いて初期値を 3としてニュート

ン法によって算出した. また表の真値はMathematica で 9999回のシミュレーショ

ンを行い, その 10回の平均をとったものとした. $F(l\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1_{)}}\iota\ovalbox{\tt\small REJECT}_{2)}\lambda_{1)}\lambda_{2})$ の上側 $100\alpha$

パーセント点の近似式 (2.1) と (2.6) を $\alpha$ が $0.05_{)}0.10_{)}0.90_{7}0.95$ , $\nu_{1}$ が $5_{)}10$ ,
$20_{)}\nu_{2}$ が 10, 20 )

$30_{)}(\lambda_{1)}\lambda_{2})$ が (5 $5))$ (5 $10)$ )(10 $10)$ の時で比較した結果,
新しい近似式は Tikuの近似式とほぼ同等の値を得ることが分かった. 但し, 雨中で
横線が引かれているのは誤差の絶対値が 1以上であることを示す.
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表 1. 2重非心 $F$ 分布 $F(\iota\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1_{)}}\iota\ovalbox{\tt\small REJECT}_{2)}\lambda_{1)}\lambda_{2})$ の上側 5% 点の誤差
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表 2. 2重非心 $F$ 分布 $F(\iota\ovalbox{\tt\small REJECT}_{l})l^{\ovalbox{\tt\small REJECT}_{2)}}\lambda_{1)}\lambda_{2})$ の上側 10% 点の誤差
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表 3. 2重非心 $F$ 分布 $F(\iota\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1_{)}}I^{\ovalbox{\tt\small REJECT}_{2)}}\lambda_{1)}\lambda_{2})$ の下側 10% 点の誤差
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表 4. 2重非心 $F$ 分布 $F(l\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1_{)}}l^{\ovalbox{\tt\small REJECT}_{2)}}\lambda_{1)}\lambda_{2})$ の下側 5% 点の誤差
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