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1 はじめに

パラメトリックモデルにおける未知母数の推定問題に関して, 正則条件下での Cram\’er-

Rao の情報不等式を基にして改良を加え, 非正則な場合に適用出来るようにしたものとし
て, いろいろな形の不等式が提案されている. その中では, Chapman-Robbins や Kiefer に
よるものがよく知られてい $\epsilon_{)}l^{\grave{\grave{\mathrm{a}}}}$ ([CR51], [K52]), 密度関数の台に関する条件からこれらの
不等式を位置母数の場合に適用できないことも多い. また, 最近上記の場合を含む非正則
推定論を様々な視点から統–的に展開しようという試みも行われている $([\mathrm{A}\mathrm{T}95])$ . 本論
では主に密度関数が有界な台を持つ, いわゆる切断分布モデルについて位置母数の推定問
題を考えるが, このモデルに適用可能なものとして, Vinczeが提案した情報不等式 ([V79],
[V92], 以後Vincze の不等式と呼ぶ) を取り上げて考察する. この不等式は前提条件が比較
的緩いことから, 非正則分布に関して広く適用出来る. しかし, -方ではその不偏性の条件
から, 等号が成立する推定量を求めにくい面も持っている. 実際, いくつかの切断分布のモ
デルについては, 後に示すように等号が成立する場合の推定量が具体的に求められるのが
標本の次元が 1などの極端な場合に限られる. そればかりか, 推定目標であり統計家が設
定すべきである母数の関数形が, 不偏性の条件から定まることさえも起こりうる. そこで,
本稿では Vincze の不等式から不偏性の条件を外し, 二乗損失による危険関数, すなわち平
均二乗誤差 (MSE) の場合への拡張を試み, 新しい不等式を導出する. また, その Bayes危
険への応用をも合わせて考え, 不等式の下界の評価とその達成条件について考察する. 尚,
一般に位置母数の推定に関して Pitman推定量がminimax性を持つことが知られており
$([\mathrm{c}\mathrm{S}51])$ , 危険関数が母数に依存しない場合には, これら –連の情報不等式で与えられる
下界は Pitman 推定量の値を評価していることにほかならない. そのため, ここでは主に
局所的な場合を考えることとする.
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2 Vinczeの情報不等式
この節では, 不偏推定量の分散の下界を評価する情報不等式を [V79] に従って定義し, そ

の導出過程から等号が成立する条件を求める.. そして, 切断分布モデルの位置母数の推定

に際して, 不偏性の条件が局所的な等与成立条件に制約を与えていることを, 具体例を用

いて考察する. また, 局所的に分散 $0$ となる不偏推定量を用いた (不等式の等号が成立す

る) 例についても, 合わせて考察する.

まず, $\mathrm{X}=(X_{1}, \ldots, X_{n})$ をある $\sigma$-有限測度 $\mu$ に対する密度 $p^{(n)}(\mathrm{X}|\theta)(x\in \mathcal{X}\subset \mathrm{R}^{n};\theta\in$

$\Omega\subset \mathrm{R})$ を持つ分布 $P_{\theta}^{(n)}=P(n)(\cdot|\theta)$ からの標本とし, $T_{n}(\mathrm{X})$ を $\theta$ の実数値関数 $g(\theta)$ の推

定量とする. また, $\theta\neq\theta’$ のとき $g(\theta)\neq g(\theta’)$ であると仮定し, 密度の台, 母数の情報量等

を次のように表記する.

$A_{\theta}$ $=$ $\{\mathrm{x}|p^{(}(n)\mathrm{x}|\theta)>0\}$ ,
$\theta’$ . $=\theta+\delta$ $(0<\delta<\mu(A\theta))$ ,

$p_{\alpha}^{(n)}(\mathrm{X}:\theta, \theta’)$ $=$ $(1-\alpha)p((n)\mathrm{x}|\theta)+\alpha p(_{\mathrm{X}}(n)|\theta’)$ $(0<\alpha<1)$ ,

$.\mathcal{I}_{\alpha}^{(n)}(\theta, \theta’)$ $=$ $\int_{A_{\theta^{\cup A}\theta’}}\frac{\{p^{(n)}(\mathrm{x}|\theta’)-..p^{(})n(\mathrm{x}|\theta)\}^{2}}{p_{\alpha}^{(n)}(\mathrm{x}\theta,\theta’)}d\mu(\mathrm{x})$,
.

$I_{\alpha}^{(n)}.(\theta, \theta’.)$ $=$ $\alpha(1-\alpha)\mathcal{I}^{()}n(\alpha\theta\theta,’)=1-\int_{A_{\theta}}\cap A’\frac{p^{(n)}(\mathrm{X}|\theta)p^{(n}()\mathrm{x}|\theta’)}{p_{\alpha}^{(n)}(\mathrm{x}.\theta,\theta’)}\theta.d\mu(\mathrm{x})$

2.1 Vincze の不等式とその等号成立条件

まず, 良く知られている Schwarz の不等式について述べる.

補題 2.1 (Schwarz の不等式) 実数値関数 $h(\mathrm{x}),.g(\mathrm{x})$ に対し $E[\{h(\mathrm{x})\}2]<\infty,$ $E[\{k(\mathrm{x})\}2]$

$<\infty$ ならば

$\mathrm{t}E[h(\mathrm{x})k(\mathrm{x})]\}^{2}\leq E[\{h(\mathrm{X})\}^{2}]E[\{k(\mathrm{x})\}^{2}]$

が成り立つ. また, $E[\{h(\mathrm{x})\}2]>0$ とするとき, 不等式で等号が成立するための必要十分
$\text{条}\{+\#\mathrm{h}$

$k( \mathrm{x})=\frac{E[h(\mathrm{X})k(\mathrm{X})]}{E[\{h(\mathrm{x})\}^{2}]}h(_{\mathrm{X}})$ $\mathrm{a}$ . $\mathrm{e}$ .

と表されることである.

(証明) 任意の $t\in \mathrm{R}$ に対し

$E[\{th(\mathrm{X})+k(\mathrm{X})\}^{2}]=E[\{h(\mathrm{x})\}^{2}]t^{2}+2E[h(\mathrm{X})k(\mathrm{X})]t+E[\{k(\mathrm{x})\}^{2}]\geq 0$
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より, 判別式が

$D=\{E[h(\mathrm{X})k(\mathrm{X})]\}^{2}-E[\{h(\mathrm{X})\}^{2}]E[\{k(\mathrm{X})\}2]\leq 0$

となり, その不等式が示される. また, 不等式で等号が成立するのは

$E[\{th(\mathrm{X})+k(\mathrm{X})\}^{2}]=0$ $(^{\forall}t\in \mathrm{R})$

より

th$(\mathrm{x})+k(\mathrm{x})=0$ $\mathrm{a}$ . $\mathrm{e}$ . すなわち $k(\mathrm{x})=-th(\mathrm{X})$ $\mathrm{a}$ . $\mathrm{e}$ . (2.1)

のときに限られる. -方, $E[\{th(\mathrm{X})+k(\mathrm{X}.)\}^{2}.]$ は $t$ の 2次関数であり, $E[\{h(\mathrm{x})\}2]>0$ で

あるから, 不等式の値は

$t=- \frac{E[h(\mathrm{X})k(\mathrm{X})]}{E[\{h(\mathrm{x})\}^{2}]}$ (2.2)

のとき最小となる. ここで, (2.2) を (2.1) に代入すると, 求める結果が得られる.

定理 2.1 (Vincze の不等式 [V79]) $g(\theta)$ の任意の不偏推定量 $T_{n}(\mathrm{X})$ に対して

$(1- \alpha)\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\theta[\tau_{n}(\mathrm{X})]+\alpha \mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{r}_{\theta}’[T_{n}(\mathrm{X})]\geq\alpha(1-\alpha)\{g(\theta’)-g(\theta)\}2\{\frac{1}{I_{\alpha}^{(n)}(\theta,\theta’)}-1\}$ (2.3)

が成り立つ.

(証明) まず

$\hat{\alpha}(\mathrm{X})=,\frac{T_{n}(\mathrm{X})-g(\theta)}{g(\theta)-g(\theta)}$

とおくと, 不偏性の条件
$E_{\theta}[T_{n}(\mathrm{X})]=g(\theta)$ $(^{\forall}\theta\in\Omega)$

より

$E_{\alpha}[ \hat{\alpha}(\mathrm{X})]=\int_{A_{\theta}\cup A_{\theta}\prime}\hat{\alpha}(\mathrm{x})p^{(n}\alpha()\theta \mathrm{x}:,$ $\theta’)d\mu(\mathrm{x})=\alpha$ $(0<^{\forall_{\alpha<}}1)$

が得られる. また, 補題 2.1で $h(\mathrm{x}),$
$k(\mathrm{X}).’ f(\mathrm{X})$ をそれぞれ $..\{p^{(n)}(\mathrm{X}|\theta’)-p^{(}(n)\mathrm{X}|\theta)\}/\mathrm{P}^{()}\alpha n(\mathrm{x}$ :

$\theta,$ $\theta’),\hat{\alpha}(\mathrm{x})-\alpha,$ $p^{(n)}\alpha.(\mathrm{x} : \theta, \theta’)$ とおくと

$E[h( \mathrm{x})k(\mathrm{X})]=\int_{A_{\theta}\cup A_{\theta}}’)\{\hat{\alpha}(\mathrm{X}-\alpha\}\{p^{(n)}(_{\mathrm{X}|\theta’)}-p^{(}(_{\mathrm{X}}|n)\theta)\}d\mu(\mathrm{X})=1$

になる. そして, Schwarz の不等式より

1 $=$ $\{E[h(\mathrm{X})k(\mathrm{X})]\}^{2}\leq E[\{h(\mathrm{x})\}^{2}]E[\{k(\mathrm{x})\}^{2}]$

:

$=$ $\int_{A_{\theta}\cup A_{\theta}\prime}\frac{\{p^{(n)}(_{\mathrm{X}|\theta}\prime)-p((n)\mathrm{x}|\theta)\}^{2}}{p_{\alpha}^{(n)}(\mathrm{x}\cdot\theta,\theta’)}d\mu(_{\mathrm{X}}\sim.)\int_{A}\cup A_{\theta}\prime p\theta(\hat{\alpha}(_{\mathrm{X}})-\alpha)2(\alpha n)(\mathrm{X}:\theta, \theta’)d\mu(\mathrm{x})$

$=\mathcal{I}_{\alpha}^{(n)}(\theta, \theta’)\cdot \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}[\alpha\hat{\alpha}(\mathrm{X})]$

..
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となり
$\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{r}_{\alpha}[\hat{\alpha}(\mathrm{X})]\geq\frac{1}{\mathcal{I}_{\alpha}^{(n)}(\theta,\theta’)}=\frac{\alpha(1-\alpha)}{I_{\alpha}^{(n)}(\theta,\theta’)}$ (2.4)

を得る. 次に

$\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{r}_{\alpha}[\hat{\alpha}(\mathrm{X})]$ $=$ $E_{\alpha}[\{\hat{\alpha}(\mathrm{x})\}^{2}]-\{E_{\alpha}[\hat{\alpha}(\mathrm{X})]\}2$ :

$=$ $\frac{E_{\alpha}[\{T_{n}(\mathrm{x})-g(\theta)\}^{2}]}{\{g(\theta’)-g(\theta)\}2}-\alpha^{2}$

$=$ $\frac{(1-\alpha)\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\theta[\tau_{n}(\mathrm{x})]+\alpha \mathrm{v}_{\mathrm{a}}\mathrm{r}\theta\prime[\tau_{n}(\mathrm{x})]+\alpha\{g(\theta’)-g(\theta)\}2}{\{g(\theta’)-g(\theta)\}2}-\alpha^{2}$

$=$ $\frac{(1-\alpha)\mathrm{v}_{\mathrm{a}\mathrm{r}}\theta[\tau_{n}(\mathrm{X})]+\alpha \mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{r}\theta l[T(n)\mathrm{x}]}{\{g(\theta’)-g(\theta)\}^{2}}+\alpha(1-\alpha)$

と表されることから, これを (2.4) に代入して整理すれば, 求める不等式 (2.3) を得る. 1

系 21不等式 (2.3) において, 局所的に等号が成立するための必要+分条件は, $\theta_{f}\alpha(0<$

$\alpha<1),$ $\delta(0<\delta<\mu(A_{\theta}))$ を固定したとき, $g(\theta)$ の不偏推定量丁 l,n が $\mathrm{X}\in A_{\theta}\cup A_{\theta}$, にお

いて

$\tau_{1,n}(\mathrm{x})=\frac{\alpha(1-\alpha)\{g(\theta\prime)-g(\theta)\}}{I_{\alpha}^{(n)}(\theta,\theta)},\cdot\frac{p^{(n)}(\mathrm{x}|\theta’)-p((n)\mathrm{x}|\theta)}{p_{\alpha}^{(n)}(\mathrm{x}\cdot\theta,\theta’)}.+\{(1-\alpha)g(\theta)+\alpha g(\theta’)\}(2.5)$

すなわち

$T_{1,n}(\mathrm{x})=\{$

$g( \theta)-\alpha\{g(\theta’)-g(\theta)\}\{\frac{1}{I_{\alpha}^{(n)}(\theta,\theta’)}-1\}$ $(\mathrm{x}\in A\theta\cap A\mathrm{C}\theta’)$ ,

(25) $\emptyset \mathrm{g}_{\mathrm{J}^{\backslash }}\underline{73}$ $(\mathrm{x}\in A_{\theta}\cap A_{\theta}’)$ ,

$g( \theta’)+(1-\alpha)\{g(\theta^{;})-g(\theta)\}\{\frac{1}{I_{\alpha}^{(n)}(\theta,\theta’)}-1\}$ $(_{\mathrm{X}\in A_{\theta}^{c_{\cap A_{\theta}}}};)$

の形に表されることである.

(証明) (2.4) において, $\theta,$
$\alpha,$

$\delta$ を固定して $\mathcal{I}_{\alpha}^{(n)}(\theta, \theta’)\cdot \mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{r}_{\alpha}[\hat{\alpha}(\mathrm{x})]=1$ を満たすよう

にすればよい. 実際 $h(\mathrm{x}),$ $k(\mathrm{x}),$ $f(\mathrm{x})$ をそれぞれ $\{p^{(n)}(\mathrm{x}|\theta’)-p^{(n)}(\mathrm{x}|\theta)\}/p_{\alpha}^{(n)}(\mathrm{x} : \theta, \theta’)$,
$\hat{\alpha}(\mathrm{x})-\alpha,$ $p_{\alpha}^{(n)}(\mathrm{x}:\theta, \theta’)$ とおくと補題 2.1より

$\alpha(\mathrm{x})-\alpha=\frac{1}{\mathcal{I}_{\alpha}^{(n)}(\theta,\theta^{J})}\cdot\frac{p^{(n)}(\mathrm{X}|\theta^{;})-p(n)(_{\mathrm{X}}|\theta)}{p_{\alpha}^{(n)}(\mathrm{x}\cdot\theta,\theta’)}$

.

すなわち

$, \frac{T_{1,n}(\mathrm{X})-g(\theta)}{g(\theta)-g(\theta)}-\alpha=\frac{\alpha(1-\alpha)}{I_{\alpha}^{(n)}(\theta,\theta)},\cdot\frac{p^{(n)}(_{\mathrm{X}}|\theta^{l})-p((n)\mathrm{x}|\theta)}{p_{\alpha}^{(n)}(\mathrm{X}.\theta,\theta)}.$

’

となり, 整理すれば式 (2.5) を得る.
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系 22定理 2.1において,局所的に等号が成立するための必要十分条件は, $\theta,$
$\alpha,$

$\delta$ を固定
したときに $x\in A_{\theta}\cup A_{\theta}$, において

$\text{、}\frac{\perp}{I_{\alpha}^{(n)}(\theta,\theta^{J})}-1=\alpha\{(\frac{\perp}{I_{\alpha}^{(n)}(\theta,\theta’)}-1)\int_{A_{\theta}\cap A_{\theta’}^{\mathrm{c}}}$

$+ \int_{A_{\theta}\cap A_{\theta}}’(\frac{1-\alpha}{I_{\alpha}^{(n)}(\theta,\theta’)}\cdot\frac{p^{(n)}(x|\theta’)-p(_{\mathrm{X}}(n)|\theta)}{p_{\alpha}^{(n)}(_{\mathrm{X}.\theta},\theta)}.,+1\mathrm{I}^{p^{(n}}.z\})(x|\theta)d\mu(_{\mathrm{X}})$

$+(1- \alpha)\{(\frac{1}{I_{\alpha}^{(n)}(\theta,\theta’)}-1\mathrm{I}2.d\int A_{\theta\theta}^{\mathrm{c}_{\cap}}A’\mu p(\mathrm{x}\cdot\theta^{J})(\mathrm{x})(n)$.

$+ \int_{A_{\theta}\cap A_{\theta}},$
$( \frac{\alpha}{I_{\alpha}^{(n)}(\theta,\theta’)}\cdot\frac{p^{(n)}(\mathrm{x}|\theta’)-p((n)\mathrm{x}|\theta)}{p_{\alpha}^{(n)}(\mathrm{x}\cdot\theta,\theta)}.’-1\mathrm{I}^{2}p((n)|\theta;)d\mu(\mathrm{X})x\}$ (2.6)

となることである.

(証明) 系 2.1で求めた推定量 $T_{1,n}$ を Vincze の不等式の左辺に代入すると,

$(1-\alpha)\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\theta[T1,n(\mathrm{x})]+\alpha \mathrm{v}_{\mathrm{a}\mathrm{r}_{\theta}\prime}[T_{1,n}(\mathrm{X})]=\alpha(1-\alpha)\{g(\theta’)-g(\theta)\}2$ {式 (2.6) の右辺}

となることから, 直ちに示される.

2.2 応用例

例 2.1 まず $\mathrm{X}=(X_{1}, \ldots, X_{n})$ を–様分布 $U.(.\theta, \theta+1)$ . からの大きさ $n$ の無作為標本と
する. このとき, $y_{1}=x_{1},$ $y_{j}=x_{j}-x_{1}(j=2, \ldots,\dot{n})$ と変数変換を行うと, $g(\theta)$ の誰定量
$T_{n}$ の不偏性より ..

$E_{\theta}[\tau_{n}(\mathrm{x})]$ $=$ $\int_{\theta}^{\theta+1}\cdots\int_{\theta}^{\theta 1}+T(nx_{1}, \ldots, X_{n})\prod_{i=1}ndx_{i}$

$– \int_{\theta}^{\theta+1}dy1\int B$

”$., \prod_{2}^{n}\tau(ny1y1+y2\cdot.y1+y_{n})dy_{j}j=$

$=$ $g(\theta)$ $(^{\forall}\theta\in\Omega)$

と表される. 但し, $B$ は $(x_{1}, \ldots , x_{n})\in[\theta, \theta+1)^{n}$ のときの $(y_{2}, \ldots , y_{n})$ のとりうる範囲
で $\theta$ によらない. この千々を $\theta$ で微分して変数を $x$ で置き換えると

$g’(x)$ $=$ $\int_{B}T_{n}(X+1, X+1+y_{2}, \cdots , x+1+y_{n})j=\prod..dyj2$

$- \int_{B}T_{n}(X,X+y2, \ldots,X+y_{n})j.=\prod_{2}.dyj$ (2.7)
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となる. -方, 系 2.1より局所的に等号が成立するための条件を求めると, $I_{\alpha}^{(n)}(\theta, \theta’)=$

$1-(1-\delta)^{n}(0<\delta<1)$ より, $\theta=\theta 0$ と固定したとき

$\tau_{1,n}(\mathrm{x})=\{$

$g( \theta_{0})-\alpha\{g(\theta’0)-g(\theta_{0)\}}\{\frac{1}{1-(1-\delta)^{n}}-1\}$ $(_{\mathrm{X}\in A_{\theta_{0}}}\cap A_{\theta_{0}^{\prime)}}^{C}$ ,
$(1-\alpha)g(\theta 0)+\alpha g(\theta_{0}’)$ $(_{\mathrm{X}\in A_{\theta_{0^{\cap}}}}A\theta’)0$

’

$g( \theta_{0})-\alpha\{g(\theta_{0}’)-g(\theta_{0)\}}\{\frac{1}{1-(1-\delta)^{n}}-1\}+\frac{g(\theta_{0}’)-g(\theta_{0})}{1-(1-\delta)^{n}}$ $(_{\mathrm{X}\in A^{c}}\theta 0\cap A_{\theta^{l)}0}$

(2.8)

となる. これを (2.7) に代入すると $B$ の確率が 1であることから, $\theta_{0}\leq x<\theta_{0}+\delta$ のとき

$g’(x)= \frac{g(\theta_{0}’)-g(\theta_{0})}{1-(1-\delta)^{n}}$ (29)

となる. ここで微分方程式 (2.9) の右辺は $x$ に依存しないので, これを C(定数) とおいて

解くと
$g(x)=cX+d$ ($c\neq 0,$ $c$ と $d$ は定数) (2.10)

となる. 逆に (2.10) が (2.9) の解である条件を求めると

$c(1-\delta)\mathrm{t}1-(1-\delta)n-1\}=0$ $(c\neq 0,0<\delta<1)$

となることから, $n=1$ でなければならないことが分かる. さらに, (2.8) で求めた推定量

$T_{1,n}$ が $g(\theta_{0})=c\theta 0+d$ の不偏推定量となっていることから, これは局所的のみならず任意

の $\theta$ について成り立つ.

以上のことから, 例 21において Vincze の不等式の等号が成立するのは標本の大きさ
が 1のときに限る. このとき, 任意に固定した $\theta$ に対して

$T_{1}(X)=\{$

$c\{\theta-\alpha(1-\delta)\}$ $(\theta\leq x<\theta+\delta)$

$c\{\theta+\alpha\delta\}$ $(\theta+\delta\leq x<\theta+1)$

$c\{\theta+1-\alpha(1-\delta)\}$ $(\theta+1\leq x<\theta+1+\delta)$

は $g(\theta)=c\theta+d$ ( $c,$ $d$ は定数) の不偏推定量であり, Vincze.の不等式の両辺は $c^{2}\alpha(1$ -

$\alpha)\delta(1-\delta)$ となり -致する.

例 22密度関数 $p(x|\theta)=p(x-\theta)$ が

$p(x)=\{$

$p$ $(0\leq x<1)$

$q$ $(1\leq x<2)$

$0$ $(x<0, x\geq 2)$

を持つ分布からの標本を $X$ とする. 但し, $0<p<q,$ $p+q=1$ とする. 尚, この分布か

らの標本に基づく局所最小不偏分散推定量の構成については [AT95] において論じられて
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いる. まず, 不偏性の条件により

$E_{\theta}[T(x)]$ $=$ $\int_{\theta}^{\theta+2}T(x)p(x-\theta)d_{X}$

$=p \int_{\theta}^{\theta+1}T(x)dx+q\int_{\theta 1}^{\theta+2}+\tau(x)d_{X}$

$=$ $g(\theta).$

.
$(^{\forall}\theta\in\Omega)$

であり, この寸々を $\theta$ で微分すると,

$g’(X)=q\tau(x+2)-(q-p)T(X+1)-pT(X)$ (2.11)

となる. 尚 この例では $0<\delta:=\theta’-\theta<2$ となることに注意

(i) $0<\delta\leq 1$ のとき

$\frac{p(x|\theta^{l})-p(_{X}|\theta)}{p_{\alpha}(X.\theta,\theta’)}.=\{$

$\frac{p-q}{(1-\alpha)q+\alpha p}$ $(\theta+1\leq x<\theta’+1)$

$0$ (その他)

となるから, $\theta=\theta_{0}$ と固定したとき $g(\theta)$ の不偏推定量婿は, 系 2.1により

$T_{1}(x)=\{$

$g( \theta_{0})-\alpha\{g(\theta^{J})0-g(\theta_{0)\}}\{\frac{1}{I_{\alpha}^{(1)}(\theta 0\theta_{0}’)},-1\}$ $(\theta_{0}\leq x<\theta_{0}’),-$

$(1-\alpha)g(\theta_{0})+\alpha g(\theta_{0}’)$ $(\theta_{0}’\leq x<\theta_{0}+1)$ ,
$g( \theta_{0})-\alpha\{g(\theta_{0}^{J})-g(\theta_{0)\}}\{1-\frac{(1-\alpha)(q-p)}{I_{\alpha}^{(1)}(\theta_{0},\theta_{0}’)}\}$ $(\theta_{0}+1\leq x<\theta_{0}’+1)$ ,
$(1-\alpha)g(\theta 0)+\alpha g(\theta_{0}’)$ $(\theta_{0}’+1\leq x<\theta_{0+}2)$ ,
$g( \theta_{0}’)-(1-\alpha)\{g(\theta’)0-g(\theta_{0)\}}\{\frac{1}{I_{\alpha}^{(1)}(\theta_{0},\theta_{0}’)}-1\}$ $(\theta_{0}+2\leq X<\theta_{0}’+2)$

となる. 但し, $\theta_{0}’=\theta_{0}+\delta$ とする. ここで, $I_{\alpha}^{(1)}(\theta, \theta^{l})=\{(1-\alpha)q+\alpha p-pq\}\delta$ となり, こ
の値は $\theta$ によらない. 上の $T_{1}(x)$ を (2.11) に代入して整理すると

$g’(X)= \frac{g(\theta_{0}^{-}+\delta)-g(\theta 0)}{\delta}$ (2.12)

となり, (2.12) の右辺 =c(定数) とおいて解くと

$g(x)=cX+d$ ($c\neq 0,$ $c$ と $d$ は定数) (2.13)

となる. 逆に, 解 (2.13) は (2.12) を満たし,

$E_{\theta_{0}}[\tau_{1}(x)]=g(\theta_{0})$

となることから, この不偏性は任意の $\theta$ について成立することが分かる.
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(ii) $1<\delta<2$ のとき

$\frac{p(x|\theta’)-p(_{X}|\theta)}{p_{\alpha}(X.\theta,\theta’)}.=\{$

$\frac{p-q}{(1-\alpha)q+\alpha p}$ $(\theta’\leq X<\theta+2)$ ,

$0$ (その他)

となるから, $\theta=\theta_{0}$ と固定したとき g(のの不偏推定量丁 l は, 系 2.1により

$T_{1}(x)=\{$

$g( \theta_{0})-\alpha\{g(\theta_{0}g(\theta 0)-\alpha\{g(\theta’)0-g/)-g((\theta_{0}\theta 0)\})\}\mathrm{I}^{\frac{1}{1-I_{\alpha}^{(1)}(\theta 0}},\frac{(1-\theta_{0}’)\alpha)(q-p)-1\}}{I_{\alpha}^{(1)}(\theta_{0},\theta_{0}\prime)}\mathrm{I}$

$(\theta_{0}’\leq x<\theta_{0}+2)$ ,

$(\theta_{0\leq X}<\theta_{0}^{J})$ ,

$g( \theta_{0}’)-(1-\alpha)\{g(\theta_{0}’)-g(\theta_{0})\}\{\frac{1}{I_{\alpha}^{(1)}(\theta_{0},\theta’)0}-1\}$ $(\theta_{0}+2\leq x<\theta’+02)$

(2.14)

となる、但し, $\theta_{0}’=\theta_{0}+\delta$ とする. また $I_{\alpha}^{(1)}(\theta, \theta’)=\{(1-\alpha)q+\alpha p-pq\}\delta$ になる. この

$T_{1}(x)$ を (2.11) に代入して整理した方程式

$g’(X)= \frac{g(\theta_{0}+\delta)-g(\theta 0)}{\delta}$ (2.15)

を解くと, (i) と同様にして

$g(x)=cX+d$ ( $c\neq 0,$ $c,$ $d$ は定数) (2.16)

となる. 逆に, 解 (2.16) は (2.15) を満たす. さらに

$E_{\theta_{0}}[ \tau_{1}(x)-p(\theta 0)]--\alpha C(\delta-1)\frac{(1-\alpha)q+\alpha p-2pq}{(1-\alpha)q+\alpha p-pq}$

となることから, $T_{1}(X)$ が $g(\theta_{0})$ の不偏推定量であるための条件は

$(1-\alpha)q+\alpha p-2pq=0$ より $\alpha=q=1-p$

となる.

(i), (ii) より, $g(\theta)=c\theta+d$ ( $c\neq 0,$ $c,$ $d$ は定数) とおくと, $0<\delta\leq 1$ または $\alpha=q=1-p$

のとき, 固定された $\theta=\theta_{0}$ に対して

$T_{1}(X)=\{(1-\alpha)g(\theta_{0})+\alpha g(\theta_{0}’)\}$

$+ \frac{\alpha\{1-\alpha)\{g(\theta_{0}\prime)-g(\theta_{0)\}}}{I_{\alpha}^{(1)}(\theta 0\theta_{0}’)},\frac{p(x-\theta_{0}’)-p(_{X}-\theta_{0})}{(1-\alpha)p(x-\theta_{0})+\alpha p(X-\theta’0)}$

は $g(\theta)$ の不偏推定量である. そして, Vincze の不等式において左辺と右辺の値は等しく
なり, その値は

$\alpha(1-\alpha)_{C^{2}\delta}\frac{\{(1-\alpha)q+\alpha p\}(1-\delta)+pq\delta}{(1-\alpha)q+\alpha p-pq}$

となる.
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注意 2.1例 22では, 適当な推定量を用いることによっても Vincze の不等式の下界を達
成するように出来る. まず, $g(\theta)=\theta$ として

$T(X)=[X]-q$ ([ $\cdot]$ は Gauss記号)

とおくと

$E_{\theta}[T(x).]$ $=$ $\theta$ $(^{\forall}\theta\in\Omega)$

$Var_{\theta}[\tau(X)]$ $=pq+(\theta-[\theta])(1-\theta+[\theta])$

となる. ここで, $\theta=\theta_{0}(\theta_{0}\in \mathrm{Z})$ を–つ固定すると, $Var_{\theta_{0}}[T(X)]=pq$ となり, さらに
$\alpha=q=1-p.’\delta=1$ とおくと Vincze の不等式で (左辺)=Pq=(右辺) となる.

例 23密度関数 $p(X|\theta)=p(x-\theta)$ が

$p(x)=\{$
$ce^{-x}$ $(0\leq x<1)$

$0$ $(x<0, x\geq 1)_{-}$

をもつ分布からの標本を $X$ とする. 但し, $c=e/(e-1)$ とする. ここでは, 例 22と全く
同様の方法を用いる. $\theta$ を固定して $g(\theta)=ce^{\theta}+d$ ( $c\neq 0_{\mathrm{J}}c,$ $d$ は定数) について, その推
定量

$T_{1}(x)=\{(1-\alpha)g(\theta)+\alpha g(\theta^{J})\}$

$+ \frac{\alpha(1-\alpha)\{g(\theta’)-g(\theta)\}}{I_{\alpha}(\theta,\theta’)}\cdot\frac{p(x-\theta^{J})-p(x-\theta)}{(1-\alpha)p(x-\theta)+\alpha p(_{C}-\theta\prime)}$

を考えると, $T_{1}$ は $g(\theta)$ の不偏推定量になる. 但し,

$I_{\alpha}^{(1)}( \theta, \theta’)=\frac{(e^{\delta}-1)\{\alpha(e-1)+1\}}{(e-1)\{\alpha(e-\delta 1)+1\}}$

である. このとき Vincze の不等式における両辺は–致して, その値は

$\alpha(1-\alpha)C^{2-}e\frac{(e-e^{\delta})(e\delta-1)}{\alpha(e-1)+1}2\theta$

.

となる.

注意 22上記の例 23では, 系 2.1における推定量をとれば不偏性の条件から, 本来は統
計家が定めるべき推定目標 $g(\theta)$ の関数形が決定されてしまう. また, (例 2.1より) 任意の
標本分布に対して, 標本の次元が 2以上の場合には下界を達成することが難しいと予想さ
れる.
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2.3 局所最小分散不偏推定量による Vinczeの不等式

まず, $X$ を密度関数 $P(x|\theta)=P(X-\theta)$ からの標本として, $g(\theta)=\theta$ の推定を考える. そ

して, 密度に関して

$\{$

$p(x)>0$ $(a\leq x<b)$ ,
$p(x)=0$ $(x<a, x\geq b)$

を仮定する. 但し, $-\infty<a,$ $b,$ $<\infty$ とする. $p(x)$ は区間 $(a, b)$ で連続微分可能であるとし,
極限値 $c0= \lim_{xa}arrow+0p(X),$ $d_{0=} \lim_{xarrow}b-0p(X)$ の存在も仮定する. 但し, $-\infty<c_{0},$ $d_{0}<\infty$

とする. また, $0<\delta:=\theta’-\theta<b-a$ となることに注意が必要である. このとき, $\theta=\theta_{0}$

を固定した上で
$T(x)=\theta_{0}$ $(\theta_{0}+a\leq x<\theta_{0}+b)$

とおく. 次に, $\theta_{0}+b\leq x<\theta_{0}+2b-a$ における $T(x)$ の値を, 不偏性の条件 $E_{\theta}[T(x)]=\theta$

を満たすように定める. このとき

$\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{r}_{\theta_{0}}[\tau(X)]=\int_{\theta_{0}+}^{\theta_{0+b}}a(\{Tx)-\theta_{0}\}^{2}p(X-\theta)d\mu(X)=0$

となり, これを Vincze の不等式に代入して

$\alpha \mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{r}_{\theta_{\acute{0}}}[\tau(X)]\geq\alpha(1-\alpha)\delta^{2}\{\frac{1}{I_{\alpha}^{(1)}(\theta_{0},\theta_{0})},-1\}$

を得る. 両辺 $\alpha$ で割り $\alpha\searrow 0$ とし, 情報量 $I_{\alpha}^{(1)}(\theta, \theta’)$ が位置母数 $\theta$ に依存しないことに

注意して $\theta=0$ とおくと

$\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{r}_{\delta}[T(X)]\geq\delta^{2}\{\frac{1}{I_{\alpha}^{(1)}(0,\delta)}-1\}$ (2.17)

と出来る. ここでは, 不等式 (2.17) において等号を満たすような例を考える.

例 24例 2.1において $n=1,$ $g(\theta)=\theta$ とする. $\theta=0$ と固定すると, 不偏性の条件

$E_{\theta}[T(X)]= \int_{\theta}^{\theta+1}\tau(x)dx=\theta$

から, その辺々を $\theta$ で微分して $T(x+1)-T(x)=1$ を得る. また, 初期条件 $T(x)=$

$0(0\leq x<1)$ より, 漸化的に

$T(x)=n$ $(n\leq x<n+1, n\in \mathrm{N})$

となり, この $T$ に対して

$E_{\theta}.[\tau_{(}X)]=\theta$ , $\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{r}_{0}[\tau(X)]=0$

となる. そして, 不等式 (2.17) において

$\mathrm{v}_{\mathrm{a}\mathrm{r}_{\delta}}[T(X)]=\delta(1-\delta)=\delta\{\frac{1}{I_{\alpha}^{(1)}(0,\delta)}-1\}$

となり, 両辺が–致する.
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注意 23例 24では, $\theta$ の不偏推定量 $T(X)=[X]$ ( $[X]$ は Gauss記号) を用いることに
よっても, 不等式 (2.17) の等号が成立する $([\mathrm{P}\mathrm{V}85])$ .

.

例 2.5例 22において $\theta=0$ と固定する. $g(\theta)=\theta$ の場合にその不偏性の条件により

$E_{\theta}[T(X)]= \int_{\theta}^{\theta+1}T(X)p(X)dX=\theta$

を得る. この辺々を $\theta$ について微分すると $T(x+2)-(q-p)T(X+1)-pT(X)=1$ とな
り, これと初期条件 $T(x)=0(0\leq x<2)$ より,

$T(x)=\{$

$\frac{1}{q}$ $(2\leq x<3)$ ,

$\frac{1}{q}(2-\frac{p}{q})$ $(3\leq x<4)$ ,

と漸化的に求められる. ここで,

$E_{\theta}[T(X)]=\theta$ , $\mathrm{v}_{\mathrm{a}\mathrm{r}_{0}}[T(X)]=0$

より, $0<\delta\leq 1$ とすると, 不等式 (2.17) において

$\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{r}_{\delta}[\tau(X)]=\frac{\delta(1-q\delta)}{q}=\delta\{\frac{1}{I_{\alpha}^{(1)}(\mathrm{o},\delta)}-1\}$

となり, 等号が成立する. 尚, $1<\delta<2$ のときにはこの不等式の等号は成立しない.

3 Vinczeの不等式のMSEへの拡張
この節では, Vincze の不等式を平均二乗誤差 (MSE) の場合に拡張し, この不等式におい

ては任意の標本分布, 推定目標 (未知母数の関数) に対して局所的に等号が成立することを
示す.

まず, 損失関数 $L$ , 危険関数 $R$ , 偏り $b$ を次のように定義する.

$L(\theta, d)$ $=$ $\{d-g(\theta)\}^{2}$ ,
$R(\theta, T_{n})$ $=$ $E_{\theta}[L(\theta, Tn(\mathrm{X}))]=E_{\theta}[\{T_{n}(\mathrm{x})-g(\theta)\}^{2}]$ ,

$b(\theta)$ $=$ $E_{\theta}[T_{n}(\mathrm{X})]-g(\theta)$
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補題 31 $g(\theta)$ の任意の推定量 $T_{n}$ に対して

$(1- \alpha)R(\theta, T_{n})+\alpha R(\theta^{\prime,\tau_{n})\geq}\alpha(1-\alpha)[\{g(\theta’)-g(\theta)\}^{2}(\frac{1}{I_{\alpha}^{(n)}(\theta,\theta’)}-1)$

’

$+2 \{g(\theta’)-g(\theta)\}\{b(\theta’)-b(\theta)\}(\frac{1}{I_{\alpha}^{(n)}(\theta,\theta’)}-1)+\{b(\theta’)-b(\theta)\}^{2_{\frac{1}{I_{\alpha}^{(n)}(\theta,\theta’)}}}]$

$=$ $\alpha(1-\alpha)[\frac{1}{I_{\alpha}^{(n)}(\theta,\theta’)}[\{b(\theta^{J})-b(\theta)\}+\{g(\theta’)-g(\theta)\}\{1-I_{\alpha}^{()}n(\theta, \theta^{l})\}]2$

$+\{g(\theta’)-g(\theta)\}2\{1-I_{\alpha}(n)(\theta, \theta’)\}]$

. ., :. (3.1)

が成立する. ここで, $\theta,$
$\alpha,$

$\delta$ を固定して

$T_{0,n}(\mathrm{x})$ $=$ $\frac{\alpha(1-\alpha)\{g(\theta^{l})-g(\theta)+b(\theta\prime)-b(\theta)\}}{I_{\alpha}^{(n)}(\theta,\theta)},\cdot\frac{p^{(n)}(\mathrm{x}|\theta^{J})-p((n)\mathrm{x}|\theta)}{p_{\alpha}^{(n)}(_{\mathrm{X}.\theta},\theta’)}$.
$+\{(1-\alpha)g(\theta)+\alpha g(\theta’)\}$ (3.2)

とおくと, この不等式において局所的に等号が成立する.

$(_{\mathrm{w}}^{-}\equiv_{\mathrm{i}}\mathrm{E}\mathrm{B}\mathrm{f}\mathrm{l})\text{ま}-\mathrm{F}$

$\hat{\alpha}(\mathrm{X})=,\frac{T_{n}(\mathrm{X})-g(\theta)}{g(\theta)-g(\theta)}$

とおくと, 条件
$E_{\theta}[T_{n}(\mathrm{X})]=g(\dot{\theta})+b(\theta)$ $(^{\forall}\theta\in\Omega)$

より

$E_{\alpha}[\hat{\alpha}(\mathrm{x})]$ $=$ $\int_{A_{\theta}\cup A_{\theta’}}\hat{\alpha}(\mathrm{x})p^{(}\alpha n)(\mathrm{X}:\theta, \theta’)d\mu(\mathrm{X})$

$=$ $\frac{(1-\alpha)b(\theta)+\alpha b(\theta^{;})}{g(\theta)-g(\theta)-}$, $(0<-\alpha<1\forall)$

が得られる. また, 補題 2.1で $h(\mathrm{x}),$ $k(X),$ $f(\mathrm{X})$ をそれぞれ $\{p^{(n)}(\mathrm{x}|\theta’)-p^{(})n(\mathrm{X}|\theta)\}/p\alpha((n)\mathrm{x}$ :

$\theta,$ $\theta’),\hat{\alpha}(\mathrm{x})-\alpha,$ $p_{\alpha}^{(}(n)\mathrm{x}$ : $\theta,$
$\theta’$ ) とおくと

$E[h(\mathrm{X})k(\mathrm{X})]$ $=$ $\int_{A_{\theta}\cup A}\{\hat{\alpha}(X)-\alpha\}\{p((n)\mathrm{X}|\theta^{J})-p((n)|\theta)\theta’\}Xd\mu(\mathrm{X})$

$=$ $1+ \frac{b(\theta’)-b(\theta)}{g(\theta’)-g(\theta)}$

となり, Cauchy-Schwarz の不等式により

$\{1+\frac{b(\theta’)-b(\theta)}{g(\theta’)-g(\theta)}\}^{2}=\{[h(\mathrm{x})k(\mathrm{x})]\}^{2}\leq E[\{h(\mathrm{x})\}^{2}]E[\{k(\mathrm{x})\}^{2}]$

$= \int_{A_{\theta}\cup A_{\theta}\prime}\frac{\{p^{(n)}(\mathrm{x}|\theta^{J})-.p^{()}n(\mathrm{X}|\theta)\}^{2}}{p_{\alpha}^{(n)}(\mathrm{x}.\theta,\theta’)}d\mu(\mathrm{x})\int_{A_{\theta^{\cup A_{\theta}l}}}(\hat{\alpha}(\mathrm{X})-\alpha)^{2(}p\alpha(n)\mathrm{X}$ : $\theta,$
$\theta’$ ) $d\mu(\mathrm{x})$

$=\mathcal{I}_{\alpha}^{(n)}(\theta, \theta’)\cdot E_{\alpha}[\{\hat{\alpha}(\mathrm{X})-\alpha\}^{2}]$
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すなわち

$\{g(\theta’)-g(\theta)\}^{2}E\alpha[\{\hat{\alpha}(\mathrm{X})-\alpha\}^{2}]\geq.\frac{\alpha(1-\alpha)}{I_{\alpha}^{(n)}(\theta^{J},\theta)}.[\{g(\theta’)-\cdot g(\theta)\}+\{b(\theta^{J})-b(\theta)\}]$ (3.3)

を得る.-方,

$\{g(\theta’)-g(\theta)\}^{2}E_{\alpha}[\{\hat{\alpha}(\mathrm{X})-\alpha\}^{2}1$

$d$

$.-.\backslash$. $\cdot$

.
$=$ $E_{\alpha}[\{(g(\theta’)-g(\theta))(\hat{\alpha}(\mathrm{x})-\alpha)\}^{2}]$ . . $\cdot$ . . .

$=$ $E_{\alpha}[\{T_{n}(\mathrm{X})-g(\theta)\}2]+\alpha\{T_{n}(\mathrm{x})-g(\theta)\}2-2\alpha\{g(\theta 2j)-g(\theta)\}E\alpha[Tn(\mathrm{x})-g(\theta)]$

$=$ $(1-\alpha)E_{\theta}[\{T_{n}(\mathrm{X})-g(\theta)\}^{2}]+\alpha E_{\theta’}[\{T_{n}(\mathrm{x})-g(\theta’)\}2]$

+2 $\alpha(1-\alpha)\{g(\theta’)-g(\theta)\}\{b(\theta^{J})-b(\theta)\}+\alpha(1-\alpha)\{g(\theta’)-g(\theta)\}2$

と表されることから, これを (3.3) に代入して整理すれば求める補題 3.1の不等式を得る.
また, この不等式において局所的に等号が成立するための必要十分条件は, (固牢された $\theta$ ,

$\alpha,$
$\delta$ に対して) 式 (3.3) の等号が成立することである. これは, 補題 2.1より,

$\alpha(\mathrm{x})-\alpha=\frac{1}{\mathcal{I}_{\alpha}^{(n)}(\theta,\theta’)}\cdot\frac{p^{(n)}(_{\mathrm{X}}|\theta’)-p((n)\mathrm{x}|\theta)}{p_{\alpha}^{(n)}(_{\mathrm{X}.\theta},\theta)}.,\{1$$+$ $\frac{b(\theta\prime)-b(\theta)}{g(\theta’)-g(\theta)}\}$

すなわち

$\frac{T_{0,n}(\mathrm{x})-g(\theta)}{g(\theta’)-g(\theta)}-\alpha=\frac{\alpha(1-\alpha)}{I_{\alpha}^{(n)}(\theta,\theta’)}..\frac{p^{(n)}(_{\mathrm{X}|\theta^{j.)}})-p((n|X\theta)}{p_{\alpha}^{(n)}(_{\mathrm{X}.\theta},\theta’),-}\{1+\frac{b(\theta’)-b(\theta)}{g(\theta’)-g(\theta)}\}$

と求められ, 整理すれば式 (3.2) を得る. 1

定理 3.1 (Vincze の不等式のMSE への拡張) $g(\theta)$ の任意の推定量 $T_{n}$ に対して

$(1-\alpha)R(\theta, Tn)+\alpha R(\theta;, \tau_{n})\geq\alpha(1-\alpha)\{g(\theta’)-g(\theta)\}2\{1-I_{\alpha}^{(n})(\theta, \theta’)\}$ (3.4)

が成り立つ.

(証明) 補題 3.1の右辺の最小値を求めればよい. これは, (3.1) の最終項の形より

$b(\theta’)-b(\theta)=-\{g(\theta’)-g(\theta)\}\{1-I_{\alpha}^{(n})(\theta, \theta’)\}$ (3.5)

で達成し, 最小値が
$\alpha(1-\alpha)\{g(\theta’)-g(\theta)\}2\{1-I_{\alpha}(n)(\theta, \theta^{J})\}$

となることは明らかである. 1
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系 31定理 31において, 局所的に等号が成立するための必要十分条件は, $\theta,$
$\alpha,$

$\delta$ を固

定したとき, $g(\theta)$ の推定量 $T_{n}^{*}$ が $\mathrm{x}\in A_{\theta}\cup A_{\theta’}$ において

$T_{n}^{*}( \mathrm{X})=\alpha(1-\alpha)\{g(\theta^{;})-g(\theta)\}\frac{p^{(n)}(\mathrm{x}|\theta’)-.p((n)\mathrm{X}|\theta)}{p_{\alpha}^{(n)}(_{\mathrm{X}.\theta},\theta’)}.+\{(1-\alpha)g(\theta)+\alpha g(\theta’)\}$ (3.6)

すなわち

$\tau_{n}^{*}(\mathrm{X})=\{$

$g(\theta)$ $(\mathrm{x}\in A_{\theta^{\cap}}A^{c}’\theta)$ ,
(3.6) の右辺 $(\mathrm{x}\in A_{\theta}\cap A_{\theta’})$ ,
$g(\theta’)$ $(\mathrm{x}\in A_{\theta^{\cap}}^{c}A_{\theta}’)$

の形に表されることである.

(証明) 定理 31より, 条件

$b(\theta’)-b(\theta)=-\{g(\theta’)-g(\theta)\}\{1-I^{(n)}(\alpha\theta, \theta l)\}$

を補題 3.1で求められた推定量 $T_{0,n}$ に代入すると, $\theta,$
$\alpha,$

$\delta$ を固定したとき $\mathrm{X}\in A_{\theta}\cup A_{\theta}$,

において推定量 $T_{n}^{*}$ を得る. このとき, (3.1) の最終項の形より, 固定された $\theta$ と下界を達

成すべき推定量の偏り $b$ に対して

$b(\theta’)-b(\theta)=-\{g(\theta’)-g(\theta)\}\{1-I_{\alpha}^{()}n(\theta, \theta^{J})\}$

.

を満たすことが, 系 31が成り立つための必要十分条件になっている. しかし, 上で求め
た $T_{n}^{*}$ に対して

$b^{*}(\theta)=E_{\theta}[\tau*(n\mathrm{x})]-g(\theta)$

とおくと
$b^{*}(\theta’)-b*(\theta)=-\{g(\theta’)-g(\theta)\}\{1-I_{\alpha}^{(n})(\theta, \theta’)\}$

となり常に (この必要十分条件を) 満たしているので, ここではチェックを要しないことが

分かる. よって, 以上により系 31が示されたことになる.

注意 31拡張された Vincze の不等式においては, 任意の標本分布, 推定目標に対して局
所的に等号が成立するような推定量が常に存在する. しかし, Vincze の不等式において等
号が成立する場合では, その下界は (拡張された Vincze の不等式の下界より) 大きくなる.

実際,
$0< \frac{(3.4)\text{の下}ffl}{(2.3)\text{の}\mathrm{T}R}.=I_{\alpha}^{(n)}(\theta, \theta’)<1$ (3.7)

より { $(3.4)$ の下界} $<$ { $(2.3)$ の下界} となっている.
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例 3.1 $\mathrm{X}=(X_{1}, \ldots, X_{n})$ を–様分布 $U(\theta, \theta+1)$ からの大きさ $n$ の無作為標本とする.
この例では

$I_{\alpha}^{(n)}(\theta, \theta’)=I(n)(\alpha \mathrm{o}, \delta)=1-(1-\delta)^{n}$

より, $\theta,$
$\alpha,$

$\delta$ を固定したとき, 系 3.1での推定量

$T_{n}^{*}(\mathrm{X})=\{$

$g(\theta)$ $(_{\mathrm{X}\in A_{\theta}\cap}A_{\theta}c,)$ ,
$(1-\alpha)g(\theta)+\alpha g(\theta/)$ $(\mathrm{x}\in A_{\theta}\cap A\theta’)$ ,
$g(\theta’)$ $(\mathrm{x}\in A_{\theta}\mathrm{C}\cap A_{\theta}’)$

に対して拡張された Vincze の不等式の両辺は–致し, その値は

$\alpha(1-\alpha)(1-\delta)^{n}\{g(\theta’)-g(\theta)\}2$

となる.

例 3.2 X $=(X_{1}, \ldots, X_{n})$ を密度関数 $p(x-\theta)$ が下の形で与えられる切断指数分布
$TE(\theta, \theta+1)$ からの大きさ $n$ の無作為標本とする.

$p(x)=\{$
$ce^{-x}$ $(0\leq x<1)$ ,
$0$ $(x<0, x\geq 1)$

但し, $c=e/(e-1)$ とする. この例では帰納法によ $V$)

$I_{\alpha}^{(n)}( \theta, \theta’)=I_{\alpha}^{(n)}(0, \delta)=1-\frac{1}{\alpha(e^{n\delta}-1)}(\frac{e-e^{\delta}}{e-1})^{n}$

となることが示されるので, $\theta,$
$\alpha,$

$\delta$ を固定したとき, 系 3.1での推定量 $T_{n}^{*}$ に対して定理
3.1の両辺は–致し, その値は

$\alpha(1-\alpha)\{g(\theta^{;})-g(\theta)\}2\frac{1}{\alpha(e^{n\delta}-1)}(\frac{e-e^{\delta}}{e-1})^{n}$

となる.

例 3.1, 例 32においては情報量 $I_{\alpha}^{(n)}(\theta, \theta’)$ の値が解析的に求められたが, 実際には解析
的に求められない場合も多い. ここで $I_{\alpha}^{(n)}(\theta, \theta’)$ は $n$ 変数の重積分で表されることから,
情報量の値が具体的に求められない場合には, $n\text{を固定すれば数値計算を行えることもあ}$

る. しかし, そうでないときのために, Vincze 自身による情報量 $I_{\alpha}^{(n)}(\theta, \theta’)$ の不等式によ
る評価を証明なしでいくつか紹介し $([\mathrm{V}92])$ , それらを用いて定理 3.1の不等式に対して次
の (1) $,(2)$ のような変形を考える.

(1)

$E_{1}$ $=$ $\{\mathrm{x}|p^{(n})(\mathrm{x}|\theta^{J})>p^{(n)}(\mathrm{X}|\theta)\}\cap(A_{\theta}\cap A\theta’)$

$E_{2}$ $=$ $\{\mathrm{x}|p^{(n)}(\mathrm{x}|\theta’)<p^{(n)}(\mathrm{x}|\theta)\}\mathrm{n}(A_{\theta}\cap A_{\theta}’)$

$E_{3}$ $=$ $\{\mathrm{x}|p^{(n)}(\mathrm{X}|\theta’)=p^{(n})(\mathrm{x}|\theta)\}\cap(A_{\theta}\cap A\theta’)$
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とおくと
$I_{\alpha}^{(n)}(\theta, \theta’)\leq 1-P_{\theta}(E_{1})-P_{\theta}’(E_{2})-P_{\theta}(E_{3})$

となる $([\mathrm{V}92])$ . 但し, $P_{\theta}(E)= \int_{E}p^{(}(n)\mathrm{x}|\theta)d\mu(\mathrm{X})$ とし, また $E_{1}\cup E_{2^{\cup}}E_{3}=A\theta^{\cap}A_{\theta}$ , とな

ることに注意が必要である. これより, (3.4) は .

$(1-\alpha)R(\theta, T_{n})+\alpha R(\theta t, T_{n})\geq\alpha(1-\alpha)\{g(\theta’)-g(\theta)\}2\{P\theta(E1)+P\theta^{\prime(E_{2})(}+P\theta E_{3})\}$

(3.8)
となる.

例 33 $\mathrm{X}=(x_{1}, \ldots, x_{n})$ を密度関数 $p(x-\theta)$ が下の形で与えられる三角形分布からの

大きさ $n$ の無作為標本とする.

$p(x)=\{$
$2(1-x)$ $(0\leq x<1)$

$0$ $(x<0, x\geq 1)$

このとき, $P_{\theta}(E_{1})=(1-\delta)^{2n},$ $P_{\theta’}(E_{2})=P_{\theta}(E\mathrm{a})=0$ より

$(1-\alpha)R(\theta, \tau_{n})+\alpha R(\theta’, \tau n)\geq\alpha(1-\alpha)(1-\delta)2n\{_{\mathit{9}}(\theta’)-g(\theta)\}2(>0)$

となる.

(2)
$D_{n}= \int_{A_{\theta^{\cup A}\theta’}}|p((n)\mathrm{X}|\theta’)-p(n)(\mathrm{X}|\theta)|d\mu(\mathrm{X})$

とおくと
$I_{\alpha}^{(n)}( \theta, \theta’)\leq\max\{\alpha, (1-\alpha)\}D_{n}$

となり $([\mathrm{V}92])$ , これより (3.4) は

$(1- \alpha)R(\theta, T_{n})+\alpha R(\theta^{\prime,\tau_{n})\alpha}\geq(1-\alpha)\{g(\theta’)-g(\theta)\}^{2}11-\max\{\alpha, (1-\alpha)\}D_{n}](3.9)$

になる.

例 34密度関数 $p(X|\theta)$ が

$p(x|\theta)=\{$

$p$ $(0\leq x\leq\theta, \theta+1\leq x\leq 2)$

$q$ $(\theta<X<\theta+1)$

$0$ $(x<0, x\geq 2)$

を持つ分布からの大きさ $n$ の無作為標本を $\mathrm{X}=(x_{1}, \ldots, x_{n})$ とする. 但し, $0<p<$
$q,$ $p+q=1,0<\theta<1$ とする. ここで (2) において

$\{$

$D_{1}=2(q-p)\delta$

$D_{n}\leq\{1-(q-p)\delta\}Dn-1+D_{1}$ $(n=2,3, \ldots)$
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となることから

$D_{n}\leq 2[1-\{1-(q-p)\delta\}^{n}]$ $(^{\forall}n\in \mathrm{N})$

となり
$f$
これを用いると

$(1-\alpha)R(\theta, T_{n})+\alpha R(\theta’, \tau n)$
.
.

$\geq$ $\alpha(1-\alpha)\{g(\theta’)-g(\theta)\}2[1-2\max\{\alpha, (1-\alpha)\}\{1 - (1-(q-p)\delta)^{n}\}]$

となる.

(2) において, 不等式 (3.9) の右辺は\alpha $=1/2$ で最大となり, $\alpha$ が 1/2の近傍では比較
的大きな値をとる. しかし, $\alpha$ が $0$ あるいは 1の近傍では負になってしまうこともあり,
そのような場合には良い評価にはなっていない. 次に, この (2) で 23節の条件と任意の
$\theta\in\Omega$ に対して $x\in A_{\theta}\cap A_{\theta}$ , ならば $p(x|\theta’)>p(x|\theta)$ であることを仮定する. 但し; 標本
の大きさ (次元) は–般の $n$ で考え, 推定目標 $g(\theta)$ の関数形も任意とする. このとき

$D_{n}=2[1- \{\int_{a+\delta}^{b}p(X)d_{X}\}n]=[1-\{1-\int_{a}a+\delta p(X)d_{X\mathrm{I}^{n}}]$

となるから, (3.9) は

$(1-\alpha)R(\theta, Tn)+\alpha R(\theta’, \tau_{n})$
.. . . .

$\geq$ $\alpha(1-\alpha)\{g(\theta’)-g(\theta)\}2[1-2\max\{\alpha, (1-\alpha)\}\{1-(1-\int_{a}^{a+}\delta)p(XdX\mathrm{I}^{n}\}]$

になる.

4 Bayes危険に関する Vinczeの不等式
この節では, Bayes危険を用いた Vincze の不等式 $([\mathrm{V}79])$ を述べ, 不偏性の条件がこの不.

等式に対して大きな制限を与えていることを示す.

まず, $\in\Omega\subset \mathrm{R}$ をある $\sigma$-有限測度 $\nu$ に対する密度\mbox{\boldmath $\lambda$} (または $\lambda’$) を持つ分布 A (ま
たは $\Lambda’$) に従う確率変数とし, この事前分布に関する台, $\theta$ の情報量等を次のように定義
する.

$q^{(n)}(\mathrm{X}|\lambda)$ $=$ $\int_{\Omega}p^{(n)}(\mathrm{x}|\theta)\lambda(\theta)d\nu(\dot{\theta})$ $(q^{(n)}( \mathrm{X}|\lambda’)=\int_{\Omega}p^{(n)}(\mathrm{X}|\theta)\lambda;(\theta)d_{\mathcal{U}}(\theta))$ ,

$q_{\alpha}^{(n)}(x:\theta, \theta’)$ $=$ $(1-\alpha)q^{(n)}..(\mathrm{x}|\lambda)+\alpha q^{(}(_{\mathrm{X}}n).|\lambda’)$ $(0<\alpha<1)$ ,

$g_{\lambda}$ $=$ $\int_{\Omega}g(\theta)\lambda(\theta)d\mathcal{U}(\theta)$

.

$(g_{\lambda^{\prime=}} \int_{\Omega}g(\theta)\lambda’(\theta)d\nu(\theta))$ ,
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$A_{\lambda}$ $=$ $\{\mathrm{x}|q^{(n)}(\mathrm{x}|\lambda)>0\}$ $(A_{\lambda’}=\{\mathrm{x}|q((n)\mathrm{x}\mathrm{i}\lambda’)>0\})$ ,

$\mathcal{I}_{\alpha}^{(n)}(\lambda, \lambda^{;})$ $= \int_{A_{\lambda}\cup A_{\lambda}\prime}\frac{\{q^{(n)}(\mathrm{x}|\lambda’)-q((n)\mathrm{x}|\lambda)\}^{2}}{q_{\alpha}^{(n)}(_{\mathrm{X}.\lambda},\lambda)}.’ d\mu(\mathrm{x})$ ,

$I_{\alpha}^{(n)}(\lambda, \lambda’)$ $=$ $\alpha(1-\alpha)\mathcal{I}_{\alpha}(n)(\lambda, \lambda J)=1-\int_{A}\lambda^{\cap A_{\lambda}\prime}\frac{q^{(n)}(x|\lambda)q^{(}(n)\mathrm{x}|\lambda\prime)}{q_{\alpha}^{(n)}(_{\mathrm{X}.\lambda},\lambda’)}.d\mu(\mathrm{x})$ ,

$E_{\lambda}[\tau_{n}(\mathrm{x})]$ $=$ $\int_{A\backslash }\tau_{n}(\mathrm{x})q)(n(\mathrm{x}|\lambda)d\mu(\mathrm{X})$ ,

$f^{(\dot{n})}(\theta|\mathrm{X})$ $=$ $\frac{p^{(n)}(_{\mathrm{X}}|\theta)\lambda(\theta)}{q^{(n)}(\mathrm{X}|\lambda)}$ (\mbox{\boldmath $\lambda$}に対する事後密度関数)

特に,
$\Lambda’(B)=\Lambda(B-\delta)$ $B-\delta=\{b-\delta|b\in B\}$

とおくとき

$q(\mathrm{x}|\lambda’)$ $=$ $\int_{\Omega}p^{(n)}(\mathrm{x}|\theta’)\lambda(\theta)d_{\mathcal{U}}(\theta)=\int_{\Omega}p^{(n)}(_{\mathrm{X}|}\theta+\delta)\lambda(\theta)d\nu(\theta)$,

$g_{\lambda’}$ $=$ $\int_{\Omega}g(\theta’)\lambda(\theta)d\nu(\theta)=\int_{\Omega}g(\theta+\delta)\lambda(\theta)d_{\mathcal{U}}(\theta)$

となる.

定理 4.1 (Bayes 型Vincze の不等式 [V79]) 二つの事前分布 $\Lambda,$
$\Lambda’$ を与えたときに次の

不偏性の条件 $E_{\lambda}[T_{n}(\mathrm{x})]=g_{\lambda},$ $E_{\lambda’}[T_{n}(\mathrm{X})]=g_{\lambda’}$ を満たす任意の推定量 $T_{n}(\mathrm{X})$ に対して,

$(1- \alpha)\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\lambda[\tau_{n}(\mathrm{X})]+\alpha \mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{r}_{\lambda’}[T_{n}(\mathrm{X})]\geq\alpha(1-\alpha)(g_{\lambda’}-g_{\lambda})2\{\frac{1}{I_{\alpha}^{(n)}(\lambda,\lambda’)}-1\}$ (4.1)

が成り立つ.

(証明) 定理 21の証明において\theta を $\lambda$ ( $\theta’$ を $\lambda’$), $g(\theta)$ を $g_{\lambda}$ ( $g(\theta^{J})$ を $g_{\lambda}’$ ) と機械的に読

みかえると全く同様の手順にて得られるため, ここでは省略する 1

系 4.1不等式 (4.1) において等号が成立するための必要十分条件は, 与えられた事前分布
$\Lambda,$

$\Lambda’$ に対して $\alpha,$
$\delta$ を固定したとき $g(\theta)$ の推定量 $T_{2,n}$ が $\mathrm{x}\in A_{\lambda}\cup A_{\lambda}$; において

$T_{2,n}( \mathrm{x})=\frac{\alpha(1-\alpha)(g\lambda^{\prime-}g\lambda)}{I_{\alpha}^{(n)}(\lambda,\lambda’)}\cdot\frac{q^{(n)}(_{\mathrm{X}}|\lambda’)-q((n)\mathrm{X}|\lambda)}{q_{\alpha}^{(n)}(_{\mathrm{X}.\lambda},\lambda’)}.+\{(1-\alpha)g\lambda+\alpha g\lambda^{;\}}$ (42)

と表されることである.

(証明) 系 2.1の導出過程において\theta を $\lambda$ ( $\theta’$ を $\lambda’$), $g(\theta)$ を $g_{\lambda}$ ( $g(\theta^{J})$ を $g_{\lambda}’$ ) と読みかえ

ることにより同様に示されるため, これも省略する 1
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注意 41定理 4.1 を Bayes 推定量に適用することを考える. 後述の補題 52 より事前
分布 A に関する $g(\theta)$ の Bayes 推測量 $T_{\lambda,n}$に対して, 不偏性の条件 $E_{\lambda}[T_{\lambda,n}(\mathrm{X})]=g_{\lambda}$ ,
$E_{\lambda’}[T_{\lambda,n}(\mathrm{X})]=g_{\lambda’}$ が成立しない場合には, $T_{\lambda,n}$ についてはこの Bayes 型 Vincze の不等
式は成り立たず, 定理 4.1は実質的な意味を持たないことになる. 尚, この条件に関して
$E_{\lambda}[\tau_{\lambda,n}(\mathrm{x})]=g_{\lambda}$ は常に成立する –方, $E_{\lambda’}[T_{\lambda,n}(\mathrm{x})]=g_{\lambda’}$ は–般には成り立たないと
予想される.

系 42不等式 (4.1) において等号が成立するための必要十分条件は, 与えられた事前分布
$\Lambda,$

$\Lambda’$ に対して $\alpha,$
$\delta$ を固定したとき

$\frac{1}{I_{\alpha}^{(n)}(\lambda,\lambda’)}-1=\alpha\{(\frac{1}{I_{\alpha}^{(n)}(\lambda,\lambda’)}-1\mathrm{I}\int_{A_{\lambda^{\cap}}A^{\mathrm{c}}\lambda^{l}}q^{(n)}(\mathrm{x}|\lambda)d\mu(_{\mathrm{X}})$

.

$+ \int_{A_{\lambda^{\cap}}}|A_{\lambda}l(\frac{1-\alpha}{I_{\alpha}^{(n)}(\lambda,\lambda’)}\cdot\frac{q^{(n)}(_{\mathrm{X}}|\lambda’)-q(n)(_{\mathrm{X}}|\lambda)}{q_{\alpha}^{(n)}(_{\mathrm{X}.\lambda},\lambda)}.\cdot’+1)2\}q^{(n}()\mathrm{X}|\lambda)d\mu(_{\mathrm{X}})$

$+(1- \alpha)\{(\frac{1}{I_{\alpha}^{(n)}(\lambda,\lambda’)}-1\mathrm{I}^{2}\int_{A^{\mathrm{C}}A}’)q^{(n)}(\mathrm{x}$:$\lambda^{l}d\mu(_{\mathrm{X}})\lambda^{\cap}\lambda$

$+ \int_{A_{\lambda}A_{\lambda}\prime}.\cap(\frac{\alpha}{I_{\alpha}^{(n)}(\lambda,\lambda’)}\cdot\frac{q^{(n)}(_{\mathrm{X}}|\lambda’)-q(n)(_{\mathrm{X}}|\lambda)}{q_{\alpha}^{(n)}(_{\mathrm{X}.\lambda},\lambda’)}.-1)^{2}q(n)(\mathrm{X}|\lambda’)d\mu(_{\mathrm{X}})\}$

となることである.

(証明) 系 22の証明において\theta を $\lambda$ ( $\theta’$ を $\lambda’$), $g(\theta)$ を島 ( $g(\theta’)$ を $g_{\lambda}’$ ) と置き換えれば
よいので, ここでは省略する.

5 Bayes型Vinczeの不等式の拡張
この節では, Bayes 型 Vincze の不等式から不偏性の条件を外し, その拡張を考える. 次

に, この拡張された Bayes型不等式の等号成立条件を求め, 任意の事前分布, 推定目標に対
して下界が達成されることを示す. 最後に, MSE による Vincze の不等式を用いて Bayes
型に拡張する方法について, 詳しく検討する.

補題 5.1 $g(\theta)$ の任意の推定量 $T_{n}$ に対して

$(1-\alpha)E_{\lambda}[\{T_{n}(\mathrm{x})-g\lambda\}2]+\alpha E_{\lambda’}[\{T_{n}(\mathrm{X})-g\lambda’\}^{2}]$

$\geq$ $\alpha(1-\alpha)[(g_{\lambda’}-g\lambda)^{2}(\frac{1}{I_{\alpha}^{(n)}(\lambda,\lambda’)}-1)+(b_{\lambda’}-b\lambda)2\frac{1}{I_{\alpha}^{(n)}(\lambda,\lambda’)}$

$+2(g_{\lambda’}-g_{\lambda})(b \lambda’-b\lambda)\backslash (\frac{1}{I_{\alpha}^{(n)}(\lambda,\lambda’)}-1)]$
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$=$ $\alpha(1-\alpha)[\frac{1}{I_{\alpha}^{(n)}(\lambda,\lambda’)}\{(b_{\lambda’}-b\lambda)+(g\lambda^{;-}g_{\lambda})\{1-I^{(n})(\alpha\lambda, \lambda’)\}\}^{2}$

$+(g_{\lambda’}-g_{\lambda})\{1-I_{\alpha}(n)(\lambda, \lambda’)\}]$

.
$\cdot$

.
(5.1)

が成立する. ここで, \mbox{\boldmath $\lambda$}(事前分布 A), $\alpha,$
$\delta$ を固定して

$T_{3,n}(\mathrm{x})-$
$=$ $\frac{\alpha(1-\alpha)\{(g_{\lambda g_{\lambda}}\prime-)+(b\lambda\prime-b_{\lambda})\}}{I_{\alpha}^{(n)}(\lambda,\lambda’)}$

. $\frac{q^{(n)}(_{\mathrm{X}}|\lambda’)-q^{()}n(_{X}|\lambda)}{q_{\alpha}^{(n)}(\mathrm{x}\cdot\lambda,\lambda)}.$

’

$+\{(1-\alpha)_{\mathit{9}+}\lambda\alpha g\lambda^{;\}}$ $\backslash \cdot$ .
$\cdot$ . (52)

とおくと, この不等式において等号が成立する.

定理 51(Bayes型Vincze の不等式の拡張) $g(\theta)$ の任意の推定量 $T_{n}(\mathrm{X})$ に対して,

$(1-\alpha)E\lambda[\{\tau_{n}(\mathrm{x})-g_{\lambda}\}^{2}]+\alpha E\lambda’[\{\tau_{n}(\mathrm{X})-g\lambda’\}^{2}]\geq\alpha(1-\alpha)(g\lambda’-g_{\lambda})2\{1-I_{\alpha}^{(n})(\lambda, \lambda’)\}$

(5.3)

が成り立つ.

系 51定理 51において等号が成立するための必要十分条件は, 二つの事前分布 $\Lambda,$
$\Lambda’$ と

$\alpha,$
$\delta$ を固定したとき, $g(\theta)$ の推定量 $T_{n}^{**}$ が $\mathrm{x}\in A_{\lambda}\cup A_{\lambda’}$ において

$T_{n}^{**}(_{\mathrm{X}})= \alpha(1-\alpha)(g_{\lambda^{l}}-g_{\lambda})\frac{q^{(n)}(\mathrm{X}|\lambda^{l})-q^{(})n(\mathrm{x}|\lambda)}{q_{\alpha}^{(n)}(_{\mathrm{X}.\lambda},\lambda)}.’+\{(1-\alpha)g\lambda+\alpha g_{\lambda}’\}$ , (5.4)

すなわち

$T_{n}^{**}(\mathrm{X})=\{$

$g_{\lambda}$
$(\mathrm{x}\in A\lambda\cap A^{c}\lambda’)$ ,

(5.4) の右辺 $(\mathrm{x}\in A_{\lambda}\cap A_{\lambda’})$ ,
$g_{\lambda’}$

$(_{\mathrm{X}\in A^{\mathrm{c}}\cap}\lambda A\lambda^{\prime)}$

の形に表されることである.

尚, 補題 51, 定理 51, 系 51の証明についてはそれぞれ補題 31, 定理 31, 系 3.1の

導出過程において\theta を $\lambda$ ( $\theta’$ を $\lambda’$ ), $g(\theta)$ を島 ( $g(.\theta’)$ を $g_{\lambda}’$ ) と機械的に読みかえることに

よって全く同様の手順にて得られるため, ここでは省略する.

注意 5.1系 3.1 と同様の議論を繰り返すことになるが, 系 5.1においては (5.1) の最終

項の形より, 与えられた事前分布 A と下界を達成すべき推定量の偏り $b$ に対して

$b_{\lambda^{\prime-}}b_{\lambda}=-(g_{\lambda}’-g_{\lambda})\{1-I_{\alpha}^{(n)}(\lambda, \lambda’)\}$

を満たすことが必要であり, これは十分条件にもなっている. しかし

$b_{\lambda}^{**}=E\lambda[\tau_{n}^{*}*(\mathrm{x})]-g\lambda$

134



とおくと
.

$b_{\lambda\lambda}^{**},$$-b^{*}*-(=g\lambda’-g_{\lambda})\{1-I_{\alpha}^{()}n(\lambda, \lambda’)\}$

となり常に満たしていることから, ここではチェックを要しないことが分かる.

次に, MSE による Vincze の不等式を用いて Bayes型の情報量不等式を構成する方法を
述べる. ここでは, $\Lambda’(B)=\Lambda(B-\delta)(B-\delta=\{b-\delta|b\in B\})$ を仮定し, Bayes 危険を
$r( \lambda, T_{n})=\int_{\Omega}R(\theta, T_{n})\lambda(\theta)d\mathcal{U}(\theta)$ で定義する.

定理 52事前分布 A を与えたとき, 任意の推定量 $T_{n}(\mathrm{X})$ に対して

$(1- \alpha)r(\lambda, \tau n)+\alpha r(\lambda/, \tau n)\geq\alpha(1-\alpha)\int_{\Omega}\{g(\theta’)-g(\theta)\}^{2}\mathrm{t}1-I_{\alpha}(n)(\theta, \theta’)\}\lambda(\theta)d\nu(\theta)$

が成り立つ.

(証明) 定理 3.1の不等式

$(1-\alpha)R(\theta, T_{n})+\alpha R(\theta’, \tau n)\geq\alpha(1-\alpha)\{g(\theta’)-g(\theta)\}2\{1-I_{\alpha}^{(n)}(\theta, \theta^{J})\}$ (5.5)

の両辺の事前分布 A に関する積分を考えると, 不等式の大小関係はそのまま保たれるこ
とから, これは明らかである.

補題 52 $([\mathrm{L}83])$ A を事前分布とし, この分布に関して Bayes危険 $r$ が有限となる $g(\theta)$

の推定量 $T$ が, 少なくとも –つは存在することを仮定する. このとき二乗損失 $L(\theta, d)=$

$\{d-g(\theta)\}^{2}$ に対する Bayes危険 $r$ を最小にする推定量 (Bayes推定量) $T_{\lambda,n}$ は

$T_{\lambda,n}( \mathrm{X})=E[g()|\mathrm{X}=\mathrm{x}]=\int_{\Omega}g(\theta)f(n)(\theta|\mathrm{x})\lambda(\theta)d_{\mathcal{U}}(\theta)$

と表される.

証明は省略する.

系 52事前分布 $\Lambda,$
$\Lambda’$ に対するそれぞれの Bayes推定量乃,n’ $T_{\lambda’,n}$ の凸結合を

$T_{n}^{(\alpha)}(\mathrm{x})=(1-\alpha)\tau_{\lambda},n(\mathrm{x})+\alpha T_{\lambda’,n}(\mathrm{x})$

とすると

$\inf_{T_{n}}\{(1-\alpha)r(\lambda, \tau n)+\alpha r(\lambda’, Tn)\}$

$= \inf_{T_{n}}r((1-\alpha)\lambda+\alpha\lambda’, T_{n})=r((1-\alpha)\lambda+\alpha\lambda^{j},$ $T_{n}(\alpha))$

$=(1-\alpha)E[\{g()\}^{2}]+\alpha E[\{g(+\delta)\}^{2}]-\alpha(1-\alpha)E_{\lambda}[\{\tau_{n}^{(}\alpha)(\mathrm{x})\}^{2}]$ (56)

が成り立つ. 但し, $E[g()]= \int_{\Omega}g(\theta)\lambda(\theta)d\nu(\theta)(=g_{\lambda})$ とする.
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(証明) 補題 52を用いると, Bayes危険の線形性により, 前半部分

$\inf_{T_{n}}\{(1-\alpha)r(\lambda, Tn)+\alpha r.(\lambda’, T_{n})\}|$ $=$ $\inf_{T_{n}}r((1-\alpha)\lambda+\alpha\lambda’, \tau n)$

$=$ $r((1-\alpha)\lambda+\alpha\lambda’,$ $T(\alpha))n$

については直ちに示される. また, 二乗損失 $L(\theta, d)=\{d-g(\theta)\}^{2}$ と任意の推定量 $T_{n}$ に

対して
.

$E_{\alpha}[\tau_{n}(\mathrm{x})]$ $=$ $(1-\alpha)E[L(, \tau(\mathrm{X}))|\mathrm{x}=\mathrm{x}n]+\alpha E[L(+\delta, T(n\mathrm{X}))|\mathrm{x}=\mathrm{x}]$

$=$ $E[(1-\alpha)L(, T_{n}(\mathrm{x}))+\alpha L(+\delta, \tau_{n}(\mathrm{X}))|\mathrm{x}=\mathrm{x}]$

になるから

$E_{\alpha}[\tau_{n}^{(\alpha)}(\mathrm{X})]=E_{\alpha}[(1-\alpha)\tau_{\lambda,n}(\mathrm{x})+\alpha\tau_{\lambda}’,(n\mathrm{X})]$

$=(1-\alpha)E[\{g()\}^{2}|\mathrm{x}=\mathrm{X}]+\alpha E[\{g(+\delta)\}^{2}|\mathrm{x}=\mathrm{X}]-.\alpha(1-\alpha.)\{T_{n}(\alpha)(\mathrm{x})\}^{2}$

となる. ここで, Fubini の定理を用いると

$r((1-\alpha)\lambda+\alpha\lambda’,$ $\tau_{n}^{(}\alpha))=\int_{\mathcal{X}}E_{\alpha}[\tau_{n}(\alpha)(\mathrm{X})]q^{(}(X|\lambda)n)d\nu(_{X})$

$=(1-\alpha)E[\{g()\}^{2}]+\alpha E[\{g(+\delta)\}^{2}]-\alpha(1-\alpha)E_{\lambda}[\{T_{n}(\alpha)(\mathrm{x})\}^{2}]$

となり, 後半部分も証明されたことになる.

例 5.1密度関数 $p(X|\theta)$ が

$p(x|\theta)=\{$

$p$ $(0\leq x\leq\theta, \theta+1\leq X\leq 2)$

$q$ $(\theta<X<\theta+1)$

$0$ $(x<0, x\geq 2)$

を持つ分布からの標本を $X$ とする. 但し, $0<p<q,$ $P+q=1,0<\theta<1$ とする. ここ
で, 事前分布 $\Lambda,$ $\Lambda’$ をそれぞれ–様分布 $U(\mathrm{O}, 1-\delta),$ $U(\delta, 1)$ とし, $g(\theta)=\theta$ の推定を考え
る. また, $\{\theta|\lambda(\theta)>0\}\cap\{\theta|\lambda’(\theta)>0\}\neq\phi$ を満たすようにするため, $0<\delta<1/2$ を仮
定する. 一般に定理 52, 系 52より, 不等式

$(1-\alpha)E[\{g()\}^{2}]+\alpha E[\{g(+\delta)\}^{2}]-\alpha(1-\alpha)E_{\lambda}[\{\tau_{n}^{(}\alpha)(\mathrm{x})\}^{2}]$

$\geq\alpha(1-\alpha)\int_{\Omega}\{g(\theta’)-g(\theta)\}2\{1-I(n)(\theta, \theta;)\}\alpha(\lambda\theta)d\nu(\theta)$ (5.7)

が得られ, この例で不等式の両辺の値を計算すると

$\frac{(1-\delta)^{2}}{12}-\frac{\delta(1-\delta+2\alpha\delta)}{4}-\frac{1}{4(1-\delta)}(*)$

.

$\geq\alpha(1-\alpha)\delta^{2}\cdot\frac{\alpha(1-\alpha)(1-\delta)(q-p)^{2}+pq}{\alpha(1-\alpha)(q-p)^{2}+pq}$ (5.8)
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となる、但し

$(*)$ $=$ $\int_{0}^{1-\delta}[\frac{\{p(1-\delta+\alpha\delta)^{2}+(q-p)(_{X}+\alpha\delta)2-q\alpha^{2}\delta^{2}\}^{2}}{p(1-\delta)+(q-p)X}$

$+$ $\frac{\{q(1-\delta+\alpha\delta)^{2}-(q-p)(X+\alpha\delta)2-\mathrm{P}^{\alpha\delta^{2}\}^{2}}2}{q(1-\delta)-(q-p)X}]d\mu(X)$

とする. 尚, (5.8) の右辺 (一般に不等式 (5.7) の右辺) は Bayes危険の凸結合の一つの下界
となっているが, 等号が成立するのは極めて難しいことと思われる (注意 53).

注意 5.2 $r(\lambda, T_{n})$ と $E_{\lambda}[\{T_{n}(\mathrm{x})-g\lambda\}2]$ の大小関係について考える. 与えられた事前分
布 A に関して

$r(\lambda, T_{n})\geq E\lambda[\{\tau(n\mathrm{x})-g\lambda\}2]$ (5.9)

となっていれば

$(1-\alpha)r(\lambda, T)n+\alpha r(\lambda’, \tau)n$ $\geq$ $(1-\alpha)E_{\lambda}[\{Tn(\mathrm{x})-g\lambda\}^{2}]+\alpha E\lambda’[\{\tau_{n}(\mathrm{x})-g\lambda’\}2]$

$\geq$ $\alpha(1-\alpha)(g_{\lambda’}-g_{\lambda})2\{1-I_{\alpha}^{(n)}(\lambda, \lambda’)\}$ (5.10)

となり, (5.10) の右辺は Bayes危険 $r$ を凸結合したものの一つの評価であるといえる, 特
に, (5.9) の等号が成立すれば, 不等式 (5.10) の下界を達成する推定量が存在する場合も
考えられる, ここで

$r(\lambda, T_{n})-E_{\lambda}[\{\tau_{n}(\mathrm{x})-g\lambda\}^{2}]$ $=$ $\mathrm{v}_{\mathrm{a}}\mathrm{r}[g()]-2\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{v}[g(), b()]$

$=$ $-\mathrm{v}_{\mathrm{a}\mathrm{r}}[g()+b()]+\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{r}[b()]$

となることを用いると

$r(\lambda, T_{n})\geq E_{\lambda}[\{\tau_{n}(\mathrm{x})-g\lambda\}^{2}]$ より $\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{r}[g()]\leq-2\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{v}[g(), b()]$

となり, このとき $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{v}[g(), b()]\leq 0$ を満たすことが必要である. しかし, これらの値は
偏り $b$ に依存しているため, $r(\lambda, T_{n})$ と $E_{\lambda}[\{T_{n}(\mathrm{x})-g\lambda\}^{2}]$ の大小関係については, 一般
論ではこれ以上の結果が得られないとも考えられる.

注意 5.3系 3.1より, 定理 5.2において等号が成立するためには, $\lambda(\theta)>0$ を満たす任
意の $\theta\in\Omega$ に対して

$\tau_{n}^{(\alpha)}(\mathrm{X})=T^{*}(n\mathrm{X})=\alpha(1-\alpha)\{g(\theta’)-g(\theta)\}\frac{p^{(n)}(\mathrm{X}|\theta’)-p((n)\mathrm{x}|\theta)}{p_{\alpha}^{(n)}(\mathrm{x}\cdot\theta,\theta’)}.+\{(1-\alpha)g(\theta)+\alpha g(\theta’)\}$

となることが必要であり, そのためには少なくとも混合 Bayes推定量 $T_{n}^{(\alpha)}$ の値が母数 $\theta$

に依存しないことが要請される. これは非常に厳しい条件であり, 事前分布 A が–点に集
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中している場合以外に満たされることは稀である. その上, 事前分布が–点に集中してい
る場合には実質的に定理 31と定理 52は同じことを意味しているので, 定理 52におい

て本質的に等号が成立する例を見つけることは, 極めて難しいと予想される. 尚, 関連す

る話題として, Brown and Gajek, 佐藤赤平らが Cram\’er-Rao の情報不等式の Bayes危険
への拡張について論じている ([BG90], [SA96]).
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