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本稿では、.リーマン対称空間上の不変微分作用素環の動径成分のなす
環の–般化として Oshima-Sekiguchi によって定義された、Weyl 群不変
な可換微分作用素環の–意性について論じる。ここでは「–意性」という
言葉を環全体として今までに知られているもの以外にあるかという意味
で使っているが、 もっと問題を広げて 2階の微分作用素 (=ハミルトニア
ン) と可換な微分作用素 (=運動の不変量) はどれだけあるか ? という問題
をここでは考える。 .. ., .

1. WEYL 群不変な可換微分作用素環についての復習
まず [OS] に従って Weyl 群不変な可換微分作用素環の定義を復習し、

[OS] と [OOS] で得られた結果を述べる。
定義 (Weyl 群不変な可換微分作用素環). $W$ を weyl 群とする

と $W$ は自然に $\mathbb{R}^{n}$ &‘ そ $\dot{\text{の}}\not\in\dot{\text{素}_{}\backslash }t\mathrm{b}\mathbb{C}n$ に作用する o
$C\text{を_{、}以下の条件を満たす微}.\text{分}$\ell ER\not\equiv ‘gの成す環とし、それを Weyl 群

$7\text{、^{}-\mathrm{X}}\acute{\grave{\wedge}}$な $\urcorner \mathrm{p}\text{換}ffl\text{分作用素_{}\backslash \mathrm{R}}\prime \mathrm{p}\text{と}\mathrm{c}-1--\text{て}[]\mathrm{h}_{\overline{\equiv}2}^{-.\vee}’arrow \text{と}l\vee.\text{する}$ .
(C1) $C$ の元は $0\in\overline{\Omega}$ を満たす $\mathbb{C}^{n}$ の W-不変な連結開部分集合上の正

則微分作用素である。 .

(C2) $C$ の元は互いに可換である。
(C3) $C$ の元は W-不変で、その主シンボルは座標 $\{x_{i}\}$ について定数

である。
(C4) $C_{:}$. にはラプラシアン $H=1/2 \sum_{i}^{n}=1\partial_{x:}2+R(x)$ が含まれる。
(C5) $C$ の元の主シンボル達は $\mathbb{C}[\partial_{x}]^{W}$. を生成する。
$W$ が古典型 Weyl 群であるとき、Ochiai-Oshima-Sekiguchi によって、

上記の条件を満たすポテンシャル関数 $R(x)$ が完全に分類され、また $C$

の生成元が具体的な形で求められた。ここでは $R(x)$ の分類を復習してお
く。 $C$ の生成元の具体形については原論文を参照してください。
定理 ( $[\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{s}$ , Theorem 1]). $R(x)$ は次のように表される :

$R(x)– \sum_{\leq 1i<j\leq n}u(X_{i}-x_{j})$
, $W$ :An-l-型,
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れ

$R(x)= \ldots\sum_{<1\leq ij\leq n}(u(X_{i}-xj)+u(x_{i}+X_{j}))+\sum_{i=1}v(x_{i})$
, $W:B_{n}\neg\ovalbox{\tt\small REJECT}$ ,

$R(x)=1 \leq<j\leq n\sum_{i}(u(Xi-x_{j}.)+.\cdot u(Xi+x\dot,j)-\cdot.\cdot..\cdot.=\cdot...\backslash \cdot.\cdot \mathrm{a})$

, $W:D_{n^{-}}\ovalbox{\tt\small REJECT}\downarrow$.

さらに、 この $u(t)$ と $v(t)$ という関数は以下のように表される:
$W$ が $A_{n-1}$ -型で $n\geq 3$ のとき ‘

” .

(1.1) $u(t)=C_{1}\wp(t)+C_{2}$ .

$W$ が $B_{n}$-型で $n\geq 3$ のとき、

(1.2)

またま

(1.3) $u(t)=C_{1}t^{-2}+C_{2}t^{2}+C_{3}$ and $v(t)=C_{4}t^{-2}+C_{5}t^{2}+C_{6}$

またま

(1.4) $u(=c_{1}$ かつ $v(t)$ は任意の関数。

$W$ が $D_{n}$ -型で $n\geq 4$ のとき、 $u$ は (1.2) または (1.3) である。
$W$ が $B_{2}$ -型のとき、 $(u(\iota), v(t))$ は (1.2), (1.3), (1.4) または

(1.5)

または

(16)

または

(1.7) $v(t)=C_{1}$ で $u(t)$
.
は任意の関数

である。 ここで $C_{i}$ たちは任意の複素定数で、 $\wp(t)$ は、基本周期が $2^{\wedge}\omega_{1}’$ ,
$2\omega_{2}$ である Weierstrass の楕円関数 $\wp(t|2\omega_{1},2\omega_{2})$ を表し、 $e_{3}$

.
$\text{は}\wp^{\prime 2}=$

$4(\wp-e1)(\wp-e_{2})(\wp-e_{3})\vee$ を満たす複素数である。 : .... :.

ここで楕円関数の周期としては無限大も許す。すると $\wp(t|\infty, \infty)=t^{-}2$

と $\wp(t|\sqrt{-1}\pi, \infty)=\sinh^{-2}t+1/3$ により、上記の可換微分作用素環の極
限として、三角関数や有理関数をポテンシャルに持つ可換微分作用素環が
得られる。
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2. 問題設定と記法

\S 1で見たように、 $C$ に含まれる 2階の微分作用素は、$.W\text{に対する}\mathrm{K}.\mathrm{s}-$

ト系を $\Sigma$ , その positive system を $\Sigma^{+}$ としたとき、

$H= \frac{1}{2}\sum_{i=1}n\partial^{2}+\sum_{\alpha\in\Sigma^{+}}x:\alpha((\alpha,X))u$

という形で表される。
本稿の主題は、冒頭にも書いた通り、

問題. $u_{\alpha}(t)$ を\S 1の分類の中から--つとり固定する。 このとき $H$ と
可換な微分作用素 $P$ は、 [OOS] で構成された環に含まれるか ?

という問題を考えることである。 ここで重要なのは $P$ に

(1)W-不変性
(2) 主シンボルについての定数係数性

..

の条件を全 \langle 仮定していない、 という点にある。 リーマン対称空間上の
不変微分作用素環や Calogero-Moser-Sutherland モデルに現れるものは、
これらの条件を満たしているが、そうでないものはあまり知られていな
いことから、これらの条件はそれほど本質的ではないのではないか、とい
うことが考えられる。 .- ..
以下それを論じるために、記法を定めておく。
$R^{n}$ の正規直交基底 $\{e_{1}, \ldots, e_{n}\}$ を定め、 $\sum_{i=1}^{n}$ $xiei\in \mathbb{C}^{n}’=\mathbb{R}^{n}\otimes_{\mathrm{R}}\mathbb{C}$

により $\mathbb{C}^{n}$ の座標 $(x_{1}, \ldots, x_{n})$ を用いる。
$W$ を Weyl 群とし、対応する reduced ルート系を $\Sigma$ で表す。 $A_{n-1}$ ,

$B_{n}$ , Dn-型のノ– ト系 $\Sigma$ は $\mathbb{R}^{n}$ で自然に実現され、その positive systems
として次のものをとり、以下それを用いる:

An-l-型 : $\Sigma^{+}=\mathrm{t}e_{i}-e_{j}$ ; $1\leq i<j\leq n$},
Bn-型 : $\Sigma^{+}=\{e_{i}\pm ej;1\leq i<j\leq n\}\cup\{e_{i};1\leq i\leq n\}$ ,
Dn-型 : $\Sigma^{+}=\{e_{i}\pm ej;1\leq i<j\leq n\}$ .

偏微分記号を $\partial_{x_{i}}=\partial/\partial x_{i}(1\leq i\leq n)$ で定める。 $\alpha\in\Sigma$ と $x=$
$(x_{1}, \ldots, x_{n})\in \mathbb{C}^{n}$ に対し、 $\langle\alpha, x\rangle$ をそれらの coupling とする。例えば
$\alpha=e_{i}-e_{j}$ なら $\langle\alpha, x\rangle=x_{i}-x_{j}$ である。ノレ一 $\text{ト}\alpha$ のノルム $|\alpha|$ を
$|\alpha|=\sqrt{\langle\alpha,\alpha\rangle}$ で定義する。 $\alpha$ と $\partial_{x}:=(\partial_{x_{1}}, \ldots, \partial_{x_{n}})$ の coupling $(\alpha,$ $\partial_{x}\rangle$

も同様に定める。
多重指数 $p=$ ($p_{1},$ $\ldots$ ,pn)\in Z;。に対し、 $\partial_{x}^{P}:=\partial_{x_{1}}p1\ldots\partial_{x_{n}^{n}}p$ とし、 また

$|p|:= \sum_{i=1}npi$ とおく。
$P$ を $\mathbb{C}^{n}$ のある開集合上の微分作用素としたとき、$P_{k}= \sum_{|p|k}=a_{p}(x)\partial_{x}p$

として $P$ を $P= \sum_{k=}^{m}\mathrm{o}P_{k}$ のように分解し、 $\tilde{P}_{k}:=\sum_{|p|=}kpa(x)\xi^{p}(\xi=$
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$(\xi_{1}, \ldots, \xi_{n}))$ とおく。特に Pm を $P$ の主シンボルという。 $\xi$ に対しても $x$

の場合と同じように $\partial_{\xi:},$ $\partial_{\xi}^{p},$
$\langle$

$\alpha,$ $\xi)$ , $\langle$

$\alpha,$
$\partial_{\xi})$ を定める。

2n-変数可微分関数 $f(x, \xi),$ $g(X, \xi)$ に対して Poisson 積 $\{$ , $\}$ を..

$\{f,g\}=$
.

$\sum_{=i1}((\partial_{\xi:}f)(\partial n)x_{i}g-(\partial_{x}.f*)(\partial_{\xi g))}$:

で定める。よく知られているように、 2つの微分作用素 $P$ と $Q$ が可換
なら、それらの主シンボル $\sigma(P)$ と $\sigma(Q)$ は Poisson 積で可換である。

3. 基本的な結果
$P$ を $H$ の定義域の連結開部分集合上正則な m-階の微分作用素で、 $H$

と可換なものとする。 $[H, P]=0$ という条件から容易に導き出せる結果
をまずこの節で述べる。
まず前節の最後に注意したことから、

(3.1) $\{\frac{1}{2}\sum_{i=1}\xi^{2}i’\tilde{P}m\}n=\sum_{=i1}\xi i\partial_{x}.\tilde{P}_{m}=n.0$

が成り立つ。以下記法の簡便のため、 $D:= \sum_{i=}^{n}1\xi i\partial x:’ \mathcal{L}:=\sum i=n1x:^{\partial}\partial\xi_{i}$

という記号を用いる。 $y_{1},$
$\ldots,$ $y_{n}$ を

(3.2) $y_{j}= \frac{x_{j}}{\xi_{j}}-\frac{x_{j+1}}{\xi_{j+1}}$ $(1\leq j\leq n-1)$

で定めると、まず次のことがわかる。

補題 3.1. いまの記法で

(3.3)

が成り立つ。また $\alpha\in\Sigma^{+}$ と正則関数 $f(t)$ に対し、

(3.4) $f’(( \alpha,x))=D(\frac{f(\langle\alpha,x))}{(\alpha,\xi)})$

が成り立つ。
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系 3.2.
(1) $\tilde{Q}(x, \xi)$ が $\{1/2\sum_{i1}n=\xi_{i}2,\tilde{Q}\}=0$ を満たすなら $\tilde{Q}$ は $y_{1},$ $\ldots,$ $y_{n-1}$

と $\xi$ の関数である。, .. :.

(2) 正則微分作用素 $Q$ が $H$ と可換で、 $H$ の定義域の連結開部分集
合上定義されているとする。 このとき $Q$ の主シンボル $\sigma(Q)$ は
$\mathcal{R}:=\mathbb{C}[\xi_{i}(1\leq i\leq n), x_{i}\xi_{jj}-x\xi_{i}(1\leq i<j\leq n\cdot)]$ の元であり、
$Q$ の最高階の項は $\mathbb{C}^{n}$ 全体に解析接続される。

(3) $\tilde{Q}(x, \xi)\in \mathcal{R}$ が $\xi$ について対称、 つまり任意の\mbox{\boldmath $\sigma$}\in $\mathfrak{S}_{n}$ に対して
$\tilde{Q}(x, \sigma(\xi))=\tilde{Q}(x, \xi)$ が成り立つなら $\tilde{Q}\in \mathbb{C}[\xi]$ が成り立つ。

証明. (1) 与えられた条件より $\{1/2\sum^{n}i=1\xi^{2}i’\tilde{Q}\}=\sum_{i}n\xi_{i}=1\partial_{x^{\tilde{Q}=}}D:\tilde{Q}=$

$0$ であるので (1) は $(3.3)$ より得られる。
(2) 前節最後の注より $D\sigma(Q)=0$ である。さらに $(3.3)$ により、$\partial_{x:}\sigma(Q)$

$=-[D,$ $\partial\epsilon:|\sigma(Q)=-D\partial_{\xi}\sigma:(Q)$ であるが、ここで帰納法により $\partial_{x}^{p}\sigma(Q)=$

$(-1)^{|p|}D|p|\partial_{\xi}p(\sigma Q)/|p|!$ であることが示される。 $\sigma(Q)$ は $\xi$ について多項
式であるから、 $\sigma(Q)$ は $x$ についても多項式である。よって (2) は (1) よ
り得られる。

(3) $R$ の定義より $\tilde{Q}(\xi, x)$ は $D\tilde{Q}(\xi, x)=0$ を満たす。ここで $\tilde{Q}$ は $\xi$ につ
いて対称であるから、 $\xi_{j}\partial x_{i}^{\tilde{Q}(}\xi,$ $x$ ) $+ \xi_{i}\partial x\mathrm{j}\tilde{Q}(\xi, X)+\sum_{p\neq:}^{n_{\mathrm{P}--1}},\xi p\partial_{x_{p}}\tilde{Q}j(\xi, x)=$

$0$ が成り立つ。 これら 2つの等式により 任意の $1\leq i,j\leq n$ に対して
$((\partial_{x_{i}}-\partial_{x_{j}})\tilde{Q})(\xi, x)=0$ が成り立つ。 これは $\tilde{Q}=\tilde{Q}(\xi, \sum_{i1}^{n}=x_{i})$ であ
ることを Rde-‘味するが、 このとき $D \tilde{Q}--(\sum_{i1}^{n}=\xi_{i})\tilde{Q}’(\xi, \sum^{n}i=1x_{i})=0$ , で
あるので $\tilde{Q}$ は $x$ について定数である。ただし $\tilde{Q}’(\xi, t)=d\tilde{Q}(\xi, t)/dt$ と
した。 口

(3.1) は

(3.5) $D\tilde{P}_{m}=0$

と同値である。
次に $[H, P]=0$ の m-階の項をみてみると、これは

$\frac{1}{2}\sum_{i=1}^{n}\partial_{x_{i}}^{2}\tilde{P}_{m}+\{\frac{1}{2}\sum_{=i1}\xi^{2}i’\tilde{P}\}=\ovalbox{\tt\small REJECT} nm-1$

つまり $D \tilde{P}_{m-1}=-1/2\sum_{i=1}^{n}\partial 2.\tilde{P}x*m$ と同値である。ここで (3.3) と (3.5)
により

$D( \frac{1}{2}\mathcal{L}\tilde{P}_{m})=\frac{1}{2}[D, \mathcal{L}]\tilde{P}m+\frac{1}{2}cD\tilde{P}m=-\frac{1}{2}\sum\partial_{x:}^{2}\tilde{P}_{m}n$

$i=1$
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であるので、 $\tilde{P}_{m-1}$ は適当な Qm-l $\in \mathcal{R}(=\mathbb{C}[\xi, x_{j}\xi_{i}-xi\xi_{i}])$ を用いて

(3.6) $\tilde{P}_{m-1}=\frac{1}{2}\mathcal{L}\tilde{P}_{m}+\tilde{Q}_{m-}1$

と表される。
さらに $[H, P]=0$ の (m–l)-階の項を調べてみよう。この項は

$\frac{1}{2}\sum_{i=1}^{n}\partial_{x}^{2}m-1+\{\frac{1}{2}:^{\tilde{P}}\sum_{i=1}^{n}\xi i’-\tilde{P}_{m}2\}2=\{\tilde{P}m’ R(X)\}$

となっている。 ここで

れ

$\{\tilde{P}_{m}, R(X)\}=\sum_{i=1}\partial\epsilon\dot{.}\tilde{P}_{mx}$
.

$\partial(i\sum_{\in\alpha\Sigma^{+}}u_{\alpha}(\langle\alpha, X\rangle))$

$= \sum_{\alpha\in\Sigma+}\langle\alpha, \partial\xi\rangle\tilde{P}_{m}u_{\alpha}(’(\alpha, x\rangle)$

であるので

(3.7) $D \tilde{P}_{m-2}=-\frac{1}{4}\sum_{i=1}^{n}\partial_{x}^{2}L\tilde{P}m-\frac{1}{2}\sum_{i=1}:\partial_{x}^{2}n:\tilde{Q}m-1$

$+ \sum_{\alpha\in\Sigma+}\langle\alpha, \partial\xi\rangle\tilde{P}mu_{\alpha}(’(\alpha, x\rangle)$

である。また (3.3) により

$D( \frac{1}{8}L^{2}\tilde{P}_{m}+\frac{1}{2}\mathcal{L}\tilde{Q}m-1)=-\frac{1}{4}\sum_{i=1}^{n}\partial_{x}^{2}\mathcal{L}\tilde{P}_{m}-\frac{1}{2}\sum^{n}i\partial_{x}^{2}i=1:\tilde{Q}m-1$

が成り立つ。 (3.7) の右辺の第三項を見てみると、 $D\tilde{P}_{m}=0$ により

$D(\langle\alpha, \partial_{\xi}\rangle\tilde{P}_{m})=[D, (\alpha, \partial\xi\rangle]\tilde{P}m=-\langle\alpha, \partial x\rangle\tilde{P}_{m}$

であるので、 (3.4) を用いると

$D( \frac{\langle\alpha.’\partial_{\xi}\rangle\tilde{P}_{m}}{\langle\alpha,\xi\rangle}u_{\alpha}(\langle\alpha, x\rangle)+\cdot\frac{\langle\alpha,\partial_{x}\rangle\tilde{P}_{m}}{\langle\alpha,\xi)^{2}}U_{\alpha}(\langle\alpha, x)))$

$=\langle\alpha, \partial_{\xi}\rangle\tilde{P}_{m}u_{\alpha}’(\langle\alpha, X\rangle)$
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が得られる。 ここで $U_{\alpha}(t)$ は $u_{\alpha}(t)$ のある原始関数である。以上により
以下のことが示された:

命題 3.3. $\tilde{P}_{m-2}$ は次のように表される:

(3.8)

$\tilde{P}_{m-2m}=\frac{1}{8}\mathcal{L}^{2}\tilde{P}+\frac{1}{2}\mathcal{L}\tilde{Q}_{m-}1+\tilde{Q}_{m-}2$

$+ \sum_{\alpha\in\Sigma^{+}}\{\frac{(\alpha,\partial_{\xi}\rangle\tilde{P}_{m}}{(\alpha,\xi)}u_{\alpha}(\{\alpha, x))+\frac{\langle\alpha,\partial_{x}\rangle\tilde{P}_{m}}{(\alpha,\xi\rangle^{2}}U_{\alpha}((\alpha, x\rangle)\}$ .

ここで $\tilde{P}_{m-2}$ と $\mathcal{L}^{2}\tilde{P}_{m}$ と $\mathcal{L}\tilde{Q}_{m-1}$ はすべて $\xi$ についての多項式であり、
$D\tilde{Q}_{m-2}=0$ であるから $\tilde{Q}_{m-2}\in\sum_{\alpha\in\Sigma+}.\frac{1}{\langle\alpha,\xi\rangle^{2}}\mathcal{R}\text{である_{。}}$

4. 周期的なポテンシャルを持つ可換微分作用素環の–意性

本節では

(4.1)
任意の $\alpha\in\Sigma^{+}$ に対して $u_{\alpha}(t)$ は [OOS] の分類の中の

非自明な周期関数である

ことを仮定する。つまりポテンシャルとして三角関数や楕円関数で表され
るものを想定している。 : ., $\cdot$

命題 4.1. (4.1) の仮定の下で、 $\langle$

$\alpha,$
$\partial_{\xi})\tilde{P}_{m}$ は $\langle\alpha, \xi\rangle$ で割り切れ、

$\langle\alpha, \partial_{x}\rangle\tilde{P}_{m}$ は $\langle\alpha, \xi\rangle^{2}$ で割り切れる。

証明. まず (3.8) の右辺の第 1, 2項と $\tilde{P}_{m-2}$ は $\xi$ についての多項式であ
ることに注意しておく。これにより、ある多項式 $\tilde{Q}_{m-2}’\in \mathcal{R}$ があって、
( $\alpha,$

$\partial_{x}\rangle\tilde{P}_{m}U_{\alpha}(\langle\alpha, X\rangle)+\tilde{Q}_{m-2}’$ は $\langle\alpha, \xi\rangle$ で割り切れる、つまり

(4.2) $\langle\alpha,\xi\rangle\lim_{arrow 0}\{\langle\alpha, \partial_{x}\rangle\tilde{P}U_{\alpha}m(\langle\alpha, X\rangle)+\tilde{Q}_{m}’-2\}=0$

が成り立つことがわかる。 ここで $\dot{\lim}$

.
$\langle\alpha,\xi\ranglearrow 0\langle\alpha, \partial_{x}\rangle\tilde{P}mU_{\alpha}(\langle\alpha, x\rangle)\neq 0$ で

あると仮定してみる。すると (4.2) 式の中で、 $\xi$ についての適当な単項式
の係数に注目してみると、 $x$ の多項式 $f(x)\neq 0$ と $g(x)$ で

.
$f(x)U_{\alpha}(\langle\alpha, x\rangle)+g(x)=0$

を満たすものが存在する。よって $U_{\alpha}(t)$ は有理関数であり、これは仮定
(4.1) に反する。以上より $\langle\alpha, \partial_{x}\rangle.\tilde{P}_{m}$ が $\langle.\alpha,$

$\xi)$ で割り切れることがまず示
された。 .
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次に、多項式 $\tilde{Q}_{m-2}’’\in \mathcal{R}$ で

(4.3) $\lim_{\langle\alpha,\xi\ranglearrow 0}\{\langle\alpha, \partial\epsilon\rangle\tilde{P}mu\alpha(\langle\alpha, X))+\frac{(\alpha,\partial_{x})\tilde{P}_{m}}{(\alpha,\xi\rangle}U_{\alpha}((\alpha, x))+\tilde{Q}^{r}m-2’\}=^{\mathrm{o}}$

を満たすものが存在する。ここで変数 $x_{1}’:=\langle\alpha,$ $x$ ) と $x’:=(X_{2}’, \ldots, X_{n}’)$

を $\mathbb{C}[\langle\alpha, x\rangle, x];=\mathbb{C}[x]$ と $\langle\alpha, \partial_{x}\rangle x_{j}’=0(2\leq j\leq n)$ を満たすものとして
導入する。たとえば $\alpha=e_{1}-e_{2}$ なら $x_{1}’=x_{1}-x2,$ $x’2=x_{1}+x_{2},$ $x_{j}^{l}=x_{j}$

$(3\leq i\leq n)$ とすればよい。同様にして $\xi_{1}’:=(\alpha, \xi),$ $\xi’:=(\xi_{2}’, \ldots, \xi_{n}’)$ を

定める。
$\langle\alpha, \partial_{x}\rangle\tilde{P}_{m}$ が $\langle$

$\alpha,$
$\xi)$ で割り切れることと $P_{m}$ が $x$ と $\xi$ の多項式である

ことから $\tilde{P}_{m}$ は適当な多項式関数 $S_{1}(s, \xi’, t, X’),$ $S2(\xi’, x’)$ を用いて

$\tilde{P}_{m}=\langle\alpha, \xi\rangle S_{1}((\alpha,\xi\rangle, \xi’, \langle\alpha,x\rangle, X’)+^{s_{2}(\xi’,)}X’$

と表される。 この表記を用いると

(4.4) $\lim$
$\underline{\langle\alpha,\partial_{x}\rangle\tilde{P}_{m}}=|\alpha|^{2}(\partial_{t}s_{1})(\mathrm{o}, \xi’, \langle\alpha, X\rangle, X’)$

$\langle\alpha,\xi\ranglearrow 0$
$\langle\alpha, \xi\rangle$

$=|\alpha|^{-2}\langle\alpha, \partial_{x}\rangle$ $\lim$ $\langle\alpha, \partial_{\xi}\rangle\tilde{P}_{m}$

$\langle\alpha,\xi\ranglearrow 0$

である。
. ,
ここで $\langle\alpha, \partial_{\xi}\rangle\tilde{P}_{m}$ は $\langle\alpha, \xi\rangle$ で割り切れないと仮定する。すると $x$ の多

項式 $f_{\alpha}(x)\neq 0$ と $g_{\alpha}(x)$ があって、

(4.5) $f_{\alpha}(x)u_{\alpha}(\langle\alpha, X\rangle)+|\alpha|^{-}2((\alpha, \partial_{x})f_{\alpha})(_{X})U_{\alpha}((\alpha, X))=g\alpha(X)$

が成り立つ。定数 $\omega$ と関数 $\phi(x.)=\phi(X_{1}, \ldots, x_{n})$ に対し ‘ $\phi(x+\omega e_{i})=$

$\emptyset(X_{1}, \ldots, x_{i}+\omega, \ldots, x_{n})$ という記法を用いる。
$\omega$ は $u_{\alpha}(t)$ の $0$ ではない周期とする。このとき定数 $C_{\omega}$ で $U_{\alpha}(t+\omega)=$

$U_{\alpha}(t)+C_{\omega}$ を満たすものが存在する。 (4.5) 式で $x+\omega e_{i}$ を $x$ に代入す
れば、

(4.6)
$f_{\alpha}(x+\omega ei)u\alpha(\langle\alpha,x))+|\alpha|^{-}2(\langle\alpha, \partial_{x})f\alpha)(X+\omega ei)U\alpha((\alpha,x))$

$=g_{\alpha}(x+\omega ei)-c_{\omega}|\alpha|^{-}2((\alpha, \partial x)f\alpha)(X+\omega e_{i})$

が得られる。ここで $\Sigma$ は $A_{n-1},$ $B_{n},$ $D_{n}$-型であるので、任意の $\alpha\in\Sigma$ に

対して $\langle\alpha, e_{i}\rangle\in \mathbb{Z}$ が成り立つことを用いた。仮定 (4.1) により $u_{\alpha}$ は有
理関数ではないので、 (4.5) と (4.6) により

$\det(_{f_{\alpha}(X}f\alpha(+\omega e_{i})X)$
$|\alpha|^{-}(|\alpha_{2}|^{-2}\langle\alpha,\partial_{x})(\langle\alpha,\partial x\rangle f_{\alpha})f_{\alpha}(X)(+X)\omega e_{i}))=0$
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が成り立つことがわかる。 ここで $f_{\alpha}\neq 0$ であるので、

$\frac{(\langle\alpha,\partial_{x})f\alpha)(_{X}.)}{f_{\alpha}(x)}.=\frac{(\langle\alpha,\partial_{x})f_{\alpha})(x+\omega e_{i})}{f_{\alpha}(x+\omega e_{i})}$.

であるが、 これは $(\langle\alpha, \partial_{x}\rangle f_{\alpha})(x)/f_{\alpha}(x)$ が有理周期関数、つまり各 $x_{i}$

$(1\leq i\leq n)$ について定数関数であることを意味する。 –方、 $f_{\alpha}$ は多
項式であるので、 $f_{\alpha}$ は定数関数であるが、 $u_{\alpha}$ が有理関数ではないこと
から (4.5) により $f_{\alpha}\equiv 0$ となってしまい、仮定に反する。以上により
$\langle\alpha, \partial_{\xi}\rangle\tilde{P}_{m}$ が $\langle\alpha, \xi\rangle$ で割り切れることが示された。 (3.8) 式をもう –度用
いれば、 $\langle\alpha, \partial_{x}\rangle\tilde{P}_{m}$ が $\langle$

$\alpha,$
$\xi)^{2}$ で割り切れることが示される。 口

命題 4.2. $\xi$ についての多項式 $P(x, \xi)=\sum_{|p|=k}c_{p}(x)\xi p$ が任意の
$\alpha\in\Sigma^{+}$ について $\lim_{\langle\alpha,\xi\ranglearrow 0}\langle\alpha, \partial\epsilon\rangle\dot{P}(X, \xi)=0$ を満たすとする。
ここで $P(x, \xi)$ が以下の 2条件のうち少なくとも 1 っを満たすとする:

(4.7) $\dot{P}(x, \xi)$ の $\xi$ についての次数は

(4.8) $p=(p_{1}, \ldots,p_{n})$ のすべての $p_{i}$ たちが $0$ でなければ $c_{p}(x)=0$ .
このとき $P(x, \xi)$ は $\xi$ について $W$-不変である、つまり任意の $\sigma\in W$

.
に

対して $P(X, \sigma(\xi))=P(x, \xi)$ が成り立つ。 .
:.

証明. まず条件 (4.7) は条件 (4.8) に帰着されることを注意しておく。つ
まり $(W, \Sigma)$ が $A_{n-1}$ または Dn-型で $\deg_{\xi}P(x, \xi)\leq n$ なら、W-不変な
項 $\xi_{1}\ldots\xi_{n}$ を除いて $P(x, \xi)$ は条件 (4.8) を満たす。また Bn-型の場合に
は、 $\lim_{\langle \mathrm{e}_{i},\xi\rangle}arrow 0\langle ei, \partial\epsilon\rangle P(X, \xi)=\lim_{\xi:arrow 0}\partial_{\xi i}P(X, \xi)=0$ により、各 $i$ に

対して $p_{i}=0$ または $p_{i}\geq 2$ が成り立つ。よって $\deg_{\xi}P(x, \xi)\leq 2n$ なら
ば $W$-不変な項 $\xi_{1}^{2}\ldots\xi_{n}^{2}$ を除いて $P(x, \xi)$ は条件 (4.8) を満たす。

Step 1. 63-不変性.
まずこの命題を $n=3$ の場合に証明する。
$P(x, \xi)$ を

$P(x, \xi)=\sum_{=p_{1}+p2+p3k}c.(_{X}p1,p_{2},p\S)\xi_{1}p1\xi^{p2}2\xi_{3}^{p_{3}}$

と表記する。 S3-不変性を証明するために、命題 4.1を $\alpha=e_{i}-e_{j}$ に対
して用いる。 $\lim_{\xi_{j^{arrow\xi:}}}(\partial_{\xi:}-\partial_{\xi_{j}})P(X, \xi)=0$ における $\xi_{i^{-1}}^{l}\xi_{h}^{k-\iota}$ の係数は

(4.9)
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である。帰納法により

(4.10)

を示す。
$i=1,2$ に対しては (4.9). 式で $l=1,2$ とすればよい。次に $l=i$ に対

する (4.9) の第 1式は

$i(c_{i,0},k-i(x)-c_{0,i,k}-i(X))+ \sum_{=p1}(2p-ii-1)_{C_{p}i(X},i-p,k-)=0$

である。 ここで $k>i$ なら、仮定 (4.8) により $1\leq P\leq i-1$ に対して
$c_{p,i-p,-}ki(x)=Ci-p,p,k-i(x)=0$ であり、 $k=i$ なら帰納法の仮定により
$1\leq P\leq i-1$ に対して $c_{P^{i-}P},,0(x)=C0p,,i-p(X)=C0,p,i-p(x)=c_{i}-P,P,\mathrm{o}(X)$

が成り立つ。いずれにせよ $i$ に対して (4.10) が成り立つ。よって $P(x, \xi)$

は $\xi$ について S3-不変である。
Step 2. $B_{3},D_{3}$ の場合に $P(x, \xi)$ が偶であること.
命題 4.1を $\alpha=e_{i}+e_{j}$ に対して用い、 $P(x, \xi)$ が $\xi$ について偶関数で
あることを示す。このために、 $i$ が奇数なら $\mathrm{c}0,i,k-i.(X)=0$ が成り立つこ
とを $i$ についての帰納法で示す。

$\lim_{\xi_{ii}}arrow-\epsilon(\partial_{\xi}i+\partial_{\xi_{j}})P(x, \xi)=0$ における $\xi_{i^{-1}}^{l}\xi_{h^{-}}^{kl}$ の係数は

(4.11)

である。 (4.9) と (4.11) で $l=1$ とすれば $C_{0,1,k-1}(X)=0$ が成り立つこ
とがわかる。 (4.11) の第 1式で $l=2i+1$ とすれば S3-対称性を使って、

$2i+1 \sum(-1)^{2i}+1-p(2p-2i-1)c2i+1-p,k-2i-1(_{X}p,)$

$p=0$

$=2 \sum_{p=0}^{i}(.-1)^{p-}1^{\cdot}(2p-2i^{\backslash }-1)_{C_{p,i1k-}}2+-p,2i-1(X)=0$

であることがわかる。 $k>2i+1$ のとき、仮定 (4.8) により $1\leq p\leq i$ に

対して $c_{\mathrm{P}^{2i+}},1-p,k-2i-1(X)=0$ が成り立つ。 $k=2i+1$ のとき、帰納法
の仮定により $P$ または $2i+1-p$ は奇数であるから $1\leq p\leq i$ に対して
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$c_{p,1-}2i+p,\mathrm{o}(x)=c0_{p},,2i+1-p(x)=c_{0}$
. $’ 2i+1-p,p(x)=0$ が成り立つ。よって

$c0,2i+1,k-2i-1(x)=0$ であり、 63-不変性により step 2が証明された。
Step 3. $n>3$ の場合.

.

$\sigma\in \mathfrak{S}_{n}$ に対して $\sigma p=(p\sigma(1.), \ldots,P\sigma(n))$ とし、 $\sigma_{ij}$ で $i$ と $j$ の互換を
表す。 もし $p_{i}$ または $p_{j}$ が $0$ なら、 step 1により $c_{\sigma:jp}(x)=C(pX)$ であ
る。次に $p_{i}$ も $Pj$ も共に $0$ でないなら、仮定 (4.8) により $p_{h}=0$ となる
$h\neq i,j$ が存在する。Step 1を $i,j,$ $h$ に対して用いれば、 $c_{\sigma:jP}(x)=c_{P}(x)$

が得られる。これは $P(x, \xi)$ が Sn-不変であることを意味する。同様にし
て $B_{n},$ $.D_{n}\text{型の場合^{に}}$ $P(x, \xi)$ が偶であることも証明できる。 自

注 4.3仮定 (4.8) をはずすと、命題 4.2の「割り切れ」条件を満たす
が、W-不変ではないような $\xi$

. にっしての多項式が存在 T6。
たとえば

$Q= \xi_{1}^{2}\xi 2\xi 3-\xi_{1}^{3}(\overline{3}\perp\xi 2+\xi_{3})+\frac{\mathrm{A}}{6}\xi_{1}^{4}$

は $1\leq i<j\leq 3$ に対して $\lim_{\xi_{j}arrow\xi i}(\partial_{\xi:}-\partial_{\xi_{j}})Q=0$ を満たすが、 63-不
変ではない。

以上の結果を用いれば、この節の主定理、つまり周期的なポテンシャル
を持つ可換微分作用素環の–意性、を述べることができる。 ..

定理 4.5. $(W, \Sigma)$ を古典型 Weyl 群と対応する reduced ルート系の
組とする。 [OOS] のポテンシャルの分類の中から、すべての $u_{\alpha}(t)$ が定
数ではない周期関数であるも\emptyset .をとり、 それを用いてラプラシアン $H=$
$1/2 \sum_{i=1}^{n}\partial_{x}2\dot{.}+\sum_{\alpha\in\Sigma+}u_{\alpha}((\alpha, x\rangle)(u_{\alpha}(t)=u_{w\alpha}(t))$ をつくる。 $P$ を $H$

の定義域の連結開部分集合上定義された正則微分作用素で、 $H$ と可換
なものとする。 このとき $P$ の階数が $A_{n-1}$ , Dn-型 (resp Bn-型) のとき
$n$ (resp $.2n$ ) 以下であるなら、 $P$ は $H$ の定義域全体に解析接続され、
Ochiai-Oshima-Sekiguchi の構成した可換微分作用素環に含まれる。

証明. $\sigma(P)$ が (4.7) を満たすなら、系 $3.2.(3)$ と命題 4.2により $\sigma(P)$

は $x$ について定数であり、 $\xi$ について W-不変でもある。Ochiai-Oshima-
Sekiguchi の構成した可換微分作用素環には $H$ と可換で ‘ $P$ と同じ主シ
ンボルを持つ作用素 $P’$ が存在する。$P-P’$ の階数は $P$ のそれよりも低
く、 $P-P’$ は $H$ と可換である。 $P$ が仮定 (4.7) を満たすので、 $P-P’$
もまたそうである。よって帰納法により、 $P$ は OOS の可換微分作用素環
に含まれる。また OOS が構成した環 $C$ の生成元は $H$ の定義域上全体
で定義され、そこで正則であるのでこの定理が完全に証明された。 口

5. ポテンシャルが有導関数である場合.

有理関数ポテンシャルの場合、周期関数ポテンシャルの場合に比べて状
況はかなり複雑である。づまり前定理で述べたような–意性は成り立た
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ない。 .

ここでは $A_{n-1}$型に話を限って、まず、 ラプラシアン

(5.1) $H= \frac{1}{2}\sum_{i=1}^{n}\partial^{2}+x:1\leq<\sum_{ij\leq n}\{c_{1}(x_{i}-x_{j})-2+C_{2}\}$.

と可換な 2階以下の微分作用素をすべて求める。 この場合にも Weyl 群
不変性は仮定しない。
次にその結果を用いて、Oshima-Sekiguchi の条件 $(\mathrm{C}1)-(\mathrm{C}5)$ を満たす

が、 [OS] で得られたものとは異なる可換微分作用素環が存在するかどう
かを調べる。結論を先に言うと、$n=3$ の場合は肯定的であり、$n>3$ の
ときは否定的である。. ..
最後にこの有理関数ポテンシャルの場合に、 $H$ と可換な微分作用素の
つの系統的な構成法を述べてこのノートを締めくくりたいと思う。なお
この節の計算は極めて初等的であるので、計算のポイントのみを述べて
細かい所には深入りしないことにする。以下 \S \S 2, 3,. 4の記法をそのまま
用い、 (5.1) で $C_{1}\neq 0,$ $n\geq 3$ を仮定する。

$P= \sum_{k=}^{m}\mathrm{o}P_{k}$ が $H$ と可換なら、いまの場合にも $\tilde{P}_{m}$ は (4.2) を満た
す。 ここで $\tilde{Q}_{m-2}’$ は $x$ についての多項式であるが $U_{\alpha}(t)$ は $t=0$ に極を
持つので . $\cdot$

(5.2) $\lim$ $\lim$ $\langle\alpha, \partial_{x}\rangle\tilde{P}_{m}=0$

$(\alpha,x\ranglearrow 0\langle\alpha,\epsilon\ranglearrow 0$

が成り立つ。次に (3.8) により $Q_{m-}’’2\in \mathcal{R}$ で

(5.3)

$\lim_{\langle\alpha,\xi\ranglearrow 0}\{\langle\alpha, \partial\epsilon\rangle\tilde{P}mu\alpha(\langle\alpha, X\rangle)+\frac{(\alpha,\partial_{x}\rangle P_{m}}{\langle\alpha,\xi\rangle}U_{\alpha}(\langle\alpha, x))+\frac{Q_{m-}^{l\prime}2}{(\alpha,\xi)}\}=0$

を満たすものが存在する。 (5.2) を用いて (5.3) の $(\alpha, x)=0$ における極
を見れば

(5.4) $\lim$ hhm $\{\alpha,$ $\partial_{\xi}\rangle\tilde{P}_{m}=0$

$(\alpha,x\ranglearrow 0\langle\alpha,\xi\ranglearrow 0$

が成り立つ。 この節の最初に述べたように、これから $H$ と可換な高々 2
階の微分作用素

(5.5) $P= \sum_{1i=}^{n}a^{i}\partial_{x_{*}}^{2}2\cdot+\sum_{1\leq i<j\leq n}a\partial ij11x:\partial_{x_{j}}+\sum_{i=1}^{n}a^{i}\partial_{x:}1+a_{0}$

をすべて求める。 ここで $a_{2}^{i},$ $a_{1}^{ij}a_{1}^{i},$$a_{0}1$’ は. $\{x \in \mathbb{C}^{n};|x|<r\}\cap(\mathbb{C}^{n}-$

$\bigcup_{1\leq i<j\leq n}\{X\in \mathbb{C}^{n}; x_{i}=x_{j}\})$ 上の正則関数とする。この定義域の形は、
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ポテンシャル関数の極の周りでの情報を使いたいためにこうしているわ
けである。
このとき

$\urcorner \mathrm{D}ij$

換性の条件 $[H, P]=0$ と極の周りでの情報 (5.4) 式を各係
数関数 $a_{2},$ $a_{11},$ $a_{1},$ $a_{0}$ について書き下し、計算すると、 $P$ は Sn-不変であ
ることがわかり、 $P$ は以下のように表される:

命題 5.1. $P$ をある $r\in \mathbb{R}_{>0}$ に対して

$\{x\in \mathbb{C}^{n};|x|<r\}\cap(\mathbb{C}^{n}-\bigcup_{1\leq i<j}\leq \mathcal{R}\{x\in \mathbb{C}^{n};x_{i}=x_{j}\})$

で定義された高々 2階の正則微分作用素で $H$ と可換なものとする。 こ

のとき $P$ (は $\mathit{6}_{n}$ -不変で、 $\mathbb{C}^{n}-\bigcup_{1\leq i}<j\leq n\{x\in.\mathbb{C}^{n};.x_{i}=x_{j}\}$ に解析接続
され、 ..

1, $\triangle_{1}=\sum\partial_{x},$
$\cdot\Delta^{2}ni1$

)
$H$ ,

$i=1$

$P_{1}:= \sum_{1\leq i<j\leq n}(_{X}j\partial_{x:}-xi\partial x_{j}.)2+2C_{1}1\leq:<j\sum_{1\leq P\leq n}x^{2}\leq nP(xi.-X_{j})-2$

,

$P_{2}:= \sum_{\leq 1\leq i\neq j\neq k\neq in}(X_{j}\partial_{x_{*}}$
. $-x_{i}\partial_{x_{j}})(Xk\partial_{x_{i}}-x_{i}\partial_{x_{k}})$

+2$C_{1} \sum_{j1\leq i<\leq n}(21\leq p<q\leq\sum_{n}Xx_{q}-p\sum X)p(2x_{i}p=1n-xj)^{-2}$ ,

$P_{3}:= \sum_{1\leq i<j\leq n}(xj\partial_{x_{i}}-x_{i}.\partial_{x_{j}})(\partial_{x:}-\partial_{x_{j}})+2C_{1}\iota\leq i.<1\leq.\mathrm{p}\sum_{n\mathrm{j},\leq\leq_{n}}.X(pX_{i}-Xj)^{-2}$

の線形結合で表される。

次にこの節の第 2の主題、つまり Oshima-Sekiguchi の条件 $(\mathrm{C}1)-(\mathrm{C}5)$

を満たすが、彼らが [OS] で構成したのと異なる環が存在するかについて
述べる。 ここで彼らが構成したものは $u(t)=C_{1}t^{-2}+C_{2}(C_{1}\neq 0)$ と
して

というものであった。 $[.\mathrm{O}\mathrm{S}]$ の Theorem 3.2により、 $(\mathrm{C}1)-(\mathrm{C}5)$ を満たす
環 $C$ は $\Delta_{1},$ $H$ と最高階が\Sigma 1 $\leq i<j.<k\leq ni\partial_{x}\partial xj\partial_{x_{k}}$ である $C$ の元によっ
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て–意に決まるので、 2階以下の 6n-不変微分作用素で $\triangle_{1},$ $H$ と可換な
ものがどれだけ存在するかをまず調べる。すると命題 5.1より、そのよう
なものは 1, $H,$ $\triangle_{1},$ $\triangle_{1}^{2}$ と

$P= \sum_{1\leq i<j<k\leq n}\{(x_{j}-Xk)\partial_{x}$
.$+(_{X}*k-Xi)\partial_{x}j+(_{X_{i}}-x_{j})\partial x_{k}\}2$

$+2C_{1}1 \leq_{\mathrm{p}<}.\cdot<\sum_{1\leq \mathrm{e}\leq n}(_{X}p-Xq)^{2}j\leq n(xi-Xj)-2$

の線形結合で表されることがわかる。特に $n=3$ のときには、 $\triangle_{1},$ $H,$ $\triangle_{3}+$

$\lambda P(\lambda\neq 0)$ で生成される環を考えれば、新しい可換微分作用素の環が構
$.\text{成されたことになる}$ 。

さて $n>3$ のときにはどうであろうか。このときには 6n-不変な微分
作用素

$Q=1 \leq i.<jk<\iota\leq\sum_{<n}.\cdot\partial_{x}.\cdot\partial_{x}\partial_{x_{k}x_{l^{+}}}j\partial\sum b_{3}i\partial_{x}^{3}+i=1n:1\leq i\neq\sum_{nj\leq}bj\partial 21ix:^{\partial}x2j$

$+ \sum_{n1\leq i<j<k\leq}bjk\partial_{x}i\partial x_{j}\partial 111:X_{k^{+}}\sum_{=i1}bi\partial_{x}n2:2+1\leq i<j\leq\sum nbi11j\partial_{x:x_{j}}\partial$

+(低階の項)

で $\triangle_{1},$ $H,$ $\triangle_{3}+\lambda P(\lambda\neq 0)$ と可換なものがあるかどうかを調べればよい。
このとき、 $[\triangle_{1}, Q]=[H, Q]=[\triangle_{3}+\lambda P, Q]=0$ という方程式を各成分ご
とに書き下して計算すれば $\lambda=0$ が得られる。以上より

定理 5.3. $W=\mathfrak{S}_{n}$ で $u(t)=c_{1}t^{-}2+C_{2}(C_{1}\neq 0)$ とする。

(1) $n>3$ ならば、 \S 1の条件 $(\mathrm{C}1)-(\mathrm{C}5)$ を満たす環 $C$ は [OS]. で
Oshima-Sekiguchi が構成したもの以外に存在しない。

(2) $n=3$ ならば、 $\triangle_{3}=\partial x_{1}\partial x_{2}\partial x\epsilon-c1\sum\leq 1\leq^{1}j<k<ni\leq n(xj-xk)^{-2}\partial_{x_{i}}$ ,
$j,k\neq\overline{*}$

$\triangle_{1},H$ は可換な環を生成する。これは [OS] で示されている。–方、

$P=\{(_{X}2-X_{3})\partial x_{1}+(x_{3}-X_{1})\partial x2+(_{X}1^{-X_{2}})\partial_{x}3\}^{2}$

$+2C_{1} \downarrow\leq P^{*<}.q1\leq\sum_{<\leq}(x_{p}-x)2(_{X}i-X_{j})j\leq_{3}\S q-2$

とすると、任意の $\lambda\in \mathbb{C}$ に対して\Delta 1, $H,$ $\triangle_{3}+\lambda P$ も \S 1の条件
$(\mathrm{C}1)-(\mathrm{C}5)$ を満たす可換微分作用素環を生成する。
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注 5.4. $B_{n},$ $D_{n}$-型の場合にも命題 5.1と定理 5.3の類似の結果が成
り立つ。たとえば $u(t)=c0+C_{1}t^{-2}+C_{2}t^{2},$ $v(t)=B0+B_{1}t^{-2}+B_{3}t^{2}$

(\S 1の分類参照) として $P$ を $H=1/2 \sum_{i}^{n}=1\partial^{2}x:+\sum_{1<i<j\leq n}\{u(x_{i}+x_{j})+$

$u(x_{i}-x_{j}) \}+\sum_{i=1}^{n}v(xi)$ と可換な高々 2階の正則微分作用素とするなら、
$C_{1}\neq 0$ のとき、 $P$ は 1, $H$ と

$P_{1}=$

$\frac{1}{2}\sum_{1\leq i<j\leq n}(xj\partial_{x}:-x_{i}\partial_{x_{i}})^{2}$

$+(_{p=1} \sum^{n}xp)2\{C_{1}\sum_{1\leq i<j\leq n}((xi+x_{j})^{-2}+(x_{i}-x_{j})-2)+B_{1}\sum_{i=1}^{n}Xi-2\}$

の線形結合で表される。また $(\mathrm{C}1)-(\mathrm{C}5)$ を満たすすべての可換微分作用
素環は [OS] と [OOS] で構成されている。

最後に $A_{n-1}$ -型のとき、 $H=1/2 \sum_{i}^{n}=1\partial_{x}^{2}\dot{.}+C_{1}\sum_{1}<i<j\leq n(X_{i}-Xj)^{-2}$

と可換な微分作用素の–つの系統的な構成法を述べておく。
$p\mathrm{o}(x)$ を k-次対称多項式とし、

$p_{j}(\partial_{x}, x):=\mathrm{a}\mathrm{d}(H)^{j}p_{0}(X)$ , $(j=0,1,2, \ldots)$

とする。 このとき直接計算により次のことがわかる:

補題 5.5. 上記の記法で、$p\mathrm{o}(x)$ が $k$-次同次対称多項式なら $p_{k}(\partial_{x}, x)\in$

$C$ が成り立つ。特に $p_{k+1}(\partial_{x}, x)=0$ である o

これより $H$ と可換な微分作用素が以下のようにして構成される。

系 5.6. $\sum_{j=\text{。}^{}k}(-1)^{j}pjPk-j$ は $H$ と可換である。

命題 5.1の作用素 $P_{1},$ $P_{2}$ はこの方法で構成され、 $[\triangle_{1}, P_{1}]$ と $[\triangle_{1}, P_{2}]$

は瓦と $\triangle_{1}$ の線形結合で表される。よって補題 5.5と系 5.6で構成した
ものをもとにして、 $H$ と可換な 2階以下の微分作用素はすべて構成でき
る。 このようなことがもっと高階の作用素に対しても成り立つかどうかは
まだわかりません。
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